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Resumen

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subconjunto de
X es un subcontinuo, si es en si un continuo. El hiperespacio de subcontinuos de X
es denotado por C'(X).

Si X es un espacio métrico compacto y P(X) el conjunto potencia de X. Una fun-
ciéon L es tipo conjunto si va del conjunto potencia de X en si mismo, es decir,

L:P(X) — PX).

En este proyecto de investigacion se estudian tres funciones tipo conjunto. Las fun-
ciones 1"y K definidas por F. B. Jones como:

T(A) =X \{zr € X :existe W € C(X) tal que z € Int(W), W C X \ A}

K(A)=({BeC(X):AcCInB}

y la funcion 7 definida por L. Fernandez y S. Macias como:
T(A)=({B C X :T(B) =B, AC Int(B)}.

El trabajo se compone de tres capitulos. En el Capitulo 1 se exponen conceptos nece-
sarios de Topologia General, asi como clases de funciones entre espacios métricos.

En el Capitulo 2 definimos los aspectos bésicos de las funciones tipo conjunto: aditi-
vidad, simetria, simetria puntual. Asi como las propiedades generales de las funciones
T, KyT>.

En el Capitulo 3 damos a conocer resultados propios obtenidos durante la investiga-
cion, correspondientes a la invarianza y coinvarianza de la funcién 7, se generalizan
resultados sobre la funcién 7°°°, y mostramos algunos conjuntos para los cuales la
funcion K es K-aditiva, asi como que la funcién K es coinvariante bajo funciones
monaotonas.
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Introduccion

El siguiente trabajo pertenece a la rama de la Topologia General conocida como Teoria
de Continuos y sus Hiperespacios. Un continuo es un espacio métrico, compacto, co-
nexo y no vacio. Para un continuo X, se consideran las siguientes familias de subcon-
juntos de X:

2% = {A C X : Aes cerrado y no vacio en X},
C(X)={Ae€2%: Aesconexoen X}.

Estas familias de subconjuntos de X, dotadas con la métrica de Hausdorff, o equiva-
lentemente, con la topologia de Vietoris, se denominan el hiperespacio de cerrados de
X y el hiperespacio de subcontinuos de X, respectivamente.

En 1948, en el articulo Concerning nonaposyndetic continua [7], F. Burton Jones defi-
ne las funciones de tipo conjunto 7'y K, las cuales estan relacionadas fuertemente con
el concepto de aposindésis en continuos. La funcién 7', conocida también como 7' de
Jones, ha sido ampliamente estudiada y se conocen bastantes resultados relacionados
con este concepto, mientras la funcién K ha sido estudiada en afios més recientes.

En 1998, bajo la direccién de Sergio Macias Alvarez, Marfa Antonieta Molina Garza
Galindo presenta la tesis de licenciatura titulada Algunos aspectos sobre la funcion T'
de Jones [15], donde desglosada algunos de los resultados que son base para nuestro
estudio y los cuales presentamos en algunos capitulos de este trabajo.

Se ha vuelto tan frecuente el estudio de la funcién 7" de Jones, que en 2005, Sergio
Macias introduce un capitulo acerca de esta funcién en su libro Topics on continua
[12].

En 2010, bajo la direcciéon de Sergio Macias, Leobardo Fernandez Roman presenta la
tesis doctoral titulada Funciones del conjunto potencia de un conjunto en si mismo [4],
donde ademas de presentar algunas propiedades de dichas funciones, también muestra
resultados de las funciones 7'y K. Més atin, en el mismo afio, presentan el articulo The
set functions 'I' and K and irreducible continua [5] en coautoria con Sergio Macias.

Posteriormente en 2015, David B. Bellamy, Leobardo Ferndndez y Sergio Macias pre-
sentan el articulo On T'-closed sets [2], donde ademds de estudiar las funciones 7"y
K de Jones, introducen el concepto de funcién 7 y muestran diversos resultados al
respecto.

I
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Este trabajo de tesis estd compuesto por tres capitulos. En el Capitulo 1, hacemos un
resumen de los resultados necesarios para el desarrollo de nuestro trabajo, tomados
de la teoria de continuos, tales como la conexidad local, continuos unicoherentes, la
propiedad de aposindésis y semiaposindésis. Ademads, mostramos algunos resultados
acerca de algunas clases de funciones especiales entre continuos tales como funciones
abiertas, atomicas, confluentes, cuasimondétonas, débilmente confluentes, mondtonas,
etc.

En el Capitulo 2 primera seccién, definimos algunas propiedades bésica de las fun-
ciones tipo conjunto, como son la aditividad, la simetria y la simetria puntual. En la
segunda seccidn, revisamos las propiedades mas relevantes de la funcién 7" tales como
su aditividad, simetria, la relacion que tiene con algunos tipos especiales de continuos
como son los localmente conexos o los hereditarriamente unicoherentes; ademas de
la relacién de la funcién 7' de Jones con algunas clases de funciones especiales entre
continuos. En la tercera seccién, mostramos propiedades generales de la funcién 7
asi como su relacion con la funcion 7. Finalmente, en la cuarta seccion, mostramos
propiedades de la funcion K de manera similar a como lo hacemos en la seccion 2
para la funcion 7.

En el Capitulo 3, mostramos resultados originales obtenidos de la investigacion rea-
lizada bajo la asesoria de Enrique Castafieda Alvarado, Félix Capulin Pérez y Nor-
berto Ordofiez Ramirez. Este capitulo, estd dividido en tres secciones, en la primera,
desarrollamos conceptos de la funcién 7' de Jones relacionados con la invarianza y
coinvarianza de funciones, ademds de las propiedades de 7'- aditividad y 7'-simetria,
los cuales nos ayudan a resolver de manera parcial a la siguiente pregunta:

Pregunta 0.1. Sea f : X — Y es una funcion entre continuos con una propiedad
P, ;Serd que Y es T-simétrico (respectivamente, T-aditivo), si X es T-simétrico
(respectivamente, T'-aditivo)?

Resulta que la T-simetria (respectivamente, 7'-aditividad) es invariante bajo funciones
atdmicas, casi monotonas, hereditarimente confluentes, hereditariamente mondtonas
y homeomorfismos, pero la 7T'-aditividad no es invariante bajo funciones juntadoras o
ligeras. Por otro lado, la T-simetria (respectivamente, 7-aditividad) no es coinvarian-
te bajo las funciones atriddicas, casimonétonas, cuasimonétonas, seudomondétonas,
débilmente monodtonas, confluentes, débilmente confluentes, semiconfluentes, seudo-
confluentes, juntadoras y casi interiores. En la segunda seccion, mostramos las gene-
ralizaciones hechas por nosotros de algunos teoremas extraidos de [12] acerca de la
funcion 7°°. Finalmente, en la tercera seccidén, mencionamos algunos tipos de conti-
nuos los cuales son K -aditivos, ademds de que la K -aditividad es coinvariante bajo
funciones mondtonas y abiertas.

Angela Martinez Rodriguez
Facultad de Ciencias
Universidad Auténoma del Estado de México



Antecedentes

En 1938 F. B. Jones, consulto al Dr. Leon en el Departamento de Letras Clasicas
de la Universidad de Texas. No fue fécil explicarle a alguien que sabia casi nada de
matematicas lo que queria decir, que un continuo tenga a p en su interior pero no tu-
viera a q. Después de 30 minutos sin embargo, el capt6 la idea y construy6 la palabra
“aposindético”. La terminologia “Deo”quiere decir envolver, “sin”significa “junto”, y
“apo”quiere decir “lejos”. El conjunto M es aposindético en p con respecto a g signi-
fica que “M envuelve a p lejos de ¢”.

La funcion 7' fue definida por F. B. Jones en [7]. La nocién de aposindésis fue la mo-
tivacion de Jones para definir la funcién 7.

En 2005, S. Macias en [12] hace la siguiente pregunta, ;Si f : X — Y es una fun-
cion abierta entre continuos y X es T-simétrico (7'-aditivo) entonces Y es T-simétrico
(T-aditivo)?.

F. B. Jones en 1948, también define la funcién K. Y en 2009, S. Macias en [11], prue-
ba que la funcién K no implica la continuidad de la funcién 7'. Para el afio 2010, L.
Fernandez y S. Macias en [5], prueban que si X es un espacio irreducible entonces
K (A)esconexoyque T(K(A)) = K(T(A)) para cada subconjunto cerrado A de X.
Ademads de una caracterizacion de continuos irreducibles / -simétricos.

Para 2015, D. P. Bellamy, L. Fernandez, S. Macias en su articulo [2], definen la clase
de los conjuntos 7T'-cerrados de un continuo y estudian sus propiedades, en particu-
lar presentan una caracterizacion de los elementos de esta clase. Asi mismo, definen
una nueva funcion tipo conjunto, la funcién 7°°, considerando la familia minimal de
conjuntos 7'-cerrados.






VII
Hipotesis

Se sabe que si f : X — Y es una funcién monétona y suprayectiva entre conti-
nuos, si X es T-simétrico (7-aditivo) entonces Y es T'-simétrico (7™-aditivo). Surge
entonces la pregunta si f : X — Y es una funcién entre continuos suprayectiva
con una propiedad P, ;si X es T-simétrico (7'-aditivo) entonces Y es 7T'-simétrico
(T-aditivo)?.

Para nuestro problema necesitamos conocer las clases de funciones y su comporta-
miento.

Objetivo

El préposito principal de este trabajo es estudiar propiedades de las funciones tipo
conjunto 7" de Jones, funcion K y funcién 7°°. En particular, si f : X — Y es
una funcidn entre continuos suprayectiva con una propiedad P nos interesa saber lo
siguiente ;si X es T-simétrico (7'-aditivo) entonces Y es T'-simétrico (7-aditivo)?.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo mostraremos algunos conceptos basicos de topologia general, teoria
de continuos e hiperespacios de continuos. Ademas mostramos algunas clases de fun-
ciones entre continuos que serdn de utilidad a lo largo de este trabajo.

Notacion

Dados un espacio topoldgico X y A C X. Denotamos por Int(A) y Fr(A), el interior
y la frontera de A en X; Inty (A) y Fry(A), denota el interior y la frontera de A en
un subespacio Y de X. La cerradura de A lo denotamos con CI(A); Cly (A) denota la
cerradura de A en un subespacio Y de X.

Dado un espacio métrico X, con métrica d. Sean ¢ > 0y x € X. Denotamos por,

Bi(e,x) ={q € X : d(x,q) < e},

a la bola abierta de radio € con centro en .
Si no existe confusion con la métrica del espacio, escribiremos B(e, x) en lugar de
Bd(€ , L )

1.1. Conceptos de topologia

En esta seccion recordamos algunas propiedades de los espacios topoldgicos que utili-
zaremos posteriormente. Las pruebas aqui mostradas pueden también ser consultadas
n [9], [10]y [16].

Teorema 1.1. (de reduccion de Brouwer) Si X es un espacio segundo numerable y
A es una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X, con la propiedad de que
para cada sucesion creciente, A1 C Ay C Az C ---, de elementos de A existe un
elemento, A de A, tal que, para cadan € N, A,, C A. Entonces A tiene un elemento
maximal.

Si A es una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X, con la propiedad de que
para cada sucesion decreciente, Ay O Ay D As D ---, de elementos de A existe un
elemento, A de A, tal que, para cadan € N, A,, D A. Entonces A tiene un elemento
minimal.
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Demostracion. Fijemos un elemento Ay € A y una base numerable, {B,, : n € N},
para la topologia de X. Consideremos la subcoleccion A; de la familia .4 definida
como sigue:

Ai={AeA: Ay C Ay AN By # 0}.

Si A; es no vacia, entonces fijamos un elemento A; € A;. Si la coleccion A, es vacia,
entonces definimos A; = Ap.
Andlogamente tomemos la subcoleccion Ay de la familia A definida como sigue:

AQZ{AEAAlgAyAﬂBQ#Q}

Si A, es no vacia, entonces fijamos un elemento A, € A,. Si la coleccion A, es vacia,
entonces definimos A; = A;. Siguiendo con estd construccién, supongamos se han
determinado n elementos de A, digamos A;, As, ..., A, tales que Ay C A; C Ay C
.+ C A, y si, A;_; estd contenido propiamente en A;, entonces A; N B; # (), para
cadai € {1,2,,...,n}. Consideremos la subcoleccién A, ,; de la familia A definida
por:

A1={AceA: A, C Ay AN B, # 0}

Si A, .1 es no vacia, entonces fijamos un elemento A, ,; € A, 1. Si la coleccién
A1 es vacia, entonces definimos A, ,; = A,. De este modo, inductivamente, se ha
determinado una sucesion creciente de elementos de A,

A()CA1CA2C"',

con la propiedad adicional que, para cadan € N, si A,, esta contenido propiamente en
A1, entonces A, 1 N By # 0.

Por la hipoétesis, existe un elemento A de A tal que, para cadan € N, A, C A.
Probemos que A es un elemento maximal en 4. Para esto, supongamos lo contrario,
es decir, supongamos que existe un elemento A’ € A que contiene propiamente al
conjunto A y fijemos un punto x € A"\ A. Se tiene que X \ A es un conjunto abierto
en X que contiene al punto z. Luego, existe m € Ntalque = € B,, C X \ A. Por otro
lado, como A,, C Ay AN B,, = 0, se tiene que A,, N B,, = (. Ahora, puesto que
Am—1 C Ay A esta contenido propiamente en A’, se tiene que A, 1 estd contenido
propiamente en A’. Ademds, como z € A’ N B,,, se sigue que A’ N B,, # (). Luego,
A’ es un elemento de la coleccion A,,. Es decir, la coleccién A,, que usamos para
determinar el elemento A,, de la sucesion construida, no es vacia. Luego, el elemento
A,, estd determinado de tal forma que A,, N B,, # (). Lo cual es una contradiccién
de modo que A es un elemento maximal en .A. Andlogamente se puede probar que A
tiene un elemento minimal. [

Definicion 1.2. Sea X un espacio topolégico y U una cubierta para X, diremos que
U es esencialmente infinita si no tiene una subcubierta finita para X.

Observacion 1.3. Un espacio topolégico X es compacto, si no tiene cubiertas abier-
tas esencialmente infinitas.

Una prueba del siguiente Lema puede consultarse en [8, Pagina 139].
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Lema 1.4. (Lema de Alexander) Si S es una subbase para la topologia de un espacio
X tal que cada cubierta para X por elementos de S tiene una subcubierta finita,
entonces X es compacto.

Teorema 1.5. Sea X un espacio topolégico de Hausdorffy F' un subespacio de X. Si
F' es compacto, entonces F' es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Seax € X \F.Paracaday € F,existen U, y V,, subconjuntos abiertos
ajenos, tales que € U, yy € V,. Luego {V,, : y € F'} es una cubierta abierta de
F; asi por la compacidad de F, existe una subcubierta finita, digamos {V}, }I ;. Sean
V=V,uV,u---uV, yU=U,NnU,N---NU,,. Notemos que UNV = 0,
yaque si z € V entonces z € V,, para algin i = 1,2,...,n, entonces z ¢ Uy, y asi
z ¢ U. Por lo tanto, U es un subconjunto abierto tal que x € U y U N F = (). De esta
manera /' es un subconjunto cerrado. ]

Teorema 1.6. Sea X un espacio topologico compacto y Y un espacio de Hausdorff.
Si f: X — Y es una funcion continua, entonces f es una funcion cerrada.

Demostracion. Sea F' un subconjunto cerrado de X, entonces F' es compacto. La
funcion f|r : F — f(F) es continua y suprayectiva. Dado que F' es compacto, se
sigue que f(F') es compacto. Ahora, como Y es de Hausdorff y f(F') es compacto,
por el Teorema 1.5, f(F') es un subconjunto cerrado. De donde, f es una funcién
cerrada. [

Definicion 1.7. Sean X y Y dos espacio métricos compactos. Una funcion f : X —
Y es un homeomorfismo si | es continua, biyectiva y la funcién inversa f~ es con-
tinua.

Teorema 1.8. Sea f : X — Y una funcion continua y biyectiva. Si X es compacto
vY es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Como f es una funcién continua y biyectiva, por el Teorema 1.6 f es
cerrada. De donde f~ es continua. Por lo tanto, f es un homeomorfismo. ]

Proposicion 1.9. Sea [ : X — Y una funcion entre espacios topolégicos. Si A C X
y B CY, entonces

FANFH(B) = fA)NB.

(B)) C f(A)NSf(f7H(B)) C f(A)NB. Basta
)). Paraello, seay € f(A) N B.Comoy € B,

n, AN 7 (y) # 0. yaquey € f(A).

probar que f(A)N B C f(Aﬂ

nf-
Demostracion. Se sabe que f(A f
(B
tenemos que f~'(y) C f~(B). Més a

Ahora, sea z € AN f~(y), se sigue que, z € AN f~!(B) de tal manera que y =
f(x) € f(f~%(B) N A).Porlotanto, f(AN f~1(B)) = f(A) N B. O
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1.2. Continuos

En esta seccion hablaremos de un tipo especial de espacios topoldgicos, los llamados
continuos, los cuales han sido ampliamente estudiados en [6], [12] y [15]. Los resul-
tados recopilados en ésta seccion serdn de gran utilidad para los capitulos posteriores.

Definicion 1.10. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.

Ejemplo 1.11. Elintervalo I = [0, 1] es un espacio métrico, compacto, conexo y no
vacio. Por lo que es un continuo (véase Figura 1.1).

Figura 1.1: Intervalo [0, 1]

Ejemplo 1.12. Diremos que un espacio topologico A es un arco, si A es homeomorfo
al intervalo I = [0, 1] (véase Figura 1.2).

N

Figura 1.2: Arco

Ejemplo 1.13. Sea S = {(z,y) € R? : 22 + y*> = 1}. Notemos que S es un espacio
métrico, es compacto por ser un espacio cerrado y acotado en R?, es conexo pues es
la imagen continua del intervalo [0, 27). Asi, S es el continuo llamado circunferencia
unitaria (véase Figura 1.3).

Figura 1.3: Circunferencia unitaria

Ejemplo 1.14. Dado n € N conn > 3. Sean Ay, A,, ..., A, arcos, si existe un iinico
punto p tal que A; N A; = {p} para cada i,j € {1,...,n} con i # j, diremos que

Y = U A; es un n-odo simple. Notemos que Y es un espacio métrico y no vacio,
i=1

dado que Y es la union finita de espacios conexos y compactos que se intersectan, Y

es conexo y compacto. Por lo que Y es un continuo. En la Figura 1.4 se muestra un

6-odo simple.
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Figura 1.4: 6-odo simple

Ejemplo 1.15. Sea G una union finita de arcos de tal manera que cada dos de ellos
se intersectan en un conjunto finito. Por la construccion, G es un espacio métrico,
conexo, compacto y no vacio. A los continuos formados de esta manera los llamamos
grdficas finitas (véase Figura 1.5).

Figura 1.5: Ejemplo de una gréfica finita

Ejemplo 1.16. Sea A = {(z,y) € R? : « € (0,1],y = sen(%)}. Consideremos,
X = CIl(A). Notemos que X es un espacio métrico no vacio, A es conexo y por
tanto C(A) es conexo, X es compacto por ser cerrado y acotado en R?. Ast, X es un
continuo llamado curva senoidal (véase Figura 1.6).

Ejemplo 1.17. Para cada n € N sea A, = {(x,y) € R* : x € [0,1],y = 1y

sea Ay = {(x,0) € R?: x € [0,1]}. Consideremos X = U A;, X es un espacio
1€NU{0}

métrico, compacto, conexo y no vacio. Por lo tanto, X es un continuo llamado abanico

armonico (véase Figura 1.7).

Definicion 1.18. Un subcontinuo es un subconjunto de un continuo que a su vez es
un continuo.
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d

Figura 1.6: Curva senoidal

Figura 1.7: Abanico &rmonico

Figura 1.8: El intervalo [a, b] es un subcontinuo del intervalo [0, 1]

Ejemplo 1.19. Los intervalos de la forma |a,b] con 0 < a < b < 1 son subcontinuos
del intervalo I = [0, 1] (véase Figura 1.8).

Teorema 1.20. Si X es un continuo y Ay, As, ... es una sucesion de subcontinuos
o0

anidados de X, es decir, Ay D Ay, D - -+ entonces A = m A,, es un subcontinuo de

n=1

X.

Demostracion. Observemos que para cada n € N, A, es un subconjunto cerrado de
X. Se sigue que A es un subconjunto cerrado de X, por definicion. Ademads, como X
es compacto y A C X, tenemos que A es un subconjunto compacto de X. Por otro
lado:
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[e.9]

X\A=X\( ﬂA =[x\ 4,).

n=1
Supongamos que A = (). Entonces {X \ A,, : n € N} es una cubierta abierta para X y

como X es compacto, entonces existe m € N, tal que X = U(X \ A,,), sin pérdida
i=1

de generalidad, supongamos que n; < n;y1, paracada: € {1,...,m — 1}, de manera

que:

X = o Ag) = X\ (ﬁfl) =X\ An

se sigue que A, es un subconjunto vacio de X, lo cual es una contradiccion, ya que
A, esun subcontinuo de X . Por lo que A # ().

Probemos ahora que A es conexo. Para ello, supongamos que A es disconexo, es decir,
existen Ky L subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de A talesque A = K U L.
Por otro lado, como X es un espacio métrico, tenemos que X es un espacio normal, de
tal manera que existen U y V' subconjuntos abiertos de X, talesque K CUy L C V.
Se sigue que

X\(UUV)C X\ (KUL)=X\A= D(X\An)

De tal manera que {X \ A, : n € N} es una cubierta abierta para X \ (U U V),

mads atn, como X \ (U U V) es un compacto en X, tenemos que existe [ € N tal que
l

X\ (UUV) = U (X'\ A, ), sin perdida de generalidad, supongamos que n; < 141
j=1
paracada j € {1,...,l — 1}, de tal manera que:

Uuv) U (X\ Ay, _X\<ﬂAnj>:X\An,,

porlo que A,, C UUV. Por otro lado, como K C A C A,,, tenemos que K N A, es
un subconjunto no vacio de X . De forma andloga, L N A,,, es un subconjunto no vacio
de X. Ademas, como K C Uy L C V,sesigueque A,, NU #0y A, NV #£0,
lo cual es una contradiccion, ya que A, es un subcontinuo de X. Por lo tanto, A es
conexo.

Finalmente, como A C X, tenemos que A es un espacio métrico, por lo que A es un
subcontinuo de X. O]
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Figura 1.9: Dendrita de Gehman

Definicion 1.21. Sean X un continuoy x € X. Decimos que X es localmente conexo
en z, si para cualquier subconjunto abierto U en X tal que x € U, existe un subcon-
junto abierto y conexo V tal que x € V y V. C U. Diremos que X es localmente
conexo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 1.22.

» Elintervalo / = [0, 1] es un continuo localmente conexo.
= Un n-odo simple es un continuo localmente conexo.

= El continuo llamado dendrita de Gehman, definido en [6, Pagina 8], es un con-
tinuo localmente conexo (véase Figura 1.9).

= El abanico arménico es un continuo que no es localmente conexo.

= La curva senoidal es un continuo que no es localmente conexo.

Definicion 1.23. Sean X un espacio topoldgico y C' un subconjunto de X, se dice
que C es una componente conexa de X si C es conexo y para cada D subconjunto
conexo de X tal que C C D, se tiene C = D.

El siguiente lema es importante para nuestro trabajo.

Lema 1.24. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X con un niimero
finito de componentes. Si p € Int(A), entonces p estd en el interior de la componente
que la contiene.

Demostracion. Sean C1, . .., C,, las componentes de A. Dado que p € Int(A), existe
g1 > 0 tal que B(e,p) C A. Sin perdida de generalidad, supongamos que p €
C;. Dado que C es cerradoy C; N C; = () para cada i € {2,...,n}, se tiene que
d(Cy,C;) > 0 para cadai € {2,...,n}. Denotemos por A = min{d(Cy,C;) : i €
{2,...,n}}, notemos que A > 0. Consideremos ¢ = min{3,;}.
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Afimacién: B(e,p) C €. Consideremos = € B(e, p), se sigue que d(z,p) < € < ¢y,
de tal manera que z € B(e1,p) C A. Luego, como = € A, supongamos que = € C;
paraalgini € {2,...,n}, de tal formaque e < 5 < A < d(C4,C;) < d(z,p) <&, 1o
cual es una contradiccion. Por lo tanto, p esta en el interior de C. ]

Definicion 1.25. Un continuo X es descomponible, si X = AU B donde Ay B
son subcontinuos propios de X. Decimos que X es indescomponible si X no es
descomponible.

Ejemplo 1.26. Los siguientes son ejemplos de continuos descomponibles:
= Elintervalo / = [0, 1].
= La circunferencia unitaria S.
= Un n-odo simple.

= FEl circulo de Varsovia, definido en [6, Pagina 6] y mostrado en la Figura 1.10.

Figura 1.10: Circulo de Varsovia y Circulo de Varsovia como unién de dos subconti-
nuos propios.

Ejemplo 1.27. El arcoiris de Knaster, definido en [6, Pdgina 16] y mostrado en Fi-
gura 1.11, es un continuo indescomponible.

Definicion 1.28. Un continuo X es hereditariamente descomponible si para cada
subcontinuo A no degenerado de X se tiene que A es descomponible. De manera
similar, decimos que X es hereditarimente indescomponible si todo subcontinuo de
X es indescomponible.

Definicion 1.29. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera Ay B subcon-
tinuos propios de X tales que X = AU B se tiene que AN B es conexo.

Ejemplo 1.30. Los siguientes son ejemplos de continuos unicoherentes.
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Figura 1.11: Arcoiris de Knaster.

0 a b 1
| |
0 = &
a B 1
—
a b

Figura 1.12: El intervalo I = [0, 1] como la unién de los subintervalos Ay B.

» Elintervalo I = [0, 1], (véase Figura 1.12).

= Un n-odo simple.
Ejemplo 1.31. Los siguientes son ejemplos de continuos no unicoherentes.

= La circunferencia, (véase Figura 1.13).

Figura 1.13: Circunferencia y circunferencia como unién de los subcontinuos Ay B.

m Fl circulo de Varsovia.
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Definicion 1.32. Un continuo X es hereditariamente unicoherente si cada subcon-
tinuo A de X es unicoherente.

Definicion 1.33. Un espacio métrico X es conexo por continuos si para cada par de
puntos 'y y de X, existe un subcontinuo A de X tal que {x,y} C A.

Notemos que todo continuo es conexo por continuos. En particular el abanico armoni-
CO €S conexo por continuos, sin embargo el conjunto de Cantor no lo es.

Definicion 1.34. Un continuo X es débilmente irreducible si el complemento de cada
union finita de subcontinuos tiene solo un niimero finito de componentes.

Ejemplo 1.35. La circunferencia, el arco y los n-odos simples son ejemplos de conti-
nuos débilmente irreducibles.

Ejemplo 1.36. El abanico arménico es un continuo que no es débilmente irreducible,
ya que el complemento de la barra limite no tiene un niimero finito de componentes
(véase Figura 1.14).

N

\ v

Figura 1.14: Abanico armoénico, en la figura del lado derecho se muestran un ejemplo
de porqué no es débilmente irreducible.

Definicion 1.37. Sean X un continuo, p y q puntos en X. Decimos que X es irredu-
cible entre los puntos p y ¢, si para cada subcontinuo A de X tal que {p,q} C A,
entonces A = X.

Ejemplo 1.38. El arco es irreducible entre sus puntos extremos.

Ejemplo 1.39. La circunferencia, un n-odo simple y el abanico arménico son ejem-
plos de continuos que no son irreducibles. Notemos en la Figura 1.15, que el 5—odo
simple es un continuo que no es irreducible entre los puntos p y q.
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Figura 1.15: 5-odo simple

Lema 1.40. Si X es un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X, entonces X

no puede ser expresado como la union de dos subcontinuos propios, Ay B, tales que
ac ANBobe ANB.

Demostracion. Notemos que si X = AU B con Ay B subcontinuos propios de X
tales que a € AN B, entoncesb € Aob € B. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que b € B, entonces a,b € B, se sigue por la irreducibilidad de X que B = X. Lo
cual es una contradiccién, yaque B C X. O]

Lema 1.41. Sean X un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X; y C un sub-
continuo de X. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si X\ C es no conexo, entonces X \ C' es la union de dos subconjuntos abiertos
y conexos, U y V, tales que {a, b} N (U\V) # 0y {a, b} N (V\U) # 0.

(2) Sia € Cobe C entonces X \ C es conexo.
Demostracion. Primero probaremos (2). Supongamos que X \ C' es no conexo enton-

ces existen U y V' subconjuntos abiertos no vacios en X \ C'talesque X \C = U UV
yunv =9.

Luego, por la [16, Proposicién 6.3], tenemos que A = CUU y B = C UV son
conexos en X, se sigue que

X =AUB, ANB = C con Ay B subconjuntos propios de X.
De aqui que, porel Lema 1.40,a & C'y b ¢ C. Por lo que se prueba (2).

Ahora probaremos (1). Sin pérdida de generalidad, supongamos que a € A. Asi
b € B. Entonces b € V. De manera andloga, a € U.

Finalmente veamos que U y V' son conexos. En efecto, si suponemos que U es no
conexo, entonces existen L. y M subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios tales que
U = LU M. Supongamos que a € L. Entonces como X \ C'= M U(LUV), se sigue
que C'ULUYV es un subcontinuo propio de X que contiene tanto a los puntos a y b. Lo
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cual es una contradiccién ya que X es irreducible entre a y b. Por lo tanto, U es conexo.

De manera similar se prueba que V' es conexo. De donde obtenemos (1). [

Definicion 1.42. Sean X un continuo y x € X, se dice que X es conexo en pequeiio

en x si para cada cerrado D de X contenido en X \ {z}, existe un subcontinuo C' tal
quex € Int(C) CC C X\ D.

Proposicion 1.43. Sean X un continuo y x € X entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) X es conexo en pequeiio en x.

(2) Para todo subconjunto abierto U de X tal que x € U, existe un subconjunto
abierto 'V de X tal que x € V' C U y para cada y € V, distinto de x, existe un
subconjunto conexo que contiene a {x,y} y estd contenido en U.

(3) Para todo subconjunti abierto U de X que contiene a x, existe un subcontinuo
Vde X tal que x € Int(V) CV CU.

Demostracion. [(1) = (2)] Sean 2 € X y U un subconjunto abierto de X tal que
x € U. Notemos que X \ U es cerradoen X y X \ U C X \ {z}, por (1), existe un
subcontinuo C'de X talque z € Int(C') C C C X \ (X \U) =U. Sea V = Int(C),
para todo punto y € V/, C' es un subconjunto conexo que contiene a {z,y}y V C U.

[(2) = (3)] Sean x € X y U un subconjunto abierto de X tal que = € U. Sea U’
un subconjunto abierto de X tal que U C U’ C CI(U’) C CI(U), por (2), existe un
subconjunto abierto W de X, tal que x € W C U’ y para toda y € W existe un
conjunto conexo Cy, tal que z,y € Cy C U'. Sea C' = |J,cy\ 1,y Cy» nOtese que C'es
un conexo. Consideremos V' = CI(C'), V' es un continuo contenido en C1(U’) C U'y
talquex € W C V.

[(3) = (1)] Sean z € X y D un subconjunto cerrado de X tal que D C X \ {z}.
Como D es un subconjunto cerrado de X entonces X \ D es subconjunto abierto de
X. Asi, por (3) existe un subcontinuo C'tal que z € Int(C) C C' C X \ D. O

Definicion 1.44. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X. Diremos que A es
un continuo terminal de X si para cada subcontinuo B de X tal que AN B # (),
entonces A C Bo B C A.

Observacion 1.45. En un continuo X los conjuntos singulares son continuos termi-
nales de X.

Ejemplo 1.46. Sea X la curva senoidal, definida en el Ejemplo 1.16. Consideremos
J = {0} x [—1, 1] como subconjunto de X, notemos que J es un subcontinuo termi-
nal de X, pero cualquier otro subcontinuo no degenerado A de J no es subcontinuo
terminal de X (véase Figura 1.16).
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J— A

Figura 1.16: Curva senoidal.

Definicion 1.47. Sean X un continuo, x y y puntos en X. Decimos que X es apo-
sindético en x con respecto a y, si existe un subcontinuo K de X tal que x € Int(K)
yy ¢ K. Decimos que X es aposindético en z, si X es aposindético en x con res-
pecto a cualquier otro punto de X. Se dice que X es aposindético, si es aposindético
en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 1.48. La curva senoidal X no es aposindético (véase Figura 1.17). Sean A
como en el Ejemplo 1.16 'y J como en el Ejemplo 1.46, tenemos que X = J U A de
tal manera que:

» Size Jyy € A, entonces X es apodindético en x con respecto a j.

» Six,z € J son tales que © # z, entonces X no es aposindético en x con
respecto a z.

m Siy € A, entonces X es aponsindético en .

z

Figura 1.17: Aposindésis en la curva senoidal.
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Definicion 1.49. Un continuo X es semiaposindético si para cualesquiera dos puntos
xyyde X, existe un subcontinuo W de X tal que {x,y} NInt(W) # 0y {z,y} N
X\ W £0.

Observacion 1.50. Si X es un continuo aposindético, entonces X es semiaposindéti-
co. Sin embargo, el reciproco es falso, para ver esto basta considerar el abanico
armonico, definido en el Ejemplo 1.17, y los puntos x y y como se muestra en la
Figura 1.18.

Figura 1.18: El abanico armoénico es semiaposindético pero no aposindético.

1.3. Hiperespacios

Los hiperespacios son familias de subconjuntos de un espacio topolégico, X, con
alguna caracteristica particular. Los mas estudiados son:
2% = {F C X : F es no vacfo y cerrado en X },
C(X)={F € 2% : Fesconexo} y, paracadan € N,
F,(X) = {F € 2% : F tiene a lo mas n elementos} y
Cn(X) = {F € 2% : F tiene a lo mds n componentes}.

Observacion 1.51. Por la forma en que se definen C(X), F,,(X) y C,(X) son sub-
conjuntos de 2%, ademds C'(X) = C1(X), Co(X) C Cpi1(X) y Fo(X) C Fpyr(X),
para cadan € N.

1.3.1. Métrica de Hausdorff

Por la Observacion 1.51 para dar una métrica a los conjuntos, F,,(X) y C,,(X), bastard
dar una métrica al conjunto 2. Para ver esto, antes revisemos algunos conceptos.
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Definicion 1.52. Dados X un espacio metrizable con métrica d, F € 2% y ¢ > 0.
Definimos la nube de radio € alrededor de F en X, Ny(e, F'), como

Ny(e,F)={x € X : existey € F tal que d(z,y) < £}.

Proposicion 1.53. Sean X un espacio métrico compacto con métrica d, F € 2% y
e > 0. Se tiene que:

(1) Ny(e,F) = UBE:E

zeF

(2) Nq(0,F) C Ny(e, F) para 6 € (0,¢];

(3) Na(e, F) = | Na(6,F);

0<d<e

(4) Si U es un subconjunto abierto de X y F' C U, entonces existe 6 > 0 tal que
de(é,l?) cuU;

(5) Si E € 2% tal que F N E = (), entonces existe 6 > 0 tal que Ny(0, F) N
Ny(6, E) = 0.

Demostracion.
(1) Consideremos = € Ny(e, F'), entonces existe y € F tal que d(x,y) < &, se tiene
que z € B(e,y) C UBay Asi Ny(e, F) C UBex

yeF zel
Ahora, sea x € F entonces d(x,y) < e paracaday € B(e,z). Asi, y € Ny(e, F') para
cada y € B(e,z). Es decir, B(e,x) C Ny(e, F). Como x es arbitrario, se tiene que
| B(e.z) € Nu(e, F).
el
(2) Tomemos ¢ € (0,¢], veremos que Ny(0, F') C Ny(e, F'), para ello consideremos
x € Ny(6, F), es decir, existe y € F'tal que d(z,y) < 9, dado que 0 < § < ¢, se sigue
que d(z,y) < e, entonces x € Ny(e, F).

(3) Por lo realizado en (2), se sigue que U N4(6, F) C Ny(e, F). Asi, resta probar
0<d<e
que Ny(e, F) C U N4(0, F). Para ello, sea = € Ny(e, F), entonces existe y € F

0<d<e
tal que d(z,y) < e; consideremos & > 0 fijo, tal que d(x,y) < J < e. Luego,

x € Ny(6, F) C U Nq4(0, F'), es decir, Ny(e, F) U Ny(0, F).
0<d<e 0<é<e

(4) Notemos que para cada x € F, existe ¢, > 0 tal que B(e,,x) C U. Como F
es un subconjunto cerrado y no vacio en un espacio métrico compacto, se sique que

F' es compacto. Ademés, B = {B (%x, x) :x € F'} es una cubierta abierta para F.
Entonces existen n € Ny zy,...,x, € F tales que F' C U B (%, xz> Conside-
i=1

remos § = min{% 4 € {1,...,n}}. Veamos ahora que Ny(, F') C U. Para ello,
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sea y € Ny(0, F) entonces existe x € F tal que d(y,z) < ¢ se tiene, que existe

ie{1,...,n}talquex€B<€§i,

xz> Luego, como

dly, ;) < d(y,2) +d(e,2) < S+ S = e

De aqui que y € B(e,,, x;),yasiy € U.

(5) Como X es un espacio métrico compacto entonces X es normal. Luego, como £y
[ son subconjuntos cerrados ajenos existen U, V' C X abiertos y ajenos tales que £ C
Uy F C V. Asi, por (4) existen 61,2 > 0 tales que Ny(d1, E) C Uy Ng(do, F') C

V. Consideremos § = min{d;,d2} entonces por (2) se tiene que Ny(0, E) C Uy
Ny(6, F) C V. Mids atin, como U NV = () se sigue que Ny(0, E)NNy(6,F) =0. O

De ahora en adelante escribiremos N (g, F') para hacer referencia a Ny(e, F') siempre
y cuando no exista confusién en la métrica.

Notacion 1.54. Sea X un espacio métrico compacto. Para cada par de elementos
A, B € 2% definamos el siguiente conjunto:

E(A,B)={e>0:ACN(e,B)yBC N(¢,A)}.

Ya que hemos definido lo que es una nube, definamos ahora la métrica para 2% cono-
cida como métrica de Hausdorff.

Definicion 1.55. Dados X un espacio métrico compacto y A, B € 2%, se define
H : 2% x 2% — [0, 00) como:

H(A, B) = inf E(A, B).

Algo que debemos verificar es que H es una métrica para 2. Lo cual hacemos en el
siguiente resultado.

Proposicién 1.56. Sean X un espacio métrico compacto y A, B, C' € 2%, se cumple:

(1) H(A, B) estd bien definida;

(2) H(A,B) > 0;

(3) H(A,B) = H(B, A);

(4) H(A,B) = 0siysolosi A= B;

(5) H(A,B) < H(A,C) + H(C, B) (desigualdad del tridngulo).
Demostracion.

(1) Veamos que H (A, B) estd bien definida, es decir, probaremos que E(A, B) # ()
y estd acotado inferiormente. Primero veamos que es no vacio, para ello, notemos
que d(z,y) < diam(X) + 1 para cualesquiera x,y € X. De esta manera A C
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N(diam(X) + 1,B) y B C N(diam(X) + 1, A). De tal forma que el nimero
diam(X)+1 € E(A, B) lo cual muestra que el conjunto F(A, B) es no vacio. Note-
mos que el conjunto es acotado inferiormente por el 0, por lo tanto H (A, B) esta bien
definida.

(2) Como inf E(A, B) > 0, se sigue que H(A, B) > 0.

(3) Notemos que:
H(A, B) =inf E(A, B) =inf E(B,A) = H(B, A).

(4) Supongamos A = Bentonces H(A, B) = H(A, A) =inf E(A, A) =inf([0, c0)) =
0, por lo tanto H(A, B) = 0.

Ahora, supongamos que H (A, B) = 0, probaremos que A = B. Para ello conside-
remos © € Ay e > 0 fijos, notemos que H(A, B) = 0 < ¢, por lo cual existe
0 € E(A,B)talque § < e,y asi A C N(9, B), se sigue que existe y € B tal que
d(z,y) <6 < e,deaqui que B(e,z) N B # () y por la arbitrariedad de ¢ se sigue que
x € CI(B) = Besdecir z € B, se concluye que A C B.

De forma similar B C A. Por esto A = B.

(5) Por la forma en que definimos /, tenemos que probar que:

inf E(A,C) < inf E(A, B)+ inf E(B, C).

Recordemos que el infimo de una suma de conjuntos es la suma de los infimos de los
conjuntos, por lo que tenemos que probar que:

inf E(A,C) <inf {0 +n:0€ E(A,B)yn e E(B,C)}.

Para hacer esto, tomemos dos elementos cualesquiera 6 € F(A, B)yn € E(B,C).
Por definicién, A C N(0,B) y B C N(n,C). Dada z € A, existe y € B tal que
d(xz,y) < 0, ademads existe z € C tal que d(y, c) < 7. Por la desigualdad del tridngulo
tenemos que d(z, z) < d+n. Hemos probado que A C N(§+n, C'). De forma andloga
se prueba que C' C N(d + 1, A). De tal forma que § + 7 € E(A, C). Luego,

inf E(A,C) < +n.
Esto implica que inf F(A, C) es una cota inferior del conjunto {J + 7 : § € E(A, B)

yn € E(B,C)} vy, por tanto inf E(A,C) <inf{6+n:9J € E(A,B)yn €
E(B,C)). O

Por la Proposicion 1.56, H es una métrica y es llamada la métrica de Hausdorff para
2X,

Lema 1.57. Sean X un espacio métrico compacto, A, B € 2% y ¢ > 0. Entonces
H(A,B) <esiysdlosi, AC N(e,B)y BC N(¢,A).
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Demostracion. Supongamos que H (A, B) < e. Luego, existe § € E(A, B) tal que
0 < § < e. Por (2) de la Proposicion 1.53, se tiene que N(d,A) C N(g, A) y
N(§,B) C N(e,B). Ademas, A C N(6,B)y B C N(J,A). Se sigue, que A C
N(e,B)y B C N(g, A).

Reciprocamente, supongamos A C N(e,B)y B C N(g, A) entonces por (3) de la

Proposicion 1.53, tenemos que A C U N (4, B). Dado que A es compacto, existen
0<d<e

n € Nydy,..., 0, talesque A C UN((SZ-,B). Sea v = max {dy,...,0,}. Luego,
i=1
N(6;,B) C N(«,B) para todo i € {1,...,n}. De tal forma que UN((L»,B) C
i=1

N(a, B). Luego, A C N(a, B).

De forma andloga, como B C N(e, A), existe 0 < v < ¢ tal que B C N(v,A).
Sea f = max{a,~}. Tenemos que § < ¢, A C N(5,B)y B C N(5,A). Asi
g€ E(A,B),sesigue que H(A,B) < 3 < e.Poresto H(A, B) < e. O

Notacion 1.58. Sean X un espacio métrico compacto y A C X. Definimos las si-
guientes subcolecciones del hiperespacio 2 :

['(A)={Be2X:BCA};
AA)={Be2X:BNA#0}y
P(A)={Be€2¥:AcC B}

Proposicion 1.59. Sean X un espacio métrico compacto. Entonces se tiene que

(a) Si U es abierto en X, entonces T'(U) y A(U) son abiertos en 2.
(b) Si A es cerrado en X, entonces T'(A), A(A) y ®(A) son cerrados en 2.

Demostracion.

(a) Veamos que T'(U) es un subconjunto abierto de 2%. Sea B € T'(U), es decir,
B € 2% y B C U. Puesto que U es un subconjunto abierto en X, por la Proposicién
1.53 inciso (4), se tiene que existe ¢ > 0 tal que B C N(g, B) C U. Denotemos por

B(B,s) ={C €2 : H(C,B) < ¢}.

Veamos que B(B,¢) C T'(U). Sea C € B(B,¢). Entonces H(C, B) < e. Luego,
por el Lema 1.57, C C N(e, B); y como N(g,B) C U, se sigue que C C U. Asi
C € T'(U). Luego B(B,e) C I'(U). Por lo tanto I'(U) es un subconjunto abierto de
2X,

Ahora veamos que A(U) es un subconjunto abierto de 2%. Sea B € A(U), es decir,
Be2XyBnNnU # (0. Seax € BNU. Como U es abierto en X, existe ¢ > 0
tal que B(e,z) C U. Veamos que B(e, B) C A(U). Sea C € B(B,¢). Entonces
H(B,C) < e. Luego, por el Lema 1.57, B C N(e,C). Puesto que € B, existe
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y € Ctal que d(z,y) < ¢, es decir, y € B(e,x). Asiy € U.Luegoy € CNU de
manera que C N U # (). De aqui, C' € A(U). Asi B(B,e) C A(U), es decir, A(U) es
un subconjunto abierto de 2.

(b) Para probar que I'( A) es un subconjuto cerrado basta con probar que CI(I'(A)) C
['(A). Sea B € CI(T'(A)) y supongamos que B ¢ I'(A). Tomemos y € B\ A. Como
Aescompactoen X yy & A, se tiene que d(A,y) > 0. Seae = d(A,y). Puesto que
B € CI(T'(A)), se sigue que B(B,e) NT(A) # 0. Tomemos C' € B(B,¢) NT'(A),
tenemos que H(B,C) < ey C' C A. Luego, por el Lema 1.57, B C N(g,C). Como
y € B, existe z € C tal que d(y,z) < e. Puesto que C' C A se tiene que z € A.
Asi, d(y, A) < d(y, z). De tal forma que d(y, A) < ¢ lo cual es una contradiccion.
Asi, B € T'(A). Concluimos que CI(I'(A)) C I'(A). Por esto ['(A) es un subconjunto
cerrado de 2.

Por otro lado, si A es un subconjunto cerrado de X, entonces X \ A es un subconjunto
abierto de X . Por (1), se tiene que I'(X \ A) es un subconjuto abierto en 2. Dado que
2X = A(A)UT(X\A)y A(A)NT(X\ A) = . Se sigue que A(A) es un subconjunto
cerrado de 2.

Ahora veamos que ®(A) es un subconjunto cerrado de 2X. Sea B € CI(®(A)) y
supongamos que B ¢ ®(A). Entonces A ¢ B.Seax € A\ B.Notemos que d(B, x) >
0. Sea ¢ = d(B,x). Puesto que B € CI(®(A)), se tiene que P(A) N B(B,e) # 0.
Tomemos C' € ®(A) tal que H(B,C) < e.Comozx € Ay A C C,existey € B
tal que d(z,y) < e. Puesto que d(z, B) < d(x,y) se sigue ¢ < ¢, lo cual es una
contradiccion, por esto B € ®(A). Asi, CI(P(A)) C $(A). Con lo cual concluimos
que ®(A) es un subconjunto cerrado de 2%. O

1.3.2. Topologia de Vietoris

En esta subseccion exponemos la topologia de Vietoris para la familia de subconjuntos
cerrados, no vacios, de un espacio topoldgico.

Notacion 1.60. Sean X un espacio métrico compacto no vacio, n € Ny Uy, ..., U,
subconjuntos de X. Definimos la siguiente coleccion de subconjuntos de 2 :

(Ul,...,Un>:{A62X:ACUUiyAﬂUi#@,paratodoie{1,...,n}}.
i=1

Lema 1.61. Sean X un espacio métrico compacto, n € Ny Uy, ..., U, subconjuntos
de X. Entonces se cumple lo siguiente:

(b) Para cada subconjunto A de X, I'(A) = (A).
(¢) Para cada subconjunto A de X, A(A) = (X, A).
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Demostracion.
(a) Notemos que

(Ur,....U) = {Ae2¥:Ac|JU}ln{Ade2X  AnU; #0,
i=1
paracadai € {1,...,n}}

= (v n (O Aw)).
=1 =1
Se concluye lo deseado.

(b) Sea A C X. Observemos que, por la Notacion 1.60,
(Ay ={Bc2¥:BcCA}=T(A).
(c) Sea A C X, por la Notacion 1.60, tenemos que
(X,A)={B€2X:BC XyBnA=#0}=A(A).
]

Lema 1.62. Sean X un espacio métrico compacto, m,n € N, Uy,... ., U,y Vi,...,V,

subconjuntos de X. Si U = U UyV = U Vi, entonces

i=1 j=1
(Up,....,U)0 (V... V) =(VNU,...,VNU,UNVy, ..., UNV,).

Demostracion. Sea A € (Uy,...,U,)N(V1,..., V), por (a) del Lema 1.61 tenemos
que

(U, ... U NV, Vi) = (F(U) n() A(Ui))> N <F(V) n( A(v;))).

i=1 j=1

Asi, AC UNYV.Ademas:
unv = UnV)n(VnU)

= (UHGVj)m(VmOUi)

= Jonvy)n(Jvnw).

j=1 i=1

Por otro lado, como A NU; # 0, paracadai € {1,...,n} y A C V, observamos que
AN(VNU;) #0,paracadai € {1,...,n}. De forma similar, AN (U NV;) # 0, pa-
racadaj € {1,...,m}.Demaneraque A € (VNUy,...,VNU,, UNV4, ..., UNV,).
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Ahora,sea A € (VNUy,...,VNU,, UNVy, ..., UNV,,).Sesigueque AC UNV.
Asi AeT'(U)y A € T'(V). Por otra parte, como AN (UNV;) = ANV, # 0, para

cadaj € {1,...,m}, tenemos que A € ﬂ A(V;). De forma andloga, A € ﬂ A(D;).
j=1 i=1

Concluimos que A € (Uy,...,U,) N (Vi,...,Vin). O
Teorema 1.63. Sean X un espacio métrico compacto y

B={(Ui,...,U,) :n € NyU, esabierto para cada i € {1,...,n}}.
Entonces B es base para una topologia del hiperespacio 2.

Demostracién. Primero veamos que 2% = | B. Notemos que (X) = {A € 2% : A C
X} = 2% Asi 2% € B. De tal forma que, 2% C |J B. Luego, 2¥ = | B.

Falta probar que para cada par de elementos, (Uy, ..., U,) y (Vi,...,V,),de Bsi A €
(U,...,U) N (W, ..., Vi) existe (W, ..., W,) € Btalque A € (W;,...,W,) C
(U, ..., U)N{(Vi,..., V). Peroporel Lema 1.62 basta con considerar (Wy, ..., W,) =
(U, ..., U0V, . Vi),

Por esto, BB es base para una topologia de 2~. O]

Definicion 1.64. La topologia generada por B, denotada por Ty, es conocida como
topologia de Vietoris.

Teorema 1.65. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces el conjunto & =
{T'(U) : U es subconjunto abierto de X YU{A(U) : U es un subconjunto abierto de X }
es una subbase para la topologia de Vietoris.

Demostracion. Sea 8" = {(1W : W es un subconjunto finito de S}. Para ver que S
es una subbase para la topologia de Vietoris, basta probar que S’ = B.

Sea il € B. Luego, sean Uy, ..., U, abiertos en X tales que & = (Uy,...,U,) y
U= U U;. Por (a) del Lema 1.61, tenemos que 4 = I'(U) N (ﬂ A(U;)), es decir, U
=1

i=1 j=
se puede expresar como interseccion finita de elementos de S, asi 4l € S'.

Por otro lado, podemos ver que S C B, ya que si U € S, luego U = (I'(U)) o
¥ = (A(U)) para algiin U abierto en X, es decir, ¥ = (U) 0¥ = (X,U), con lo
cual tenemos que U € B. M4s aun, por el Lema 1.62 tenemos que B es cerrado bajo
intersecciones finitas, de modo que &’ C B. Por lo tanto S’ = B. O]

Teorema 1.66. Sea X un espacio métrico compacto. En el hiperespacio 2% la topo-
logia de Vietoris y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff coinciden.

Demostracion. Denotamos por 7y a la topologia inducida por la métrica de Haus-
dorff. Probaremos que 7y = 7.
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Veamos que, 7y C 7y. Bastard con demostrar que la subbase de la topologia 7 esta
contenida en 7. Para esto consideramos A C X abierto fijo. Demostraremos que
I'(A) y A(A) son elementos de 7.

Si A = X, entonces I'(4) = A(A) = 2¥ y, si A = (), entonces ['(4) = A(A) = 0.
De tal forma que I'(A), A(A) € 7y si A = X o A = (). En lo que sigue, suponemos
que A # X y A # (). Fijemos B € T'(A) y denotemos ¢ = d(B, X \ A). Dado que B
y X \ A son compactos ajenos se tiene que ¢ > 0.

Afirmacion (i): B(B,e) C I'(A). En consecuencia, ['(A) € 754. En efecto, sea
C € B(B,¢) y supongamos que existe z € C'N (X \ A). Por el Lema 1.57 se tiene
que C' C N(g, B), lo que implica que existe y € B tal que d(y, z) < €. Se sigue que
d(B, X\ A) <d(y,z) <e=d(B,X \ A), lo cual es una contradiccién. Esto prueba
que C' N (X \ A) = 0, es decir, C C A. Por lo tanto C' € I'(A). Lo cual prueba lo
deseado.

Ahora fijemos B € A(A) y un punto p € AN B. Pongamos ¢ = d(p, X \ A). Es claro
que € > 0.

Afirmacion (ii): B(B,e) C A(A). En consecuencia, A(A) € 7g. En efecto, sea
C € B(B,¢) y supongamos que C' C (X \ A). Por el Lema 1.57 se tiene que
B C N(g,C). En consecuencia existe z € C tal que d(p,z) < e. Se sigue que
dip, X\ A) < d(p,z) <e=d(p,X \ A),lo cual es una contradiccién. Esto implica
que C'N A # (). De esta manera se demuestra lo indicado.

De las afirmaciones (i) y (ii) se obtiene que 7 C Ty.
Ahora, veamos que 7y C 7. Para probar esto, fijamos D € 2% y ¢ > 0.

Afirmacién (iii): B(D, ) € 7. En consecuencia, 7y C 7. Como D es compacto y

D cC U B(g,y), existenn € Ny y,...,y, € Dtalesque D C UB(;%) Deno-

yeD i=1
temos por U; = B(5,y;), paracadai € {1,...,n}. Observemos que (Ui, ...,U,) es
un elemento de la topologia 7 y D € (Uy, ..., U,). Veamos que:

Afirmacién (iv): (Uy,...,U,) C B(D,¢). Tomemos C' € (Uy,...,U,). Se tiene que
C U,. Asi, C B(=,v; N(=,D N(e, D).

CiU1 si CH (5:4) € N(5, D) € N(e, D)
Por otra parte, siy € D existei € {1,...,n}talquey € U;. Como C € (Uy,...,U,),

se tiene que C' N U; # (. Fijemos z € C NU;. Asi, y,z € U,. Luego, d(y,z) <
d(y,y;) +d(y;, 2) < 5+ 5 = e. Porlo tanto, D C N(g,C).

Hemos demostrado que D C N(e,C)y C' C N(g, D). Del Lema 1.57, se obtiene que
H(C,D) < ¢, es decir, C € B(D,¢). Esto demuestra lo que se indica en la Afirma-
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cion (iv), lo cual a su vez demuestra la Afirmacion (ii).

Con todo esto, la prueba de que 7, = 7 estd completa. ]

1.3.3. Limites de sucesiones en Hiperespacios

En éste pequefio apartado daremos algunos resultados acerca de limites de sucesiones
de conjuntos en espacios topologicos, que aplicaremos en la teoria de continuos e
hiperespacios. Los resultados aqui mostrados pueden ser consultados en [16, Capitulo
Iv].

Definicion 1.67. Sea X un espacio topoldgico. El limite inferior y el limite supe-

rior de una sucesion {A,}2, de subconjuntos de X, denotados por liminf A, y
n—oo

limsup A,, respectivamente, se definen de la siguiente manera:
n—o0

(a) liminf A, = {z € X : para cada abierto U en X que contiene
n—oo

al punto x, existe N € N tal que U N A,, # 0, para cadan > N}.

(b) limsup A, = {x € X : para cada abierto U en X que contiene
n—o0

al punto x, existe un conjunto infinito, J C N, tal que U N A, # 0,
para cadan € J},

(véase Figura 1.19).

A As As

' dns g

Ty Jur wiy

Figura 1.19: Limites inferior y superior de una sucesion de conjuntos.
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Definicion 1.68. El limite de una sucesion de subconjuntos, {A,}>° ., de un espacio
X, existe y es igual al conjunto A si liminf A, = A = limsup A,. En este caso,
n—oo n—00

escribimos lim A, = A.
n—oo

Lema 1.69. Sea {A,,}>° | una sucesion de subconjuntos no vacios de un espacio X,
entonces
liminf A, C limsup A,.

n—o0 n—oo

Demostracion. Si x € liminf A,, y U es un subconjunto abierto de X que contiene
n—oo

a x entonces existe N € N tal que U N A,, # () para todo n > N. Considerando

J ={n € N:n > N}, se tiene que = € limsup A,. Por lo tanto, liminf A, C
n—00 n—00

limsup A,,. n

n—o0

Lema 1.70. Sea X un espacio topoldgico. Sean { A, }32 | una sucesion de subconjun-
tosde X y A C X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) lim A, =A

(2) ACliminf A, ylimsup A, C A.
n—oo

n—00

Demostracion.
[(1) = (2)] Supongamos lim A, = A, entonces liminf A, = A = limsup A,,. As{
n—o0

n—00 n—00
A Climinf A, y limsup 4, C A.

n—o0 n—oo

[(2) = (1)] Por hipétesis y el Lema 1.69, tenemos que

A Climinf A, C limsup A, C A.

n—oo n—o00

Por la Definicién 1.68, se tiene que lim A, = A. O]

n—oo

Proposicion 1.71. Sea {A,,}22 | una sucesion de subconjuntos cerrados y no vacios

en un espacio X. Entonces lim inf A,, y limsup A,, son subconjuntos cerrados de X.
n—0o n—00

Demostracion. Veamos que Cl(liminf A,)) C liminf A,. Sean z € Cl(liminf A,,)
n—oo n—oo n—o0

y U un abierto de X tales que x € U. De aqui U N liminf A,, # (), entonces existe
n—oo
y € UNliminf A,.Comoy € liminf A, yy € U, existe N € Ntalque UN A,, # ()

n—oo , i n— , .
paratodon > N. Asi, x € liminf A,. Por lo tanto, lim inf A,, es cerrado.

n—oo n—oo

Ahora, veamos que Cl(limsup A,) C limsup A,. Sean z € Cl(limsup A,) y U un
abierto de X tales que xn—EmU . Se sigug ?ifloe U Nlimsup A, # 7&)?Oeontonces existe
z € U N limsup A,. Luego, z € limsup A4, y an—}O(O], por lo que existe J C N
infinito tal qune_%O N A, # () para todg_;looe J. Asi, x € limsup A,. Por lo tanto,
lim sup A,, es cerrado. B ]

n—oQ
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Proposicion 1.72. Sean X y Y espacios métricos compactos. Una funcion f : X —
Y es continua si y sélo si, para cada punto y € Yy toda sucesion {y, }nen en 'Y tal
que lim vy, =y se cumple que

n—oo

limsup £~ ({ya}) € /7 ({y}).
n—oo
Demostracion. Supongamos que f : X — Y es una funcién continua y sea x €
limsup f~'({y,}) . Existe una sucesién {n;};en en Ny un punto z,,, € f~'({yn,})

paracada j € N, tales que lim z,,, = x. Como f es continua, se tiene que lim f(z,,)
n—oo n—00 J

= f(z). Notemos que { f(zn,)}jen €s una subsucesion de { f(x,,) }nen donde para ca-
dan €N, f(z,) = yn, porlo que { f(x,,)}jen es una subsucesion de {y, }nen. Como
lim y, = y entonces lim f(z,,) = y. De donde f(z) = y, es decir, z € [~ ({y}).
n—oo n—o0

Por lo tanto, limsup f~'({v.}) € f'({y}).

n—oo

Ahora, supongamos que para cada punto y € Y y toda sucesién {y, },en en Y tal
que lim y, = y se cumple que limsup f*({y.}) € f*({y}). Consideremos un
n—oo

n—oo
punto zy € X y sea {7, },en una sucesion convergente a z tal que { f(z,) }nen con-

verge a un punto yo € Y. Como lim f(x,) = yo, entonces limsup f~({f(z,)}) C
n—oo

n— o0
f({yn}). Notemos que

zo € limsup {z,} C lmsup f~'(f({z.}))

n—oo n—oo

= limsup f'({f(z,)})

n—oo

C S {wo})-

Por lo tanto, f(xg) = o, es decir, lim f(x,) = f(lim x,). Asi, f es continua. [
n—oo n—oo

Lema 1.73. Sea {A,}2 | una sucesion de subconjuntos de un espacio X. Si A,, C
A1 para cada n € N, entonces lim A,, = Cl <U{A” 'n € N}>

n—oo

Demostracion. Por Lema 1.70, basta probar que lim sup A,, C Cl (U{A" :neN })

n—oo
liminf A,. Primero veamos que limsup A, C ClI (U{A" n € N}) Sean x €
n— oo n—oo

limsup A,, y U un subconjunto abierto de X que contiene a x. Entonces, existe
n—o0

un conjunto infinito, J C N, tal que U N A,, # () para cadan € J. Asi, z €
Cl(lJ{A, :n eN}).

Ahora, veamos que Cl (| J{A, : n € N}) C liminf A,,. Seax € Cl1(|J{A, : n € N})
n— oo

y U un subconjunto abierto de X que contiene a x, entonces U N (| J{A, : n €
N}) # 0. Asi, existe N € N tal que U N Ay # (. Como Ay C Apn,1, se tiene
que U N A, # () paratodon > N. Porlo que x € liminf A,. Asi, lim A, =

n—o0 n—o0

Cl (U{An ‘ne N}). O

N
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Teorema 1.74. Si X es un espacio métrico compacto, entonces 2~ es compacto.

Demostracion. Consideremos al conjunto S como en el Teorema 1.65. Por el Lema
1.4y el Teorema 1.65, es suficiente probar que cada cubierta de 2% por elementos de
S tiene una subcubierta finita. Sea

L={TU,):0eX}U{A(V,) :w e Q},

tal que 2% C |J £, es decir,

2X = [UF(UJ)

o€y

U

UAMW)

weN

SeaY = X \ (IU{V, : w € Q}). Ahora, consideremos los siguientes dos casos.

Caso I. Si Y = (). Entonces X = [J{V,, : w € Q}. Luego, dado que X es com-
pacto, existe un subconjunto finito 2 de €. tal que X = [J{V,, : w € Qy}. De donde,
se sigue que

2¥ = J A(W).

wEN

Caso II. Si Y # (). Entonces, Y es cerrado en X. Asi, Y € 2¥ yY ¢ A(V,) para
algin w € . Luego, dado que 2% = | J L, existe a € ¥ tal que Y € I'(U,). Donde,
Y c U,. Entonces,

X\Us € J{Ve:wen}

Asi, dado que X \ U, es cerrado y por tanto compacto, existe un conjunto finito €2; de
Q, tal que X \ U, C |J{V,, : w € Q;}. De aqui tenemos que,

2X =T(Ua)U | |J AV
weNy
Con ambos casos, se tiene que 2% es compacto. ]

Corolario 1.75. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces cada sucesion en
2X tiene una subsucesion convergente. Mds general, si {A;}ien es una sucesion de
subconjuntos cerrados no vacios de X, entonces existe una subsucesion { A;(j} jen de
{Ai}ien tal que el lim Ay existe y lim A;(;) € 2X,

n—oo n—oo

Demostracion. Sea { A, };cn una sucesion en 2X. Dado que 2% es un espacio métrico
compacto, existe una subsucesion {A;()}jen de {A;}ien tal que el lim A, ;) existe.
n—oo

Ahora, por la Proposicion 1.71, se sigue que lim A;;) € 2%, ]
n—oo

Definicion 1.76. Sean (X, d) un espacio métrico compacto'y € > 0.
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(a) Un subconjuto finito, no vacio e indexado de X, digamos {xq, x1,...,x,} C X,
es una (d, c)-cadena, si d(x;,x;_1) < € para cada i € {1,2,...,n}.

(b) Se dice que una (d,c)-cadena, {1, xs,...,x,}, vadepaq, sip =11y q = x,.
(El orden de los indices es importante).

(¢) Un subconjunto Z de X es (d,€)-encadenado, si para cualesquiera dos puntos
p,q € Z, existe una (d, e)-cadena de p a q en Z.

(d) Un subconjunto Z de X que es (d, €)-encadenado para cada ¢ > 0 se dice que
es d-bien encadenado.

Lema 1.77. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, y sea {A;}32, una sucesion en
2% que converge a A en 2. Si cada A; es (d, €;)-encadenado, donde ¢; converge a 0
cuando i tiende a oo, entonces A € C(X).

Demostracion. Supongamos que A es no conexo. Entonces, A = K U L, donde K
y L son dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X. Asi, dado que X es
normal, existen subconjuntos abiertos U y V de X, talesque K C U, L C V' y
ClI({U)NCI(V) = 0. Luego, A € (U, V). Ahora, dado que (U, C1(V')) es un subconjun-
to abierto de 2% y { A;}5°, converge a A, entonces existe N € N tal que A; € (U, V)
paratodoi > N.

Ahora, sea § = inf{d(x,y) : x € CI(U),y € CI(V)} y observemos que § > 0 dado
que CI(U) y CI(V) son subconjuntos compactos y ajenos. Asi que, como &; converge
a 0 cuando i tiende a oo, existe k € N, k > N tal que ¢, < d. Luego, Ax € (U, V),
AyNU # Oy A, NV # (. Pero, como Ay, es (d, ei,)-encadenado y ¢;, < 9, esto es
imposible. Por lo tanto, A es conexo. Y asi, A € C(X). O

Lema 1.78. Si X es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio, entonces C'(X)
es compacto.

Demostracion. Por Teorema 1.74 el espacio 2% es compacto, asi basta probar que
C(X) es cerrado en 2X.

Sea {A,,}2°, una sucesion en C'(X) convergente y supongamos que lim A, = A.
n—oo

Deseamos probar que A € C'(X). Procedamos por contradiccion, supongamos que A
es no conexo, es decir, existen G y K subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X,
tales que A = GUK.Seae = inf{d(p,q) : p € G,q € K}.Como Gy K son cerrados
en X, se sigue que son compactos, por lo que £ > 0. Entonces existe n € N tal que
H(A,A,) < §5.Luego, A C N(5,A,)y A, C N(5,A) = N(5.G) UN(5,K). De
la eleccion de ¢, los conjuntos N(5,G) y N(5, K) son ajenos y abiertos. Como A,, €
C(X), A, C N(5,G) 6 A, C N(5, K). Sin perdida de generalidad supongamos que
A, € N(5,G), entonces

KCACN(%,A,J C N(g,G).

Pero K es ajeno a N (e, G), asi K es vacio. Contradiciendo el hecho de que no lo era,
por lo cual A es conexo. Por lo tanto, A € C(X) y C(X) es cerrado en 2. O
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La demostracion del siguiente Lema puede ser consultado en [16, pagina 63].
Lema 1.79. Sean X un espacio métrico con métricad, Z C X ye > 0, si

C(Z,e) = {x € X : existe una (d,€)-cadena en X de algiin punto de Z a x}.
Entonces €(Z, ) es abierto y cerrado en X.

Teorema 1.80. (Del cable cortado) Sea X un espacio métrico compacto, sean Ay B
dos subconjuntos cerrados de X. Si ningiin subconjunto conexo de X intersecta tanto
a A como a B, entonces existen X1y X, tales que X = X1 U X5 donde X1y X, son
dos cerrados ajenos de X con A C X1y B C Xo.

Demostracion. Por la Definicién 1.76 parte a), supongamos que, para cada ¢ € N,
existe una (d, %)—cadena K; en X de un punto a; € A aun punto b; € B. Entonces,
por el Corolario 1.75, existe una subsucesién { K;(;)}jen de {K;}icn que converge a
K € 2% Porel Lema 1.77, como cada Kj es (d, --) encadenado donde zi converge a

)
0 cuando ¢ tiende a oo, entonces K € C'(X).

Veamos que K intersectaa Ay a B. Como Ay B son subconjuntos cerrados, se tiene
quea € Ayb € B,donde a; — ayb; — b,y ademds a,b € K pues K es un
subconjunto cerrado. Por lo tanto, tenemos una contradiccion.

Asi, existe ¢ > 0 tal que €(A4,) N B = () donde
C(A,e) = {x € X : existe una (d, £)-cadena de algtin punto de A a z}.

Sea X1 =C€(A,e)y Xo = X \ €(A,¢). Porel Lema 1.79, X; y X, son subconjuntos
cerrados ajenos de X talesque A C X;y B C Xs. ]

Teorema 1.81. (De los golpes en la frontera) Sean X un continuo, U un subconjunto
abierto, propio y no vacio de X. Si K es una componente de Cl(U) entonces K N
Fr(U) # 0. Equivalentemente a, dado K C CI(U) y U es abierto entonces K N (X \
U) #10.

Demostracion. Supongamos K NFr(U) = () entonces por el Teorema 1.80, C1(U) =

M; U Ms. Donde M; y M, son subconjuntos cerrados, ajenos de C1(U) con K C M,
y Fr(U) C M,. Sea My = My U (X \ U).

Veamos que X no es conexo. Como CI(U) = M; U M,, X = M; U M3. Notemos que
M, y M3 son subconjuntos cerrados de X. Como K # (), pues es una componente de
un conjunto no vacio, y K C My, M; # (). Dado que X \U C M3y U # X, M3 # ().
Ahora, veamos que M; N M3 = () primero notemos que M; N My = (). Luego

Entonces, como M; C CI(U) y X \ U esun subconjunto cerrado de X,

Pero, como M; N M3 = (). Por las propiedades de M; y M3, se tiene una separacion
de X. Por lo que, X es no conexo lo cual es una contradiccion pues X es un continuo.
Por lo tanto, K N (X \ U) # 0. O
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1.4. Funciones entre continuos

En ésta seccion definiremos algunas clases de funciones entre espacios métricos com-
pactos, y estudiaremos la relacion que existe entre ellas. Estas funciones fueron am-
pliamente estudiadas en la tesis doctoral de 7. Mackowiak la cual puede ser consulta
en [13] y de donde tomamos la mayor parte de éstas relaciones. Comenzaremos la
seccion listando las definiciones de algunas clases de funciones.

Definicion 1.82. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos. Diremos que f es:

(1) abierta, si para cada subconjunto abierto U de X se tiene que f(U) es un subcon-
junto abierto de Y;

(2) atomica, si para cada subcontinuo K de X tal que f(K) es un subconjunto no
degenerado de Y, se cumple que 7' (f(K)) = K;

(3) atriodica, si para todo subcontinuo ) de Y, existen dos componentes Cy y Cy de
F7HQ) tales que f(C1)U f(Cq) = Q y para cada componente E de f~1(Q), se tiene
que f(E) = Qo f(E) C f(Ch) o f(E) C f(Cy);

(4) casi interior , si para cada y € Y y cada subconjunto abierto U de X tal que
existe una componente C de f~({y}) con C C U se tiene que y € Int(f(U));

(5) casimondtona, si el subconjunto f~1(Q) es conexo, para cada subcontinuo ) de
Y con interior no vacio;

(5) cerrada, si para cada subconjunto cerrado G de X, se tiene que f(G) es un sub-
conjunto cerrado de Y ;

(6) confluente, si para cada subcontinuo () de Y y para cada componente C de

F7HQ), se tiene que f(C) = Q;

(7) cuasimondtona, si para cualquier subcontinuo () en'Y con interior no vacio se
tiene que f~(Q) tiene un mimero finito de componentes y si D es componente de

~HQ), entonces f(D) = Q;

(8) débilmente confluente, si para cada subcontinuo () de 'Y, existe una componente

Cde f7YQ) tal que f(C) = Q;

(9) débilmente monotona, si para cada subcontinuo () de Y con interior no vacio, se
tiene que cada componente C de f~(Q), f(C) = Q;

(10) hereditariamente atomica (respectivamente, atriédica, confluente, débilmente
confluente, mondtona), si para cada subcontinuo K de X la funcion restriccion f|x
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es atomica (respectivamente, atriodica, confluente, débilmente confluente, monotona);

(11) juntadora, si para cada subcontinuo () de Y y cada dos componentes C y Cs de

f7HQ) se tiene que f(C1) N f(Cy) # 0;
(12) ligera, si para cada y en'Y, se tiene que f~*(y) es totalmente disconexo;
(13) mondtona, si para cada y en'Y, se tiene que f~(y) es conexo.

(14) semiconfluente, si para cada continuo () de Y y cada par de componentes C y
Cy de f~1(Q) se tiene que f(C1) C f(Cy) o f(Ca) C f(Ch);

(15) seudomondotona, si para cualesquiera subcontinuos propios Ay B de Y tales
queY = AU B entonces f~'(A) y f~1(B) son conexos;

(16) seudoconfluente, si para cada subcontinuo irreducible () de Y existe una com-

ponente C de f~1(Q) tal que f(C) = Q.

En la literatura existen muchas mas clases de funciones entre espacios métricos com-
pactos, sin embargo no es la intencion de este trabajo estudiarlas todas. Veamos algu-
nos ejemplos de las funciones listadas.

Recordemos que en la Definicién 1.7, mencionamos el concepto de homeomorfismo,
veamos un ejemplo de ello:

Ejemplo 1.83. Sean X = (0,1, Y =1[0,2] y f : X — Y definida como f(x) = 2x.
La funcién f es continua y biyectiva. Notemos que la imagen inversa f~'(y) = %
es también una funcion continua. Por tanto, [ es un homeomorfismo (véase) Figura

1.20).

ﬂ

Figura 1.20: La funcién f(z) = 2z es un homeomorfismo.

Ejemplo 1.84. Consideremos a X como la curva senoidal dada en la Definicion 1.16
y definamos f : X — [0,1] como f(x,y) = x. Tenemos que, f es una funcion
atomica, (véase Figura 1.21).

Para ver que f definida en el Ejemplo 1.84 es atdmica, consideremos / un subconti-
nuo de X tal que f(K) es no degenerado. Notemos que K puede ser de tres formas
distintas:

(1) K C A, esdecir K = {(x,sen()): x € [a,b]} con0 < a < b< 1.

xT
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Figura 1.21: La funcién f es una funcién atomica.

(2) K C {0} x [-1,1], es decir, K = {0} x [a,b] cona,b € [—1,1].
(3) K C X y K es homeomorfo a X.

Observemos que si K es como en (2), entonces f(K) C {0}, es decir, f(K) es dege-
nerado. Por lo que KX no puede ser como en (2).

Supongamos que K es como en (1), entonces X C A. Notemos que f|4 : A — (0, 1]
es una funcién biyectiva, mas atin f({0} x [—1,1]) € {0}. Ademas, f({0} x[—1,1])N
f(A) = 0. Asi f7Y(f(K)) = K, ya que de no ser asi estariamos contradiciendo la
inyectividad de f| 4.

Ahora, si K es como en (3), tenemos que f(K) = [0, zo| para algin x¢ € (0, 1], por
otro lado, f~(f(K)) = f~!([0,x¢]) = K. Por lo tanto, f es atémica.

Ejemplo 1.85. Sea X la llamada curva senoidal dada en la Definicion 1.16. Defina-
mos q : X — {(x,sen(2)) : € [§, 1]} la funcion dada de la siguiente manera:

xT

X (z, sen(L)) siz e [L1]
1 (2) - (Lsen3)) stz € Cha ({(z,sen() - € (0, 1)

La funcion q es una funcion cociente y por tanto es una funcion mondtona (véase
Figura 1.22).

Ejemplo 1.86. Sea S' = {(z,y) € R* : z* + y* = 1}. Definamos p : S* — [—1,1]
como p(z,y) = x. Asi, p es una funcion confluente (véase Figura 1.23).

Para ver que la funcién del Ejemplo 1.86 es confluente, consideremos () un subconti-
nuo de [—1, 1], sabemos que () es un arco o bien () es un subconjunto de un solo punto.
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Figura 1.22: La funcién ¢ es una funcion monétona.

Figura 1.23: La funcién p es una funcién confluente.

Observemos que si () es un arco es de la forma [a, b con —1 < a < b < 1, entonces

p Q) = {(z,y)eSt:zelabyy==+V1—2?}
— (e s aclutlyy—vi-a)
U{(z,y) € 8" ia € fab]yy = —V1— a2},

no es dificil darse cuenta que p~!(Q) es la unién de dos arcos,

A={(x,y)e Stz e[-1,1]yy=vV1—a?} y
B={(z,y)eS':ze[-1,1]yy=—V1—2%}.

Como Ay B son conexos p(A) = K, p(B) = K obienp(AUB) = Ksi ANB #
(). De manera similar se observa para cuando K es degenerado. Por lo tanto p es
confluente.

Ejemplo 1.87. Sean E, = {(z,1) € R* : « € [0,1]} para cadan € N, E =
[0,1] x {0} y F7 = {0} x [0, 1]. Consideremos X = (|J,,cyy En) U E U F. Definamos
g: X —[0,1] como g(x,y) = x. Asi, g es una funcion semiconfluente (véase Figura
1.24).

Es facil darse cuenta que si () es un subcontinuo de [0, 1], entonces @) = [a, b] tal que
0 < a < b < 1.SiQ es un arco, entonces definimos C,, = {(z,2) : = € [a,b]} para
cadan € Ny Cy = @ x {0}. Observemos que:



34 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.24: La funcién g es una funcién semiconfluente.

<U0n>uco sia # 0

neN

91 (Q) =

<U0n> UCL,UF sia=0

neN

Observemos que, si a = 0, entonces g~ '((Q) es conexo, de tal manera que tenemos
que g es semiconfluente de manera trivial. Ademds, si a > 0 tenemos que C; NC; = ()
para cada ¢ # j. Mds aiin, ¢(C,,) = @, para cadan € N U {0}, por lo que se cumple
que g es semiconfluente.

Ejemplo 1.88. Definamos f : [—1,2] — [0, 2] como
fx) = |-

Esta funcion es llamada funcion valor absoluto y es tal que | es débilmente confluente
(véase Figura 1.25).

Figura 1.25: La funcién valor absoluto es débilmente confluente.

Para ver que la funcién f dada en la Definicion 1.88 es débilmente confluente consi-
deremos un subcontinuo ) de [0, 2], notemos que ) = [a,b] tal que 0 < a < b < 2.
Tenemos dos casos:
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(1) 1 €Int(Q), si esto ocurre, entonces f~1(Q) = [-1,—a] U [a,b] y f([a,b]) =
[a,b] = Q.

(2) 1 ¢Int(Q), si esto ocurre, entonces tenemos dos subcasos:
2.1) f7YQ) =[-b,—a] U ][a,b],conb < 1 entonces f([a,b]) = [a,b] = Q.
(2.2) f7YQ) = [a,b], con 1 < a entonces f([a,b]) = [a,b] = Q.

Por tanto, f es débilmente confluente. No es dificil convencerse que f también es
semiconfluente.

Ejemplo 1.89. Sean A = [0,1] x {0}, B = {0} x [0,1], C = {1} x [0,1], D =
{(z,y) eR?* 1z € [0,3,y=22}yE ={(z,y) e R? : z € [5,1],y = 2 — 2z}.
Consideremos X = AUBUCyYY = AU DU E. Definamos f : X — Y como
(z,y)  si(z,y) €4,
fley) =9 (By) si(zy) € B,
2—

(Zy) si(z,y)eC.

f es una funcion atriédica (véase Figura 1.26).

Figura 1.26: La funcién f es atriddica.

Observemos que:

(1) Si Q es un subcontinuo de Y que no continene a (5, 1), entonces f~!(Q) es cone-
xo. Asi, f es atriodica.

(2) Si Q es un subcontinuo propio de Y que contiene a (3, 1), entonces f~'(Q)) tiene
dos componentes y por tanto f es atriddica.

(3) Si @ =Y es inmediato que f es atriddica.

Ejemplo 1.90. Sean T = {(z,0,0) € R® : = € [0,1]} U {(0,4,0) € R3 : y €
0,11} U{(0,0,2) € R : z € [0,1]}. Definamos f : T — [0, 1] como
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r si(x,y,2) € {(z,0,0) e R3: x € [0,1]},
fla,y,z)=q v si(z,y,2) €{(0,y,0) e R®: y € [0, 1]},

z si(z,y,2) € {(0,0,2) e R3: z € [0,1]},

Asi, f es una funcion ligera (véase Figura 1.27).

f
—
_
0 1

Figura 1.27: La funcién f es ligera pues las fibras son totalmente disconexas.

No es dificil convencerse que la funcién f dada en la Definicién 1.90 es ligera, ya
que si z € [0, 1], tenemos que f~*({z}) = {(z,0,0), (0,,0), (0,0, z)} el cual es un
conjunto totalmente disconexo.

Ejemplo 1.91. Sean Y = {(z,sin(2)) € R? : z € (0,1]}, A = {0} x [-1,1] y

B = {0} x [-1,2] Definamos g : Y UB — Y UA

| (z,y) si(zr,y) €Y UA,
fla,y) = { (0, %) si (x,Z) € {0} x [1,2].

Asti, es una funcion casimonotona (véase Figura 1.28).

=1
|

Figura 1.28: La funcién f es una funcién casimondtona.
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Notemos que los subcontinuos () de Y U A con interior no vacio son de la forma:
(1) @ = {(w,sin(2)) e R? : 2 € [a,b]} con 0 < a < b < 1.
(2) @ = AU{(z,sin(2)) e R? : 2 € (0,]} con 0 < b < 1.

Observemos que si Q es como en (1) entonces f~1(Q) = Q. Por lo que, f es casi-
monatona.

Ahora, si () es como en (2) entonces f~1(Q) = QU ({0} x [1,2]). De donde, f~(Q)
es conexo. Por lo tanto f es cuasimondétona.

Ejemplo 1.92. Sean A = {0} x[—1,1], B = [-1,1]x{0} y C = [0, 1]. Consideremos
X = AU B. Definamos f : X — C como

(y  si(x,y) € {0} x[0,1],
—y si(x,y) € {0} x [-1,0],
x  si(z,y) €[0,1] x {0},

[ —z si(x,y) € [-1,0] x {0}.

Asi, f es una débilmente mondtona (véase Figura 1.29).

flz,y) =

Figura 1.29: La funcién f es una funcién débilmente mondtona.

Ahora daremos algunos resultados que muestran la relacion entre las funciones lis-
tadas en la Definicion 1.82. Los siguientes resultados se obtienen directamente de la
Definicion 1.82.

Proposicion 1.93. Cada homeomorfismo es una funcion atémica.

Demostracion. Sea f : X — Y un homeomorfismo. Sea K un subcontinuo de Y tal
que f(K) es no degenerado. Como f es biyectiva se tiene que K = f~}(f(K)). O

Proposicion 1.94. Cada homeomorfismo es una funcion abierta.
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Demostracion. Sea f : X — Y un homeomorfismo. Sea U un subconjunto abierto
de X. Luego, como f~! es continua se tiene que f(U) = (f~1)~1(U) es un subcon-
junto abierto de Y. ]

Proposicion 1.95. Sea [ : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre espa-
cios métricos compactos. Entonces f es mondtona siy sélo si f~1(A) es un subconti-
nuo de X para cada subcontinuo A deY .

Demostracion. Supongamos que f es mondtona y sea A un subcontinuo de Y. No-
temos que f~1(A) es compacto y no vacfo. Basta ver que f~!(A) es conexo. Su-
pongamos que existen B y C' dos subconjuntos cerrados de X y ajenos tales que
(A =BuUC.

Por la suprayectividad de f se tiene que A = f(B) U f(C), donde f(B) y f(C)
son cerrados en Y. Siy € f(B) C Aentonces f~'({y}) € f~'(A) = BUC. Por
hipétesis f~!({y}) es conexoy f~1({y}) N B # 0 entonces f~*({y}) N C = (. Lue-
goy ¢ f(C). De donde, f(C)N f(B) = (. Como A es conexo en Y, se sigue que
f(B)=0o f(C) =10,esdecir, B= 0 0 C = (. Por lo tanto, f~'(A) es conexo.

Por otro lado, si f~!(A) es conexo para cada A subcontinuo de Y en particular para
caday € Y se tiene que f~'(y) es conexo. O

Proposicion 1.96. Cada funcion mondtona es una funcion confluente.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién monétona. Sea () un subcontinuo de Y.
Como f es mondtona se tiene por la Proposicién 1.95, que f~1(Q) es un subcontinuo
de X. Es decir, f~!(Q) tiene s6lo una componente. Asi, f(f~1(Q)) = Q. O

Proposicion 1.97. Cada funcion confluente es semiconfluente.

Demostracion. Sean f : X — Y una funcion confluente y () un subcontinuo de Y.
Sean C y C, dos componentes de f~1(Q), como f es confluente entonces f(C}) = Q

y f(C2) = Q. Asi, f(C1) C f(Ca)y f(Ca) C f(Ch). u
Proposicion 1.98. Cada funcion semiconfluente es juntadora.

Demostracion. Sean f : X — Y una funcién semiconfluente y () un subcontinuo
de Y. Sean C} y C, dos componentes de f~1(Q), como f es semiconfluente f(C;) C
f(C2) 0 f(C2) C f(C1). Asi, f(C1) N f(Ca) = f(C1) # Do f(C1) N f(Cy) =
f(Cy) # 0. n

Proposicion 1.99. Cada funcion débilmente confluente es atriddica.

Demostracion. Sean f : X — Y una funcién débilmente confluente y () un subcon-
tinuo de Y. Como f es débilmente confluente existe C; una componente de f~(Q)
tal que f(Cy) = Q. Consideremos a C5 una componente de f~!(Q) entonces f(C;)U
f(Cy) = QU f(Cy) = Q. Por lo que para cada C' componente de f~1(Q) se tiene que
F(C) C F(Ch). O
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Proposicion 1.100. Cada funcion semiconfluente es débilmente confluente.

Demostracion. Sean f : X — Y una funcién semiconfluente y () un subcontinuo de
Y. Veamos que existe B una componente de f~!(Q) tal que f(B) = Q. Consideremos

A ={A CY : Aesun subcontinuo de () y existe una componente,

C,de f71(Q) tal que A C f(C)}.

La familia A es no vacia. Para probarlo, sea y € ), y sea z un punto en f~!(y). Con-
sideremos a C' la componente de f~(Q) tal que z € C. Asi, {y} C f(C) entonces
{y} € A.

Ahora, si {A,, },en es una sucesion de elementos de A tal que A,, C A, para cada

n € N. Consideremos A = Cly (U An> , notemos que A € A. Sea (), la compo-

neN
nente de f~1(Q) tal que A,, C f(C,). Dado que X es un espacio compacto se sigue

que f~(Q) es compacto y existe una subsucesion convergente {Cn, }jen de {Cy Fren.
Sea C = lim an, como f(C') C @y C es un subcontinuo, existe una componente

n—00

Co de f71(Q) tal que C' C Cy. Por la continuidad de f se tiene que A C f(C)y
A C f(Cp) lo cual implica que A € A. Se sigue del Teorema 1.1 que .4 tiene un
elemento maximal, digamos K. Como K € A existe B una componente de f~(Q)
tal que K C f(B).

Afirmacion: f(B) = Q. Supongamos f(B) # @, entonces existe p € Q \ f(B) y
tomemos una componente C’ de f~(Q) tal que p € f(C”). Como f es semicon-
fluente, tenemos que f(B) C f(C’) o f(C') C f(B). Dado que p ¢ f(B) se tiene
que f(B) C f(C')\ {p}, lo cual contradice el hecho de que K sea el maximo. Asf,
f(B) = Q. O

Proposicion 1.101. Cada funcion atémica es mondtona.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién atémica. Supongamos que f no es
monétona, entonces existe y € Y tal que f~!({y}) no es conexo en X. Asi, exis-
ten Ay B dos subconjuntos cerrados en f~'({y}), no vacios y ajenos tales que
f'({y}) = AU B. Como f es continua entonces, f~!({y}) es cerrado en X, por
lo que Ay B son cerrados en X. Como X es métrico, en particular es normal de tal
manera que, existen subconjuntos abiertos U y V' de X talesque A C U, B C V'y
UNV = (). Sea D una componente de Clx (U) tal que f~1(y)N D # () por el Teorema
1.81, tenemos que D N Fr(U) # (), por lo que f(D) es no degenerado.

Afirmacién: D C f~1(f(D)). Notemos que y € f(D) por lo que f~'({y}) C
7Y f(D)). Luego, como f1({y})NB # 0y B C V setiene que f~*({y})NV # 0.
Por otro lado, DNV = (. Asi, D C f~1(f(D)).

Por lo tanto, f no es atdmica. Ya que D es un subcontinuo de Y no degenerado tal que
D¢ f7Hf(D)). O
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Proposicion 1.102. Si f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos, entonces f es abierta si y solo si, para caday € Y y
para cada sucesion, {yy }nen, contenida en'Y tal que lim y,, = y, se tiene que

n—oo

limsup [ ({yn}) = f' ().

n—oo

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto en X. Sea y € Cly (Y \ f(U)). Como
f es suprayectiva, existe x € X tal que f(x) = y. Veamos que = € X \ U. Conside-
remos una sucesion, {y, }nen, contenidaen Y\ f(U), tal que lim y, = y.

n—oo

Por hipétesis z € f~'({y}) = limsup f ' ({y.}), de esta manera existe una subsu-

n—oo

cesion {x,, } jen, tal que para cada j € N,
—1 ! —
o, € ST ({yn}) y 1 ) = 2.

Dado que, para cada n € N, f(x,) = vy, ¥ [ '({yn}) N U = 0, se tiene que
r,, € X \ U para toda j € N. Como X \ U es un subconjunto cerrado de X y
lim x,, = x se sigue que z € X \ U. De modo que f(z) € Y \ f(U), es decir,
J—00

y €Y\ f(U).Porlotanto, Y\ f(U) es un subconjunto cerrado de Y, lo cual implica
que f es una funcién abierta.

Ahora, sea y € Y y supongamos que existe {, } ey una sucesion contenida en Y tal
que lim y, = y. Veamos que
n—oQ

limsup £~ ({y}) = f~ ({y})-

n—oo

Por lo cual, basta probar que

F7{y}) Climinf 71 ({yn}) y limsup £~ ({ya}) € £ ({y})-

n—oo

Dado que f es una funcidn continua, por la Proposicién 1.72, se tiene que

lmsup /' ({ya}) C f {y}).

n—o0

Ahora, tomemos un punto € f~!'({y}) y U un subconjunto abierto de X tal que

x € U. Como f es una funcién abierta, f(U) es un subconjunto abierto de Y que

contiene al punto f(x) = y. Dado que lim y, = y, existe N € N tal que, para cada
n—o0

n> N,y, € f(U),estoes, f({y,}) NU # 0. Por lo tanto = € liminf f~'({y,}).
n—oo

Esto prueba que f~'({y}) C liminf f~'({y,}). O

Proposicion 1.103. Sean X y Y espacios métricos compactos 'y f : X — Y una

funcion abierta. Si Z es un subconjunto no vacio de’Y entonces f|-1(z) : 12 —
Z es una funcion abierta.
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Demostracion. Como f es una funcién abierta y Z C Y no vacio, sabemos que
flirz o f ~“1(Z) — Z es continua y suprayectiva. Sea W un subconjunto abierto
en f~1(Z) entonces existe U subconjunto abierto de X tal que W = U N f~1(2).

Luego, fls-12)(W) = fli=(UN f71(2)) = f(UN f7H(Z)) C f(U)N Z.

Por otro lado, sea y € f(U) N Z existe € U tal que f(xz) = y, de manera que
rxreUnN fﬁl(Z) Es decir, f(U) Nz cC f|f71(Z)(U N fﬁl(Z)) = f|f*1(Z)(W)- Por
lo que, f|;-12(W) = f(U) N Z. Dado que f es abierta, se sigue que f(U) es un
subconjunto abierto en Yy por lo tanto f|;-1(z) (/) es un subconjunto abierto en Z.
Por lo tanto, f| #-1(z) €s una funcion abierta. O]

Proposicion 1.104. Cada funcion abierta es confluente.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es abierta y no es confluente, es decir,
existen Q un subcontinuo de Yy una componente K de f~1(Q) tales que f(K) # Q.
Asi, existe ¢ € Q tal que ¢ ¢ f(K). De donde, f~1({q}) N K = 0.

Observemos que no existe un subconjunto conexo D de X tal que DN f~1({q}) # 0
y DN K # (), en caso contrario, como K es una componente conexa de f~1(Q) se
tiene que D C Ky asi f~'({q}) N K # 0 lo cual no es posible.

Ademas, f~'({q}) y K son subconjuntos cerrados de f~!(Q). Luego, por el Teorema
1.80, existe un subconjunto abierto y cerrado G en f~1(Q) tal que f~'({q}) C Gy
GNK =10.Sea H= f1(Q)\ G. Asi, G y H son cerrados en f~!(Q) tales que
Q) =GUH,KCH, f'{¢})cGyGnH=1.

Como f(G) = @ N f(G), se tiene que f(G) es un subconjunto cerrado de (). Por
otro lado, como G = (X \ H) N f~1(Q) se tiene que G es un subconjunto abierto en
f7H(Q). Por la Proposicién 1.103, se tiene que f|;-1(¢) es una funcion abierta, por lo
que f|r-1()(G) = f(G) es un subconjunto abierto en ().

Ahora, si ¢ € f(G) existe x € G tal que f(z) = ¢, de maneraque x € f~(Q) C H.
Asi, x € G N H, lo cual es una contradiccién ya que G N H = (). De donde

g€ @\ f(G).Porloque, f(G) # Qyademas f(G) # 0.

Luego, f(G) es un subconjunto abierto, cerrado y no vacio de @, f(G) # Qy
f(G) # 0, 1o cual es una contradiccién al hecho de que ) es conexo. Por lo tan-
to, f es confluente. O]

Proposicion 1.105. Sean X y Y dos espacios métricos compactosy f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva. Los siguientes enunciados se cumplen:

(1) Si f es hereditariamente atomica entonces | es atémica.
(2) Si f es hereditariamente mondtona entonces | es mondtona.
(3) Si [ es hereditariamente confluente entonces f es confluente.

(4) Si f es hereditariamente débilmente confluente entonces f es confluente.
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(5) Si f es hereditariamente atriddica entonces [ es atriddica.

Demostracion. Observemos que el resultado se sigue inmediatamente de la Defini-
cion 1.82, considerando X = K. L]

Corolario 1.106. Sean X y Y dos espacio métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones se cumplen:

(1) Si f es hereditariamente mondtona, entonces f es hereditariamente confluente.

(2) Si f es hereditariamente confluente, entonces f es hereditariamente débilmente
confluente.

(3) Si f es hereditariamente débilmente confluente, entonces f es hereditariamente
atriodica.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de X.
(1) Si f es hereditariamente mondtona entonces f|x es mondtona. Luego por Propo-
sicion 1.96, f|x es confluente. Por lo tanto, f es hereditariamente confluente.

(2) Si f es hereditariamente confluente entonces f| es confluente. Luego por Pro-
posicion 1.97, f|x es semiconfluente. Se sigue de la Proposicion 1.98, que f|x es
débilmente confluente. Por lo tanto, f es hereditariamente débilmente confluente.

(3) Si f es hereditariamente débilmente confluente entonces f|x es débilmente con-
fluente. Luego por Proposicion 1.99, f|x es atriddica. Por lo tanto, f es hereditaria-
mente atriddica. U

Proposicion 1.107. Sean X y Y continuos. Una funcion f : X — Y continua y
suprayectiva es atomica, si'y solo si es hereditariamente atomica.

Demostracion. Sea () un subcontinuo de X. Veamos que f|q es atdmica. Considere-
mos K un subcontinuo de @ tal que f|o(K) es no degenerado. Notemos que K es un
subcontinuo de X. Ademds f|o(K) = f(K), por lo cual f(K) es no degenerado y
como f es atémica, se tiene que K = f~!(f(K)). Por otro lado,

K C flg (flo(K)) = [~ (flo(K)) = [TH(f(K)) = K,

asi tenemos, f|'(f|o(K)) = K. De donde, f|g, es atémica. Por lo tanto, f es here-
ditariamente atémica.
El reciproco se sigue de la Proposicion 1.105. ]

Corolario 1.108. Sean X y Y dos continuos. Si f : X — Y es una funcion continua
y suprayectiva. Si f es atomica entonces f es hereditariamente mondtona.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de X. Como f es atdmica entonces por Propo-
sicién 1.107, f es hereditariamente atémica. Se sigue que f|x es atomica. Luego por
la Proposicion 1.101, f|x es monétona. Por lo tanto, f es hereditariamente monéto-
na. O
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Proposicion 1.109. Sean X y Y dos espacios métricos compactos. Sea f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva, si f es abierta entonces f es casi interior.

Demostracion. Sean y € Y y U un subconjunto abierto de X tal que existe una com-
ponente C' de f~'({y}) que satisface que C' C U.

Notemos que f(C) = {y}y f(C) C f(U),asiy € f(U). Dado que f es abierta, se
sigue que y € Int(f(U)) = f(U). Por lo tanto, f es casi interior. O

Proposicion 1.110. Sean X y Y dos espacios métricos compactos. Si f : X — Y
es una funcion mondtona entonces f es casi interior.

Demostracion. Sea y € Y. Supongamos f no es casi interior en y, entonces existe

un subconjunto abierto U de X tal que para cada componente C' de f~!({y}) con

C CcU,setienequey ¢ Int(f(U)). Asi,y € Fr(f(U)). De donde, y € CI(Y'\ f(U)).

Se sigue que existe {y, }nen una sucesiéon en Y\ f(U) tal que lim y, = y. Por la
n—oo

Proposicién 1.72, se tiene que limsup f~'({y,}) C f~'({y}). Ademds, dado que f

n—oo

es monGtona se tiene que f~'({y}) es un conjunto conexo en X, sea C' = f~1({y}).
Ast, limsup f'({y,}) = C.
n—oo

Ahora, como y,, € Y\ f(U) para cadan € N, entonces f~*({y,}) C X \ U. Luego
como f es suprayectiva, para cadan € N existe z,, € X tal que f(z,) = y,. Notemos
que z, € X \ U el cual es un subconjunto cerrado, y por tanto compacto, por lo que
existe una subsucesion convergente de {z, },en, digamos {2 },en. Sea z = lim ).
Como X \ U es un subconjunto cerrado entonces x € X \U y x € limsup £~ ({yn}).

n—o0

Por otro lado, como limsup f~*({y,}) C C C U se sigue que = € U, lo cual es una

n—oo
contradiccion. Por lo tanto y € Int (f(U)). Asi, f es casi interior en el punto y y por
tanto f es casi interior. ]

Teorema 1.111. Sean f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre es-

pacios métricos compactos y y € Y. La funcion f es casi interior en y si y solo si

para cada sucesion, {y, tnen enY tal que lim vy, = y y para cada componente C' de
n—oo

Y ({y}), se tiene que limsup [~ ({y,}) N C # 0.

n—oo

Demostracion. Supongamos que f es casi interior en el punto y. Sean {y, },en una
sucesion en Y tal que lim y, = y y C una componente de f~*({y}). Veamos que,
n—oo

lmsup [~ ({ya}) N C # 0.

n—0o0

Supongamos que limsup f~'({y,}) N C = (. Por la Proposicién 1.71, se tiene que

n—o0

limsup f~'({y,}) y C son subconjuntos cerrados y no vacios de X. Como X es un
n—oo

espacio métrico entonces es normal, por lo que existen U y V' subconjuntos abiertos
de X tales que limsup f~'({y,}) CVyC CUconUNYV = (. De modo que V N

n—oo
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CI(U) = (). Como limsup f~*({y,}) C V entonces limsup f~*({y,})N CI(U) = (.

n—oo n—oo
Por otro lado, por hipétesis y € Int(f(U)). Asi, como lim y, = y, existe N € N
n—oo

tal que para cadan > N, y, € Int(f(U)) C f(U). Ahora, para cada n € N, fijemos

r, € U tal que f(z,) = y,. De esta manera, para cadan € N, z,, € f'({y,}) N U.

Luego, existe {z/,},en una subsucesion de {x, }nen tal que lim 2!, = x para algin
n—oo

x € CI(U). Notemos que = € limsup f'({y.}) y x € CI(U), lo cual es una con-

n—oo

tradiccion. Asf, limsup f~({y.}) N C # 0.

n—oo
Ahora, supongamos que para cada sucesion, {y,}n,eny en Y tal que lim y, = yy
n—oo

para cada componente C' de f~({y}), se tiene que limsup f~*({y,}) N C # (. Sea

n—oo

C una componente de f~!'({y}) y U un subconjunto abierto de X tal que C C U.
Veamos que y € Int(f(U)). Para ello, supongamos que y ¢ Int(f(U)). Por lo que
y € Fr(f(U)) C CI(Y'\ f(U)). Podemos considerar una sucesion {y, }renen Y\ f(U)
convergente a ¥. Por hipétesis, lim sup f~({y,}) N C # 0. Por otro lado, como f es

n—oo
suprayectiva, para cada n € N consideremos z,, € X tal que f(z,) = y,. Notemos

que para cadan € N, z, € X \ U. Asi, f~'({yn}) C X \ U para cada n € N. Se
sigue que, f~'({y,}) NU = () paracadan € N.

Veamos que limsup f~'({y,}) € X \ U. Sea z € liminf f~'({y,}), supongamos
n—oo

n—o0

que z € U. Asi existe un subconjuntos infinito J de N tal que U N f~'({y,}) # 0,
para cada n € J. Lo cual es una contradiccién, de modo que = € X \ U. Se si-
gue que, limsup f~'({y,}) € X \ U. Por otro lado, como C' C U se tiene que

n—oo

limsup f~'({y,}) N C = 0, lo cual contradice la hipétesis.

n—o0

Por lo tanto, y € Int(f(U)). O

Corolario 1.112. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre espa-

cios métricos compactos. La funcion f es casi interior si 'y solo si para caday € Y 'y

para cada sucesion, {y, tnen enY tal que lim vy, = y y para cada componente C' de
n—oo

Y {y}), se tiene que limsup [~ ({y,}) N C # 0.

n—oo

Demostracion. Seay € Y, por Teorema 1.111, la funcién f es casi interior en y si'y
solo si para cada sucesion, {y, } ey en Y tal que lim y, = y y para cada componente
n—oo

C de f~1({y}), se tiene que limsup f~'({y,}) N C # 0.

n—oo

Por lo tanto, f es cais interior si y sélo si para cada y € Y y para cada sucesién
{Yntnen en Y tal que lim y, = y y para cada componente C de f~'({y}), se tiene
n—oo

que limsup f~'({y,}) N C # 0. O

n—oo
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Proposicion 1.113. Si f : X — Y es una funcion ligera entre espacios métricos
compactos’y A es un subespacio conexo de X, entonces la restriccion f|, : A — f(A)
es también una funcion ligera.

Demostracion. Consideremos g = f|4. Veamos que g es ligera. Es claro que g es
continua y suprayectiva pues f lo es. Sea y € f(A) y B un subconjunto conexo de
97" ({y})- Notemos que ¢~ ({y}) = f~'({y}) N A . Luego, B C f~*({y}). Como f
es ligeray B es conexo en A C X, entonces B es conexo en X. Se sigue que B es
degenerado. Por lo tanto, g es ligera. ]

Teorema 1.114. Si f : X — Y yg: Y — Z son funciones continuas y suprayec-
tivas entre espacios métricos tales que g es ligeray g o [ es casi interior, entonces ¢
es abierta.

Demostracion. Sean U un subconjunto abierto de Y y y € U. Llamemos z al punto
g(y) y tomemos una componente C' de f~({y}). Notemos que C' C (g o f)~'({z}),
sea C’ la componente de f~'(g~'({z})) que contiene a C. Tenemos que (go f)(C") =

{z}-

Asi, que f(C") C g7 '({z}), pero como g es una funcion ligera, entonces f(C") es un
conjunto degenerado, por lo que f(C) = {y}. AsiC' C f~'({y}) € f (g7 ({=})),
por lo que C’ debe ser una componente de f~!({y}), en otras palabras tenemos que
C =" ComoC'"=C C f'{y}) € f71(U) donde f~*(U) es un subconjunto
abierto y g o f es casi interior, de modo que z € Int(go f(f~1(U))) = Int(g(U)). Esto
implica que g(U) C Int(g(U)), es decir, g(U) es un subconjunto abierto. Por lo tanto
g es abierta. O

Proposicion 1.115. Sean X, Y y Z espacios métricos compactos. Si f : X — Yy
g Y — Z son funciones confluentes entonces g o f es una funcion confluente.

Demostracion. Consideremos un subcontinuo ) de Z y K una componente de (g o
F)7HQ). Veamos que (g o f)(K) = Q. Sean C' la componente de ¢g~*(Q) tal que
f(K) Cc C'y E la componente f~1(C) tal que K C E. Notemos que K C E C
HC) C g7 HQ)),asi K C E C f~'(¢g7'(Q)). Ya que K es una componente
de (g o f)7HQ), se tiene que E = K. Como g~ !(Q) es cerrado en Y, se sigue que
C' es un subcontinuo de Y y dado que f es confluente, se tiene que f(£) = C. Dado
que g es confluente y () es un subcontinuo de Z se tiene que ) = ¢g(C) = g(f(F)),
es decir, g(f(K)) = go f(K) = Q. De esta manera tenemos que g o f es una funcién
confluente. []

Haciendo uso del siguiente resultado vamos a probar que las funciones casi interiores
son confluentes. Para una prueba de éste vea [16, Teorema 13.3, p. 279].

Teorema 1.116. (de factorizacion mondétona ligera) Sean X y Y espacios métricos
compactos. Sif : X — Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces existe
un espacio métrico compacto 7'y funciones g : X — Z y h : Z — Y tales que
f = hogcon gmondtonay h ligera.
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Teorema 1.117. Sean X y 'Y espacios métricos compactosy f : X — Y una funcion
continua y suprayectiva. Si f es casi interior entonces | es confluente.

Demostracion. Como f es una funcién continua y suprayectiva entre espacios métri-
cos compactos, por el Teorema 1.116, existen un espacio métrico compacto, 2, y fun-
cionesg: X — Zyh:Z — Y tales que g es monétona, h es ligeray f = hog.

Como g es mondtona, por la Proposicion 1.96 tenemos que g es confluente. Aplican-
do el Teorema 1.114, obtenemos que h es abierta. Por la Proposicién 1.104, h es
confluente. Se sigue de la Proposicién 1.115 que h o g = f es confluente. U

Proposicion 1.118. Toda funcion casimondtona es cuasimondtona.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién casimondtona entre espacios métricos
compactos. Sea () un subcontinuo en Y tal que Inty (Q) # (). Como f es casimonéto-
na f~1(Q) es conexo por lo que f~1(Q) tiene un nimero finito de componentes, a
saber una. Ademds, f(f~1(Q)) = Q. Por lo tanto, f es cuasimonétona. ]

Proposicion 1.119. Toda funcion cuasimondtona es débilmente mondtona.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién cuasimondtona entre espacios métricos
compactos. Sea () un subcontinuo en Y tal que Inty(Q)) # 0. Como [ es cuasi-
monétona, f~1(Q) tiene un nimero finito de componentes y para cada componente D
de f71(Q) se tiene que f(D) = Q. Por lo tanto, f es débilmente mondtona. O

Proposicion 1.120. Cada funcion confluente es débilmente mondtona.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién confluente entre espacios métricos
compactos. Sea () un subcontinuo en Y tal que Int(Q)) # 0. Como f es confluente
entonces f(D) = Q para cada componente D de f~!(Q). Por lo tanto, f es débilmente
mondtona. O]

Proposicion 1.121. Cada funcion confluente es seudoconfluente.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién confluente entre espacios métricos
compactos. Sea () un subcontinuo irreducible en Y. Como f es confluente entonces
f(D) = Q para cada componente, D, de f~1(Q). Por lo tanto, existe C' una compo-
nente de f~1(Q) tal que f(C) = Q. Asi, f es seudoconfluente. ]

Proposicion 1.122. Cada funcion débilmente confluente es seudoconfluente.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién débilmente confluente entre espacios
métricos compactos. Sea () un subcontinuo irreducible de Y. Como f es es débilmente
confluente, existe C' una componente de f~1(Q) tal que f(C) = Q. Por lo que f es
seudoconfluente. [

Proposicion 1.123. Cada funcion casiménotona es seudomondtona.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcidn casimondtona entre espacios métricos
compactos. Sean Ay B dos subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B. Notemos
que Ay B tienen interior no vacio. Asi, como f es casimonétona f~1(A)y f~1(B)
son subconjuntos conexos de X. O]
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Proposicion 1.124. Cada funcion mondtona es casimondtona.

Demostracion. Sea f : X —— Y una funcién monétona entre espacios métricos
compactos. Sean () un subcontinuo de Y con Inty(Q) # (. Como f es mondtona,
entonces f~1(Q) es conexo. Por lo tanto, f es casimonétona. O

El siguiente resultado puede ser consultado en [13, Corolario (4.45), pagina 26].
Proposicion 1.125. Toda funcion hereditariamente confluente es cuasimondtona.

La Figura 1.30 muestra la relacion que hay entre todas las clases de funciones ante-
riores.
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Capitulo 2

Funciones tipo conjunto

En este capitulo mostramos algunos resultados bésicos acerca de funciones tipo con-
junto, los cuales pueden ser consultados en [2], [4], [11], [12], [15]. Primero defini-
remos que es una funcién tipo conjunto y posteriormente daremos la definicién de
funcién 7" de Jones, T y K, sobre las cuales hablaremos en este trabajo.

2.1. Aspectos basicos de las funciones tipo conjunto

En esta seccion mencionamos algunas definiciones bésicas de las funciones tipo con-
junto, comenzamos mencionando el concepto bastante conocido como el conjunto
potencia:

Definicion 2.1. Sea X un espacio métrico y compacto, denotamos por P(X) al con-
Jjunto potencia de X, es decir, P(X) = {A: AC X}.

Definicion 2.2. Sea X un espacio métrico y compacto, decimos que una funcion L x
es de tipo conjunto, si L estd definida del conjunto potencia de X en si mismo.

Escribimos L en lugar de Lx si no existe una posibilidad de confusion.

Definicién 2.3. Sean X un espacio métrico compacto'y L : P(X) — P(X) una
funcion tipo conjunto. Decimos que:

(1) X es L-simétrico puntual siempre que para cada par de puntos x1 'y x5 de X,

x1 ¢ L({z2}) siy sdlo sixzg ¢ L({x1}).

(2) X es L-simétrico siempre que para cada par de subconjuntos cerrados Ay B
de X, ANL(B) = 0siysdlosi BNL(A)=0.

(3) X es L-aditivo si para cada par de subconjuntos cerrados Ay B de X, L(A)U
L(B)=L(AUB).

(4) L es idempotente si L(L(A)) = L*(A) = L(A) para cada subconjunto A de
X.

49
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(5) L es idempotente en subconjuntos cerrados si L(L(A)) = L2(A) = L(A) para
cada subconjunto cerrado A de X.

Para un punto x en X denotamos por L(x) a L({x}).

En las secciones posteriores de este capitulo mostraremos algunos ejemplos de fun-
ciones tipo conjunto.

2.2. Lafuncion 7T

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades ya conocidas acerca de la funcién
T definida por F. Burton Jones en 1948 (véase [7]). Funcién que esté relacionada con
el concepto de aposindésis.

Definicion 2.4. Sea X un espacio métrico compacto. Definimos T : P(X) — P(X)
de la siguiente manera:

T(A) = X \ {z € X : existe un subcontinuo W de X tal que z € Int (W) C W C
X\ A}

La funcién 7" es llamada funcién 7' de Jones, la cual es una funcién tipo conjunto.

Observacion 2.5. Debido a que la funcion T estd definida a partir de complementos
de conjuntos, también puede definirse de la siguiente manera:

T(A) = {z € X : para cada subcontinuo W de Xtal que = €
Int (W), se tiene que ANW # 0}.

Teorema 2.6. Sea X un espacio métrico compacto. Si Ay B son subconjuntos de X,
se tiene que:

(1) AcC T(A).

(2) T(A) es cerrado en X.

(3) Si A C B, entonces T(A) C T(B).
(4) T(A)UT(B) C T(AU B).

Demostracion.
(1) Six ¢ T(A), entonces existe un subcontinuo W de X tal que z € Int(W) C W C
X\ A Asi, x ¢ A.

(2) Basta ver que X \ T'(A) es abierto. Sea x ¢ T'(A). Entonces existe un subcontinuo
W de X tal que x € Int(IW) C W C X \ A. Notemos que para cada y € Int(W/),
ye X\T(A). Asi, Int(W) C X \ T'(A). Por lo tanto, X \ T'(A) es abierto.
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(3) Seax € X \ T'(B), entonces existe 1V un subcontinuo de X tal que z € Int(1V) C
W C X\B.Como A C B,entonces X \B C X\ A. Asi,z € Int(W) C W C X\ A.
Por lo tanto, x € X \ T'(A).

(4)Como A C AUBy B C AU B, por (3) se sigue que T(A) C T(AUB) y
T(B) C T(AU B). Porlo tanto, T'(A) UT(B) C T(AU B). O

Teorema 2.7. Si X es un espacio métrico y compacto con una cantidad finita de
componentes entonces, T(()) = ().

Demostracion. Sean x € X y C la componente de X que lo contiene. Como X
tiene un ndmero finito de componentes, se sigue del Lema 1.24, que =z € Int(C).
Notemos que C' es un subcontinuo de X tal que z € Int(C') C C C X C X \ ). Asi,
z € X \ T(0). Porlo tanto, X C X \ T(). O

Corolario 2.8. Sea X un continuo, entonces T (()) = ().
Demostracion. Como X es un continuo el resultado se sigue del Teorema 2.7. ]

Teorema 2.9. Si X es un continuo y W es un subcontinuo de X, entonces T'(W) es
un subcontinuo de X.

Demostracion. Sea W un subcontinuo de X. Luego, por (1) y (2) del Teorema 2.6,
se tiene que 7'(W) es cerradoen X y W C T'(W). Por lo que, T'(WW') es compacto en
XyT(W) #0.

Solo basta probar que 7'(W) es conexo. Para ello, supongamos que 7'(W/) no es co-
nexo. Entonces existen A, B C X cerrados y ajenos tales que 7'(W) = AU B.
Como W es conexoy W C T (W) podemos suponer, sin pérdida de generalidad que
W C A. Como X es un espacio métrico, existe U un abierto de X talque A C Uy
Ci(U)NnB =40.

Notemos que Fr(U)NT (W) = (). Entonces z ¢ T (W) para cada z € Fr(U). Asi, para
cada z € Fr(U) existe WV, un subcontinuo de X tal que z € Int(W,) C W, C X \ W.
Como Fr(U) es compactoy {Int(W, )} cFr() ©s una cubierta abierta de Fr(U), existen

21, ..., 2n € Fr(U) tales que Fr(U) C J_, Int(W,,) C J;_, W,,. Sean

n

v=U\(Jm)

i=1
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Por el Teorema 1.81, Y tiene un numero finito de componentes. Observemos que
B Cc X\CI(U) c X\U C Y.Porlotanto, B C Int(Y). Seab € By seaC
la componente de Y que lo contiene. Por el Lema 1.24, b € Int(C'). Por otra parte
YNW =0,asi CNW = (). Por lo que, b € X \ T(W). Lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, T'(1V) es conexo y asi 7'(1¥) es un subcontinuo de X. O

Teorema 2.10. Sean X un espacio métrico compacto, A’y B subconjuntos cerrados
no vacios de X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) T(A)N B =10.

(2) Existen dos subconjuntos cerrados M y N de X tales que A C Int(M), B C
Int(N)yT(M)N N = (.

Demostracion. Supongamos que T'(A) N B = (), entonces B C X \ T'(A). Asi, para
cada b € B existe IV, un subcontinuo de X tal que b € Int(W},) C W), C X\ A. Luego
{Int(W},) }re es una cubierta abierta de B. Como B es compacto, existen by, ..., b, €
Btales que B C |J_, Int(W,) € J;_, Ws, € X \ A. Como X es un espacio métrico
existen dos subconjuntos abiertos U y V' de X tales que

n

AcCcUcC(U)c X\(U(Wbi)) y

i=1

BcVc V) c|m(w,).
i=1
Sean M = CI(U) y N = CI(V'). Entonces M y N son subconjuntos cerrados de X
tales que A C Int(M) y B C Int(N). Notemos que T(M) N N = (), ya que de lo
contrario si existe z € X tal que x € T'(M) N N, entonces existe un subcontinuo de
X, digamos Z,talquex € Int(Z) C Z C X\ Myz € N.

Ahora, supongamos que existen dos cerrados M y N de X tales que
ACcInt(M),BC NyT(M)nN = 0.

Se sigue de la Proposicion 2.6, que T'(A) C T(Int(M)) C T(M). AsiT(A)N B =
0. O

Teorema 2.11. Sean X un continuo y p,q € X. Entonces X es semiaposindético en
pyqgsiysolosipe X \T({q})oqe X \T({p}).

Demostracion. Supongamos X es semiaposindético en p y ¢, entonces existe I sub-
continuo de X tal que {p,q} NInt(W) £ Dy {p,q} N X\ W # 0. Asi, p € Int(W)
yq¢ Wobieng € Int(W)yp ¢ W.Dedonde p € Int(W) Cc W C X\ {¢} o
geInt(W)cW C X\ {p}.Porlotantop € X \ T(q) oq € X \ T(p).

Ahora, supongamos que p € X \ T'(¢) o ¢ € X \ T'(p). Entonces existe IV un sub-
continuo de X talque p € Int(W) C W C X \ {qg} oqg e Int(WW) C W C X \ {p}.
Luegop e Int(W)yqg ¢ WogqgeInt(W)yp ¢ W.Asi {p,q} NInt(W) = {p} y
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{p,a} " XAW ={q}o{p ¢} NInt(W) = {q} y {p,q} N X \ W = {p}. Se sigue
que {p, ¢} NInt(W) £ Dy {p,q} N X \ W # (. Por lo tanto X es semiaposindético

enpyq. ]

Teorema 2.12. Sean X un continuo y p,q € X. Entonces X es aposindético en p con
respecto a q siy sélo sip € X \ T(q).

Demostracion. Si X es aposindético en p con respecto a g, entonces existe ¥ un sub-
continuode X talquep € Int(W)yqge X\ W.Asipe Int(W) Cc W C X \ {q}.
Por lo tanto p € X \ T'(q).

Ahora supongamos p € X \ 7'(¢q), de esta manera existe C' un subcontinuo de X tal
que p € Int(C') € C C X \ {q}. Luego, p € Int(C)y g € X \ C. Por lo tanto, X es
aposindético en p con respecto a q. [

Teorema 2.13. Un continuo X es aposindético si y solo si T'(p) = {p} para cada
peX.

Demostracion. Supongamos que X es aposindético. Sea p € X, entonces {p} C
T(p). Como X es aposindético, X es aposindético en p con respecto a g para cada
q € X \ {p}. Se sigue del Teorema 2.11 que ¢ € X \ T'(p), para cada ¢ € X \ {p}.
Asi, X \ {p} € X \ T'(p). Entonces T'(p) C {p}. Por lo tanto, T'(p) = {p}.

Sea p € X y supongamos 7'(p) = {p}. Sea ¢ € X con q # p. Entonces ¢ ¢ T(p), es
decir, ¢ € X \ T'(q). Luego, por el Teorema 2.12, X es aposindético en p con respecto
a q. Como es para cualquier p y ¢ en X, se sigue que X es aposindético. ]

Proposicion 2.14. Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo si y solo si
para todo subconjunto cerrado A de X se tiene que T'(A) = A.

Demostracion. Supongamos X es localmente conexo. Sea A un subconjunto cerrado
de X. Por la Proposicién 2.6, A C T'(A). Veamos que T(A) C A, mostrando que,
X\ACX\T(A).

Seap € X \ A. Como X \ A es abierto, existe un subconjunto abierto U de X tal que
pe U CCIU) C X\ A. Como X es localmente conexo, existe V' un subconjunto
abierto y conexode X talquep € V C CI(V) C CI(U) C X\ A. Asi, p € X \T(A).
Se sigue que, T'(A) C A. Por lo tanto, T'(A) = A.

Ahora, supongamos 7T'(A) = A, para cada subconjunto cerrado A de X.Seap € X'y
U un subconjunto abierto de X tal que p € U. Como X \ U es cerrado, por hipétesis
T(X\U)=X\U.Asi,p ¢ X\ U. Se sigue que, existe /' un subcontinuo de X
tal que p € Int(W) C W C X \ (X \ U) = U. De la Proposicién 1.43, X es conexo
en pequefio en p. Como p es arbitrario, se tiene que X es conexo en pequefio en cada
punto y por tanto es localmente conexo. O]

Teorema 2.15. Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo si y sélo si
T(Y) =Y para cada subcontinuo 'Y de X.
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Demostracion. Supongamos X es localmente conexo. Consideremos Y un subconti-
nuo de X, como Y es cerrado se sigue de la Proposicion 2.14 que 7'(Y) =Y.

Ahora, supongamos 7'(Y') = Y para cada subcontinuo Y de X. Sea () un abierto de
X, basta probar que las componentes de () son abiertas.

Sea p € @, por hipétesis T'(p) = {p}. Asi, paracadax € X \ @) C X \ {p}. Existe
W, subcontinuo de X tal que z € Int(W,) C W, C X \ {p}. Como X \ Q) es com-
pacto y {Int(WW,)}.co es una cubierta abierta de X \ (), existen Wy, ..., W,, continuos
tales que X \ Q C U, Int(W;) c U, W; € X \ {p}, sin pérdida de generalidad
supongamos que n es el menor natural tal que W7y, ..., W, cubren a X \ Q.

SealU = X \ (U;_, W;) y sea P la componente de Cl(U) tal que p € P. Veamos que
p € Int(P) C P C Q. Por el Teorema 1.81, cada componente de C1(U) intersecta
a |J;_, W;. Sea P’ una componente de Cl(U), distinta de P y supongamos que P’
intersecta a W; y Wy, donde j, k € {1,...,n} y j # k. De esta manera P’ U W; U W,
es un continuo pues es cerrado y conexo.

Sea W' = {Wy, Wy, .., W,,, PPUW,; UW,} \ {W;, W;}. Entonces W' tiene n — 1
elementos y X \ Q C (U, Wi) U (P"UW; U W) lo cual es una contradiccién
al hecho de suponer que n era la minima cantidad de continuos que cubren a X \ Q.
Por la minimalidad de n, ninguna componente de C1(U), salvo P, puede intersectar
a mds de un W}, pues de lo anterior, si para cada j € {1,...,n}, A; denota la unién
de todas las componentes de C1(U) que intersectan a 1¥/; entonces para cada j # k

AjﬂAkCP.

Por otro lado, como p ¢ T'(W,) = W, paracada j € {1, ..., n}, existe un subcontinuo
K; tal que p € Int(K;) C K; C X \ W,. Entonces K; N (A; \ P) = (. Para ver
esto, supongamos existe © € K; N (A4; \ P). Sea L la componente de K; N Cl(U)
que contiene a x. Por el Teorema 1.81, L N Frg (K; N CI(U)) # (. Esta frontera estd

contenida en U W;. Siy € Frg, (K; N CI(U)), entonces y € CI(U). Por otro lado, si
y € Uentonces ye K;NUCK;NCIU) y (K;NnU)N(K; \ (K;NCLU))) =0,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, y € CI(U) \ U C U W;. Por tanto, existe,
i=1

ke {l,....,n}\ {j} tal que L N W} # . Pero L. C M, para alguna componente

MdeCl(U),M # Py P C A, porloque MNW;, = (), 1o cual es una contradiccidn.

Por lo tanto, ﬂ K;n (U(Aj \ P)) = (. De donde se tiene que m K; C P.Como

=1 i=1 i=1

p € Int(ﬂ K;), resulta que p € Int(P). Por lo que, P es una vecindad conexa de p
i=1

contenida en (). Como p es arbitrario de (), se tiene que las componentes de () son

abiertas. O
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Proposicion 2.16. Sea X un continuo. Entonces X es indescomponible si y solo si
T(p) = X, para todo punto p € X.

Demostracion. Supongamos que X es indescomponible, entonces todo subcontinuo
propio de X tiene interior vacio. Luego, T'(p) = X, para todo p € X.

Ahora, supongamos que 7'(p) = X para todo p € X. Supongamos X es descomponi-
ble. Entonces existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B. Sean
a€ Aybe Btalesquea € A\Bybe B\ A.Entoncesb € Int(B) C B C X \{a}.
Por lo que, T'(a) # X. Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, X es indescompo-
nible. []

Corolario 2.17. Si X es un continuo indescomponibe, entonces T(A) = X para cada
subconjunto cerrado A de X.

Demostracion. Sea A C X cerrado. Como A = U{p} se sigue que U T(p) C

peEA peEA
T'(A). Pero por la Proposicién 2.16, T'(p) = X paracadap € A. Asi X C T(A). Por
lo tanto, T'(A) = X. O

Lema 2.18. Sean X es un continuo descomponible e irreducible, Y y Z subcontinuos
propios y ajenos de X. Entonces X \ (Y U Z) tiene a lo mds tres componentes.

Demostracion. Dado que X es irreducible, por el Teorema 1.41, X \ Y tiene a lo mas
dos componentes. Supongamos que X \ Y = U UV, donde U y V' son subconjuntos
abiertos y conexos de X, Z C U y V ser vacio. De manera andloga, supongamos que
X\ Z = HUK,donde H y K son subconjuntos abiertos y ajenosde X,Y C Hy K
puede ser vacio. Sea R = (U \ Z) N (H \ Y). Observemos que R es un subconjunto
abierto de X, que CI(R)NY # 0y que CI(R) N Z # .

Afirmacién (i): R es conexo. Supongamos que no lo es. Por el Teorema 1.81, se
tiene que si C' es una componente de R entonces CI(C') N (Y U Z) # (). Si existiera
una componente C' de R tal que CI(C)NY # () y que CI(C) N Z # () entonces
V' UY UCIC) U Z U K seria un subcontinuo de X que contendria a sus puntos de
irreducibilidad, de donde X = VUY UCI(C) ¢ ZUK.Como RN(VUYUZUK) =)
resultaria que R C CI(C). De donde R seria conexo, pues C C R C CI(C), lo cual
contradiria nuestra suposicién. Por tanto, para toda componente C' de R se tiene que
CI(C)NY =0oCI(C)N Z = . Sean

A ={CI(C) : C es una componente de Ry C1(C)NY # 0}

y
B = {CI(C) : C es una componente de Ry CI(C) N Z # 0}.

Afirmacién (4i): Ay B son no vacios. Supongamos 3 = (). Observemos que V UY U
(U A) es un conjunto conexo y que (| J.A) no lo es. Asi que existen dos subconjuntos
JyLdeVUY U(UJA)tales que | JA = J U L. Notemos que VUY U J y que
V' UY U L son conjuntos conexos (véase [10], pdgina 133). De esta manera se tiene
que VUY UCIJ)NZ #DBoque (VUY UCI(L))NZ # (). Supongamos que
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(VUY UCI(J)) N Z # (. Por lo anterior resulta que, (VUY UCI(J))UZ U K esun
subcontinuo propio de X que contiene a sus puntos de irreducibilidad , lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto B # (). Andlogamente se tiene que A # (). Observemos
que, como X es un continuo, C1(|JA)NCl(UB) # 0. Seaz € CI(|J.A) N C1( B).
Como z € CI(|J.A), existe una sucesion {a, },cn de puntos de | J.A que converge a
x. Para cada n € N sea CI(C,,) € A tal que x € CI(C,,). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que la sucesion {CI(C),) },cn de subcontinuos de X, converge a un
subcontinuo 7" de X, pues C'(X) es compacto. Notemos que TNY # )y que x € T.
De manera semejante podemos argumentar la existencia de un subcontinuo 7" de X
tal que 7" N Z # (0 y que € T'. De lo anterior se sigue que, VUY UTUT' UZUK
es un subcontinuo propio de X que contiene a sus puntos de irreducibilidad, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto R es conexo.

Por otra parte observemos que

X\[(VUY)U(ZUK)] = (X\V)N(X\Y)N(X\2)N(X\K)
= UnNnY)n(X\Y)N(X\Z2)N(HNZ)
= UNH
= UNnX\Y)N(X\Z)NnH
= UNnX\2)Nn(X\Y)NnH
= (U\NZ2)n(H\Y)

R.

ComoVNYUZUK)=0yKnN(ZUY UV) = {setieneque X \ (YU Z) =
VURUK. ]

Proposicion 2.19. Si X es un continuo irreducible, entonces X es débilmente irredu-
cible.

Demostracion. Sea {Z;}!'_, una familia de subcontinuos de X ajenos entres si. Para
cada j € {1,...,n}, porel Lemma 1.41, podemos suponer que X \ Z; = U; UV
donde U; y V; son subconjuntos abiertos conexos. Sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que para cada j € {2,...,n — 1}, I} Z, C U; y Us=js1 Zx C Vj.

Paracadaj € {1,....n—1},sea R; = (V;\Z;41)N(U;11\Z;). Porel Lema 2.18, R; es

n—1
un subconjunto abierto y conexo de X . Notemos que X \ ( U Z;) = UyJ( U R;)UV,,.

j=1 j=1
n

De donde X \ U Z; tiene a lo mas n + 1 componentes. Por lo tanto, X es débilmente
j=1
irreducible. O

Para el siguiente ejemplo recordemos la Definicion 2.3. El ejemplo muestra un conti-
nuo que no es 7'-simétrico.
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Ejemplo 2.20. Sea X el abanico arménico dado en la Definicion 1.17. Consideremos
los puntos p = (3,0), ¢ = (2,0) en X. Notemos que, T'(p) = {(z,0) : x € [5,1]} y
T(q) = {(z,0) : € [2,1]}. Ademds, T(q) N {p} = 0 pero T(p) N {q} # 0. Por lo
que, X no es T-simétrico (véase Figura 2.1).

O .

l_'_l

T(p)

hel
o

Figura 2.1: En la figura a la izquierda se observa T'(p) y en la figura a la derecha T'(q).

Teorema 2.21. Si X es un continuo débilmente irreducible, entonces X es T-simétri-
co.

Demostracion. Sea X un continuo débilmente irreducible y sean A y B subconjun-
tos cerrados de X. Supongamos que A N T'(B) = (). Veamos que BN T(A) = 0.
Como ANT(B) = 0, para cada a € A, existe W, un subcontinuo de X tal que
a € Int(W,) C W, € X \ B. Como A es compacto y {Int(W,)},c es una cubierta

abierta de A, existen ay, ...,a, € A tales que A C UInt(Wai) C U W, C X\ B.

i=1 =1

De lo anterior, B C X \ U W, C X\ UInt(Wai) C X\ A.Seab € B, como X es

=1 =1

n
débilmente irreducible, X \ U W,, tiene un numero finito de componentes.
i=1

n
Afirmacion: las componentes de X \ U W,, son abiertas en X.

i=1
n

Supongamos 71, ..., Z,, son las componentes de X \ U W,,, sabemos que cada Z; es
i=1
cerrado en X \ U W, por ser una componente de X \ U W,,.Seak € {1,...,m},
i=1 i=1
entonces [ J;_, ;. Z; es cerrado en X\U W,,. Observemos que Z;, = (X\U W)\
' i=1

=1

( U Z;). Por lo que Zj, es abierto en X \ U W,,. Como X \ U W,, es abierto en

j=1,j#k i=1 i=1
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XyZ,=(X\ U W,.) NV}, para Vj, abierto en X, se sigue que Zj, es abierto en X.

i=1
Sea C' la componente de X \ U W., que contiene a b. Entonces, b € Int(C') C
i=1

CI(C) € X\ | JInt(W,,) € X \ A. Asi, b ¢ T(A). Por lo tanto BN T'(A) = 0.
1=1

Andlogamente, si B N T(A) = () entonces A N T(B) = (. Por lo tanto, X es T-
simétrico. O]

Corolario 2.22. Si X es un continuo irreducible, entonces X es T-simétrico.

Demostracion. Como X es irreducible por la Proposicion 2.19, X es débilmente
irreducible. Luego, por el Teorema 2.21, X es T-simétrico. ]

De la Definicion 2.3, podemos decir que un continuo X es 7'-aditivo si para cualquier
pareja de subconjuntos cerrados Ay Bde X, T(AUB) =T(A)UT(B).

Proposicion 2.23. Un continuo T-simétrico es T-aditivo.

Demostracion. Sea X un continuo 7'-simétrico. Sean Ay B subconjuntos cerrados de
X. Por el Teorema 2.6, T(A)UT(B) C T(AUB). Veamos que T(AUB) C T(A)U
T(B).Seax € T(AU B), entonces {z} N T(AU B) # (. Como X es T-simétrico
T(z)N(AUB) # 0. Porloque, T(x)NA# Qo T(x)NB # 0. Asi, {x} NT(A) # 0
o{x} NT(B) # (), pues X es T-simétrico. Entonces = € T(A) o z € T(B). Luego
T(AUB) C T(A)UT(B).Porlotanto, (AU B) = T(A) UT(B). O

El siguiente ejemplo muestra un continuo que no es 7'-aditivo.

Ejemplo 2.24. La suspension de la sucesion armonica es un continuo que no es T-
aditivo, ver Figura 2.2. T'(a) = {a}, T'(b) = {b} y T({a,b}) = ab. Donde ab repre-
senta al arco limite (véase Figura 2.2).

Figura 2.2: Suspension de la sucesion arménica
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Proposicion 2.25. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente entonces X es
T'-aditivo.

Demostracion. Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Sean A y B sub-
conjuntos cerrados de X. Por el Teorema 2.6, T'(A) UT(B) C T(A U B). Veamos
que T(AU B) C T(A) UT(B), para ello probaremos que X \ (T'(A) U T(B)) C
X\T(AUB).

Seaz € X\ (T(A) UT(B)), entonces x € X \T(A)yx € X \ T(B). Asi,
existen subcontinuos W y Wy de X tales que x € Int(W;) € W, € X\ Ay
x € Int(Wy) € Wy C X \ B. Sea W = W; N Ws. Dado que X es hereditariamente
unicoherente, ¥ es un subcontinuo de X que contiene a z en su interior a saber,

x € Int(Wl) N IHt(Wg) C Int(W1 N Wg) C W1 N W2 cX \ (A U B)
Por lo que, z € X \ T(AU B). Por lo tanto, T(AU B) = T(A) UT(B).

O]
Proposicion 2.26. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X. Si p ¢
T'(A), entonces existe un subconjunto abierto U de X tal que A C U yp ¢ T(CI(U)).

Demostracion. Como p ¢ T(A), existe un subcontinuo W de X tal que p € Int(WW) C
W C X \ A. Por la normalidad de X, existe un abierto U de X tal que A C U C
Cl(U) c X \ W. Por lo tanto, p ¢ T(CL(U)). O

X,

Corolario 2.27. Si X es un continuo T-aditivo y A es un subconjunto cerrado de
entonces T(A) = U T(p).

pEA

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado de X. Si p € A, entonces T'(p) C
T(A). Asi, | T(p) c T(A).

pEA
Ahora, sea © € X tal que ¢ T(p) para cada p € A. Por la Proposicién 2.26, para
cada p € A, existe un abierto U, de X tal que p € {p} C U,y z ¢ T(CI(U,)). Asi,
{U,}pc4 es una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existen py, ...,p, € A

tales que A C |J;_, U,,. Entonces = ¢ UT (CI(U,,)). Dado que X es T-aditivo
i=1

se tiene que = ¢ T(U Cl(U,,)) y por tanto = ¢ T'(A). Por lo tanto, U T(p) C
=1

i
pEA

T(A). ) O

Proposicion 2.28. Si X es un continuo T-simétrico entonces X es T-simétrico pun-
tual.

Demostracion. Sean p'y ¢ puntos en X, tenemos que {p} y {¢q} son cerrados en X.
Como X es T-simétrico, {p} N T(q) = @ siy sélosi {¢} N T(p) = 0, es decir, X es
T'-simétrico puntual.

O]
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Proposicion 2.29. Un continuo X es T-simétrico si'y solo si X es T-simétrico puntual
y T-aditivo.

Demostracion. Supongamos que X es T-simétrico. Por la Proposicion 2.23, X es T-
aditivo. Ademas, por la Proposicion 2.28, x es T'-simétrico puntual.

Ahora, supongamos que X es 7-simétrico puntual y 7T-aditivo. Sean A y B dos sub-
conjuntos cerrados de X. Supongamos que ANT(B) = 0y BNT(A) # (. Sea
x € BNT(A)entonces z € By x € T(A), notemos que = ¢ A pues en caso con-
trariox € AN B C ANT(B), lo cual es una contradiccién. Por otro lado, como X
es T-aditivo, por el Corolario 2.27, tenemos que 7'(A) = U T'(a), asi, existe a € A,

acA
tal que © € T'(a). Ademds como X es T-simétrico puntual, se sigue que a € T'(z).

Dadoque z € Bya € T(xz) C T(B) tenemos que a € AN T(B), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, BN T(A) = (. Asi, X es T-simétrico. O

Proposicion 2.30. Si X es un continuo T-aditivo y aposindético, entonces X es lo-
calmente conexo.

Demostracion. Por la Proposicion 2.14, basta probar que 7'(A) = A para cada sub-
conjunto cerrado A de X.

Sea A un subconjunto cerrado de X, por el Corolario 2.27, T'(A) = U T'(p). Como

peEA
X es aposindético, por el Teorema 2.13, T'(p) = {p}. Asi, T(A) = U T(p) =
pEA
U {p} = A.Por lo tanto, X es localmente conexo. O
pEA

Corolario 2.31. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente y aposindético
entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Como X es hereditariamnete unicoherente, por la Proposicion 2.25,
X es T-aditivo. Como X es aposindético, por la Proposicion 2.30, X es localmente
conexo. []

El siguiente teorema es parte importante dentro de este trabajo y puede ser consultado
en [15, Teorema 2.38, pagina 42].

Teorema 2.32. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre conti-
nuos. Sean A C X y B C Y entonces:

(1) Ty(B) C f(Tx(f~(B)))

(2) Si f es mondtona, entonces f(Tx(A)) C Ty (f(A))y Tx(f~Y(B)) C
f Ty (B)).

(3) Si f es mondtona, entonces Ty (B) = f(Tx(f~*(B))).
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(4) Si f es abierta, entonces [~ (Ty(B)) C Tx(f~1(B)).

(5) Si f es mondtona y abierta, entonces [~ (Ty(B)) = Tx(f~'(B)).

Demostracion. (1) Seay € Y\ f(Tx(f~'(B))). Entonces f~'(y)NTx(f~1(B)) = 0.
Se sigue que, paracadax € f(y), z ¢ Tx(f~(B)). Es decir, paracadaz € f~!(y)
existe W, un subcontinuo de X tal que = € Int(W,) C W, C X \ f~!(B). Luego,
como f~'(y) es compacto y {Int(WW,)},cs-1(,) es una cubierta abierta de f~'(y),
existen 1, ..., r, € f~(y) tales que

Ulnt UW c X\ fNB).

Entonces se tiene que, (U W) N fYB) =0y f(y) N W,, # 0 para cada

=1
n

i € {1,...,n}. Por lo que, f(U W,,) N B = () y dado que f es continua, tenemos

=1
n

que f (U ;) €s compacto conexo y no vacio, es decir, es un subcontinuo de Y.
=1

Ahora, notemos que Y\ f(X \ U Int(W,,)) es un subconjunto abierto en Y.
=1

Afirmacion: Y\ f(X \ U Int(W,,,)) C f(U W, ).

=1 =1

Para ello, notemos que U Int(W,,) C U W,,, entonces X \(U 2) C X\( U Int(WW,.,)

=1 =1 =1

Luego, f(X \ UW% ) C f(X\ UInt ) entonces Y\ f(X \ UInt 2;)) C
i=1

=1

Y\ X\ U W,,). Dado que f es suprayectiva,

Y\fX\UInt CfX\X\UWmZ UWm).

n
De lo anterior se tiene que f (U W,,) es un subcontinuo de Y tal que

=1

n

er\fX\UInt ) € Int(f(( W, ))Cf(U ) C Y\ B.

=1 i=1

Asiy € Y \ Ty(B). Por lo que, Y \ f(Tx(f"*(B))) C Y \ Ty(B). Es decir,
Ty(B) C f(Tx(f1(B))).
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(2) Supongamos que f es monétona. Veamos que f(Tx(A)) C Ty (f(A)). Seay €
Y \ Ty (f(A)), entonces existe W un subcontinuo de Y tal que y € Int(W) C W C
Y\ f(A). Se sigue que

7 y) € fHIne(W)) € f7HW) € fTHY N f(A)) € X\ A
Por lo tanto, f~!(y) C X \ A.

Como [ es monétona y W es un subcontinuo de Y por la Proposicion 1.95, se tie-
ne que f~'(W) es un subcontinuo de X. Ahora, como f~!(y) C f~'(Int(W)) C
f7H W) C X\ Asetiene que f~!(y) NTx(A) = 0. Porlotanto, y € Y\ f(Tx(A)).
De donde, f(Tx(A)) C Ty (f(A)).

Veamos que Tx (f~'(B)) C f~Y(Tv(B)).Seaz € X \ f~'(Ty(B)) enonces f(z) ¢
Ty (B). Asi, existe W un subcontinuo de Y tal que f(z) € Int(W) C W C Y\ B. Se
sigue que,

v € [THInt(W)) C W) C fHYAB)C [T\ [T (B) =X\ [TH(B).

Dado que f es mondtona, por la Proposicién 1.95, tenemos que f~!(7/) es un sub-
continuo de X. Porlo que,z € X\Tx(f~1(B)). Asi Tx(f~1(B)) c X\ f Ty (B)).

(3) Supongamos f es monétona. Veamos que Ty (B) = f(Tx(f~'(B))). Por el in-
ciso (1), tenemos que Ty (B) C f(Tx(f~'(B))) y por el inciso (2), tenemos que
Tx(/(B)) C f~'(Tv(B)). De donde, f(Tx(f(B))) C (/" (Tv(B))). Dado
que f es suprayectiva se tiene que f(f~'(Ty(B))) = Ty(B). De tal manera que
Ty(B) C f(Tx(f*(B))) C Ty(B). Por lo tanto, f(Tx(f*(B))) = Ty (B).

(4) Supongamos f es abierta. Sea x € X \ Tx(f~*(B)) entonces existe W un sub-
continuo de X tal que x € Int(IWW) C W C X \ f~(B). Se sigue que,

f(x) € f(Int(W)) C (W) C F(X\ f7H(B)) € F(X)\F(fH(B) CY\B.

Como f es abierta, f(Int(11)) es un subconjunto abierto de Y y dado que f (V) note-
mos que f(W) es un subcontinuo de Y entonces f(Int(W)) C Int(f(W)) C f(W).
ASE, [(2) € Y\ Ty (B). Porlo que, z € (¥ \ Ty(B)) = f(¥)\ /- (Ty (1)) =
X\ f71(Tv(B)). De donde, ! (Ty(B)) C Tx(f~'(B)).

(5) Supongamos f es abierta y monétona. Por el inciso (2) se tiene que Tx (f~1(B)) C
/YTy (B)). Por (4) tenemos que f~'(Ty(B)) C Tx(f~(B)). Por lo tanto,
fHTy(B)) = Tx(f1(B)). N

Teorema 2.33. Si f : X — Y una funcion continua, mondtona y suprayectiva entre
continuos tal que X es T'-simétrico entonces Y es T-simétrico.

Demostracion. Sean A'y B dos subconjuntos cerrados de Y tales que A N Ty (B) =
(). Entonces por (3) del Teorema 2.32, tenemos que Ty (B) = f(Tx(f'(B))). Asi
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AN f(Tx(f'(B))) =0.Dedonde, f~1(A)NTx(f(B)) = 0.
Como X es T-simétrico, sabemos que Tx (f~1(A))N f~1(B) = (. Por la Proposicién
1.9, se sigue que

0= f(Tx(f7(A) N f7H(B)) = f(Tx(f7'(A))) N B. 2.1)

Por el inciso (3) del Teorema 2.32, tenemos que f(Tx(f~'(A))) = Ty (A), y aplican-
do (2.1) obtenemos:

f(Ix(f71(A)NB=Ty(A)NB = .
Por lo tanto, Y es T'-simétrico. O]

Teorema 2.34. Sea f : X — Y una funcion continua, monotona y suprayectiva
entre continuos. Si X es T'-aditivo entonces Y es T-aditivo.

Demostracion. Sean Ay B dos subconjuntos cerrados de Y. Entonces, por el inciso
(3) del Teorema 2.32. Tenemos:

Ty(AUB) = f(Tx(f"'(AUB)))
= f(Tx(fT(AUfH(B))
= f(Ix(f(A)UTx(f(B)))
= f(Tx(fH(A))) U F(Ix(f(B)))
= Ty(A)UTy(B)
Por lo tanto, Y es T-aditivo. O

2.3. Propiedades de la funcion 7'

En ésta seccion analizaremos las propiedades la funcién tipo conjunto 7°°°, definida
en [2] y la cual esta relacionada con la funcion 7" de Jones.
Para definir la funcién 7 necesitamos del siguiente concepto:

Definicion 2.35. Dado un continuo X. Decimos que un subconjunto A de X es T-
cerrado siempre que T(A) = A.
Denotamos por T(X) al conjunto de los subconjuntos T-cerrados de X.

T(X) ={AC X :T(A) = A}.

Teorema 2.36. Dado X un continuo, notemos que se cumplen las siguientes proposi-
ciones:

(1) Si A € T(X), entonces A es un subconjunto cerrado de X, es decir, T(X) C
2% U {0}.

(2) X es localmente conexo si 'y sélo si T(X) = 2% U {0}.
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(3) X es aposindético si 'y solo si F1(X) C T(X).

Demostracion.

(1) Por (2) del Teorema 2.6, tenemos que 7'(A) es cerrado.

(2) Se sigue de la Proposicion 2.14.

(3) Se sigue del Teorema 2.13. O

Teorema 2.37. Sea X un continuo. Si A € T(X) y K es una componente de A,
entonces K € T(X).

Demostracion. Sea A € T(X) y sea K una componente de A. Sabemos que K C
T(K) asi por(3) del Teorema 2.6, T(K) C T(A) = Ay por el Teorema 2.9, tenemos
que T'(K) es conexo. Como K es una componente de Ay K C T(K) C A, se sigue
que T'(K) = K. Por lo tanto, K € T(X). O

Teorema 2.38. Sea X un continuo. Si { Ay }xcn es una familia de elementos de T(X),

entonces ﬂ Ay € T(X).
AeA

Demostracion. Sea { Ay} ea una familia de elementos de T(.X ). Entonces,

ﬂ Ay C T( ﬂ A,)  Por Teorema 2.6

AEA AEA
C ﬂ T(A,)  Por Teorema 2.6
AEA
= ﬂ A,
AeA
Por lo tanto, 7'( ﬂ Ay) = ﬂ T(Ay). O
AeA AEA

Teorema 2.39. Si X es indescomponible, entonces T(X) = {X, 0}.

Demostracion. Notemos que {X, ()} C T(X). Por otro lado, por la Proposicién 2.16
tenemos que 7'(p) = X para todo p € X pues X es indescomponible. Por lo que
T(Y) = X para todo Y subconjunto no vacio de X. Asi,siY € T(X)yY # 0
entonces Y = X. Por lo tanto, T(X) = {X, 0}. O

Teorema 2.40. Sea [ : X — Y funcion mondtona entre continuos. Si B € T(Y),
entonces [~!(B) € T(X).

Demostracion. Sea B € T(Y), entonces Ty (B) = B. Notemos que f'(B) C
Tx(f~Y(B)). Veamos que Tx(f~*(B)) C f~(B).Seax € X \ f~*(B), entonces
f(z) ¢ B.Como Ty (B) = B, sesigue que f(z) ¢ Ty (B). Asi, existe un subcontinuo
W deY tal que f(z) € Int(W) C W C Y\ B. Ahora, como f es monétona, f~ (W)
es un subcontinuo de X'y

v € f7H(f(z) C fTH(Int(W)) C fTH(W) C fHY\B) C X\ f7(B).

De donde, = ¢ T(f'(B)). Luego X \ f~%(B) ¢ X \ T(f~%(B)). Por lo tanto,
T(f~4(B)) = f7(B). O



2.3. PROPIEDADES DE LA FUNCION T 65

Corolario 2.41. Sea f : X — Y una funcion mondtona entre continuos. Entonces
(V)] < [T(X)].

Demostracion. Sea ¢ : T(Y) — T(X) definida como ¢(A) = f~(A). Notemos
que, ¢ estd bien definida, por el Teorema 2.40. Ahora, veamos que ¢ es inyectiva.
Supongamos que ¢(A) = ¢(B) con A, B € T(Y). Como p(A) = f71(A)y ¢(B) =
f~YB), se sigue que f~*(A) = f~1(B). Luego dado que f es suprayectiva, A =
F(f7YA)) = f(f~Y(B)) = B. Asi, ¢ es inyectiva. Por lo tanto, |T(Y)| < |Z(X)].

[

El siguiente ejemplo muestra como |T(Y")| puede ser finita mientras que |T(X)| es no
numerable.

Ejemplo 2.42. Sea K el arcoiris de Knaster ([6], pdgina 16), y B = [—1,0] x {0}.
Consideremos X = K U B y definamos la funcion f : X — K como

_J (@y) si(zy) ek
f@.y) _{ (0,0) si(z,y) € B.
Asi, [ es una funcion mondtona. Notemos que, si A es un subconjunto cerrado y no

vacio de B\ {(0,0)}, por el Teorema 2.39, A € T(X). Ast, T(X) es no numerable.
Por otro lado, por el Teorema 2.16, (K ) = { K, 0} (véase Figura 2.3).

K| < [2(X)]

Sl

Figura2.3: f : X — K.

Por lo tanto,

Definicion 2.43. Sean X un espacio métrico, T : P(X) — P(X) la funcion T de
Jones. Definimos TS : P(X) — P(X) de manera inductiva como:

» TY(A) = (Tx o Ty 1) (A), si a es un ordinal sucesor.

n T¢(A) = Cl( U Ty (A)), si v es un ordinal limite.

<o

Cuando no haya confusion omitiremos el subindice X y escribiremos solamente T“.



66 CAPITULO 2. FUNCIONES TIPO CONJUNTO

Teorema 2.44. Sea f : X — Y una funcion mondtona entre continuos. Si A es un
subconjunto de X, entonces f(T¢(A))) C T¥(f(A)) para todo ordinal c.

Demostracion. Procedamos por induccion transfinita.

» Consideremos a = 1. Por el Teorema 2.32 sabemos que, f(T%(A)) = TL(f(A)).
= Ahora supongamos f(T'¢(A))) C T¢(f(A)) para algtin ordinal a.

= Veamos que para a + 1 se tiene que f(T¢™ (A)) € T2 (f(A)). Sabemos que,

F(Tg ) = T 4)

Ty (f(T§(A)
Ty (T3(f(A)))
= TE(f(A)).

Por lo tanto, f(T%¢(A)) € TETH(f(A)).

-
C

= Ahora, consideremos un ordinal limite v y supongamos que para cada o < 7,
f(T¢(A)) C T¢(f(A)). Entonces

U r@) c U (ra). 2.2)

a<y a<y

Se sigue que :

F(T3(A) = fCu(|J T%(A))), porla Definicion 2.43

a<ly

= C’l(f(U T%(A))), pues f es cerrada

a<y

= Ol U f(Tg(A))), por hipétesis de induccién

a<ly

c Cul T¢(f(A), por(22)

a<y

= TY(f(A)), porlaDefinicién 2.43.
Ast f(Tx(A)) C Ty (f(A)).
Por lo tanto, f(T'¢(A)) C T¢(f(A)) para todo ordinal «. O

Definicion 2.45. Sea X un continuo, definimos la funcion T> : P(X) — P(X)
como

=({Be%(X): AC B}.
Teorema 2.46. Sean X un continuoy A C X. Entonces

(1) T®(A) € T(X).
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(2) (ToT*®)(A)=(T*oT)(A)=T>A).
Demostracion. Sean X un continuoy A C X,

(1) Por el Teorema 2.38, (\{B € ¥(X) : A C B} € T(X). Luego, T*(A) €
T(X).

(2) Porelinciso (1), T°(A) € T(X). Asi, T(T>*(A)) = T>(A).
Notemos que,
T=(T(A)) = ({Be€I(X):T(A) C B}
C ({Be%(X): AC B}
= T(4)
= T(T*™(A)).

Seaa € T(A) = ({B € T(X) : A C B} entonces a € B para todo
B e T(X)talque A C B. Asi,a € Bpara B € T(X) talque T(A) C T(B).
Dado que B € ¥(X) se sigue que a € B para todo B € T(X) tal que
T(A) C B.Porloque, T(T>*(A)) =T>(T(A)).

Por lo tanto, (70 T®)(A) = (T o T)(A) = T (A).
O]
Teorema 2.47. Si X es un continuo, entonces existe un ordinal « tal que T = T,

Demostracion. Sea X un continuo. Consideremos v el primer ordinal mayor a la car-
dinalidad de X. Entonces dado un subcontinuo A de X, para la sucesion transfini-
ta {T7(A)}s-, existe un ordinal 34 < v tal que TP4*1(A) = TP4(A). Dado que
{T¥(A)}s< no puede aumentar v veces cuando X tiene menos puntos que esos. En-
tonces o = sup{f54 : A C X} es tal que 7> = T. ]

Teorema 2.48. Un continuo X es aposindético si'y sélo si T (x) = {x} para cada
r e X.

Demostracion. Por el Teorema 2.13 sabemos que X es aposindético si y sélo si
T(x) = {z} paratodo x € X. Asi, T'(z) = {x} siy sélo si

T(x) = (B € TX) : {z} C B} = {«},
paracadax € X. [

Teorema 2.49. Un continuo X es localmente conexo si 'y solo si T(A) = A para
cada A € 2X.

Demostracion. Por el Teorema 2.14 sabemos que X es localmente conexo si y sélo si
T(A) = Aparatodo A € 2%, Asi, T(A) = Asiy solo si

T(A)=({BeI(X):ACB}=A

para cada A € 2%, O
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Teorema 2.50. Un continuo X es localmente conexo si'y solo si T*(A) = A para
cada subcontinuo A de X.

Demostracion. Por el Teorema 2.15 sabemos que X es localmente conexo si 'y sélo si
T(A) = A para todo A subcontinuo de X. Asi, T'(A) = A siy sélo si

T>(A)=({BeTX):ACB}=4A

para cada A € C(X). O

Teorema 2.51. Si X es un continuo indescomponible, entonces T(A) = X para
cada A € 2X.

Demostracion. Por el Teorema 2.16, sabemos que X es indescomponible si y sélo si
T(A) = X paratodo A € 2%, Asf,

T*(A)=({BeTX):ACB}=X

para cada A € 2%, O

Teorema 2.52. Sea f : X — Y una funcion mondtona entre continuos. Si A es un
subconjunto de X, entonces f(T¥(A)) C Ty (f(A)).

Demostracion. Por el Teorema 2.47 sabemos que 7 = T'“ para algin ordinal a.
Luego, por el Teorema 2.44, f(T'¢(A)) C TP (f(A)). Asi, f(TF(A)) C T (f(A)).
O

Corolario 2.53. Sea [ : X — Y una funcion monétona entre continuos. Si Y es
aposindético, entonces f |T)o(o (x) €S una funcion constante para cada v € X.

Demostracion. Sea v € X. Por el Teorema 2.52, f(T¥(x)) C Ty°(f(z)) y por el
Teorema 2.48, Ty°(f(x)) = f(x). Por lo tanto, f|re(,) es constante. O

Teorema 2.54. Sea f : X — Y una funcion abierta y mondtona entre continuos. Si
B CY, entonces T¢(f~1(B)) = f~YT¢(B)) para cada ordinal «.

Demostracion. Procedamos por induccién transfinita.

= Dado que f es abierta y monétona, se sigue del Teorema 2.32 que, 5. (f~!(B)) =
fHTy(B)).

» Supongamos que T¢(f~1(B)) = f~Y(T¢(B)) para algtin ordinal .

= Veamos que para o + 1 se cumple que 7% (f~1(B)) = f~1(T>(B)).

TR (fH(B) = Tx(TR(f71(B))

(B))) Por hipétesis de induccién
= [ (Iy(Ty(B))) Por base de induccién
= [TUIPTH(B)
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= Sea v un ordinal limite y supongamos que para cada @ < -y se tiene que
TR(f71(B)) = f~1(T¥(B)). Mostraremos que, T3 (f~(B)) = [~ (T}(B)).
Como T¢(f~Y(B)) = f~1(T¥(B)), entonces

UT((B8) = r 1 (13(B).

a<ly a<ly
Asi
T f(B) = Cl( U Te(fH(B))) Por la Definicién 2.43
a<y
= CI U fH(T¥(B))) Por hipétesis de induccion
a<ly
= feul i s))
a<ly
= fHTY(B)) Por la Definicién 2.43.
De donde, T (f~(B)) = f~HTy(B)).
Por lo tanto, T¢(f~*(B)) = f~Y(T¢(B)) para cada ordinal c. O

Teorema 2.55. Si f : X — Y es una funcion abierta y mondétona entre continuos,
entonces T (f~Y(B)) = f~Y(Te°(B)) para cada B C Y.

Demostracion. Sean «q y a1, como en el Teorema 2.46, los ordinales para X y Y,
respectivamente, tales que
T =T y Ty =Ty
Por el Teorema 2.46, T o T =T Asi, Ty = Tt y T = T,
Si a = sup{ay, a; } entonces por el Teorema 2.54. Tenemos que,

TE(f71(B) = Tx(f7(B)) = fTH(T¥(B)) = [~{(T*(B)).

2.4. Propiedades de la funcion K

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades ya conocidas acerca de la funcion
K definida en [7] por F. Burton Jones en 1948.

Definicion 2.56. Sea X un espacio métrico compacto, definimos la funcion K
P(X) — P(X) como

K(A) = ﬂ{C : C' es un subcontinuo de X tal que A C Int(C)}.

Ejemplo 2.57. Consideremos a X, el abanico armonico dado en la Definicion 1.17.
Sea p € [0,1], consideramos A = {(p,0)} C Ao. Entonces K(A) = {(z,y) € X :
x € [0,p],y = 0} (véase Figura 2.4). Notemos que T(A) = {(z,y) € X : z €
[p, 1],y = 0} distinto a K(A).
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Figura 2.4: Abanico arménico

Ejemplo 2.58. Consideremos a X, la curva senoidal dada en la Definicion 1.16.
Sean p, q,r tres puntos en A, K({p, q,7}) es el arco mds pequerio que contiene a los
tres puntos. Si t es un punto en J = {0} x [—1, 1], entonces K (t) = J (véase Figura
2.5).

IV

Figura 2.5: Curva Senoidal y puntos ¢, p, g, 7.

Proposicion 2.59. Sea X un espacio métrico compacto, entonces
(1) Si A C X, entonces A C K(A).
(2) Si A C X ,entonces K(A) es un subconjunto cerrado de X.
(3) Si Ay B son subconjuntos de X tales que A C B, entonces K(A) C K(B).
(4) Si Ay B son subconjuntos de X, entonces K(A)U K(B) C K(AU B).

Demostracion.
()Sea z € X \ K(A) entonces existe un subcontinuo W de X tal que = ¢ W'y
A C Int(IW). Luego, z € X \ A. Porlo tanto, A C K(A).

(2) Se sigue inmediatamente del hecho que K (A) es interseccion arbitraria de cerra-
dos.
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(3) Sean A y B subconjuntos de X tales que A C B. Siz € X \ K(B), entonces
existe W un subcontinuo de X tal que z ¢ W'y B C Int(W). Como A C B, se sique
quez ¢ Wy ACInt(W).Dedonde, z € X \ K(A). Por lo tanto, K (A) C K(B).

(4)Dadoque A C AUBy B C AUB, se sigue del inciso (3) que, K (A) C K(AUB)
y K(B) C K(AU B). Por lo tanto K(A) U K(B) C K(AU B). O

Teorema 2.60. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X. Si v € X \
K (A), entonces existe V un subcojunto abierto de X tal que A C V yx ¢ K(CL(V)).

Demostracion. Seax € X \ K(A). Entonces existe W un subcontinuo de X tal que
x ¢ WyAC Int(W). Dado que X es un espacio métrico, existe V' un subconjunto
abierto de X tal que A C V' C CI(V) C Int(W). Notemos que K (CI(V)) C W, se
sigue que = ¢ K (CI(V)). Por lo tanto, V' es el subconjunto abierto de X buscado. [

Por (5) y (6) la Definicion 2.3 consideremos cuando un X es K-simétrico, K -simétri-
co puntual y K-aditivo.

Teorema 2.61. Si X es un continuo K-aditivo 'y A es un subconjunto cerrado de X,
entonces K(A) = U K(a).

a€A

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado de X. Si a € A entonces K(a) C
K(A). Asi, | ] K(a) € K(A).

a€A

Ahora, sea z € X \ (U K(a)> . Entonces = ¢ K(a) paratodo a € A. Asi, por el

ac€A
Teorema 2.60, para cada a € A existe U, un subconjunto abierto de X tal que a € U,

y z ¢ K(CI(U,)). Dado que A es compacto y {U,}.ca €s una cubierta abierta de
A, existen ay, as, ...,a, € A tales que A C U U,,. Ademds, como = ¢ K(Cl(U,,))

i=1

para cada i € {1,...,n} entonces = ¢ UK(CI(U(ZZ.)) =K (U Cl(Uai)). De estd
i=1 i=1

manera, como K (A) C K (U Cl(Uai)> entonces = ¢ K (A). Por lo tanto, K(A) =
i=1

U K(a). 0

acA

Teorema 2.62. Si X es un continuo K-simétrico, entonces X es K-aditivo y K-
simétrico puntual.

Demostracion. Sean A 'y B dos subconjuntos cerrados de X. Veamos que K (A) U
K(B) = K(AU B). Es claro que K(A) U K(B) C K(AU B). Ahora, sea x €
K(A U B) entonces {z} N K(A U B) # (. Como X es K-simétrico se sigue que
K(z) N (AU B) # (). De donde, K(z) N A # () o K(x) N B # (). Nuevamente,
aplicando el ser K -simétrico se sigue que {z} N K(A) # 0 o {z} N K(B) # 0. Asi,
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x € K(A)ox € K(B).Esdecir, z € K(A) U K(B). Por lo tanto, X es K-aditivo.

Ser K -simétrico puntual se sigue de la definicién de K -simétrico. [

Teorema 2.63. Sea X un continuo, X es K-simétrico siy solo si X es K-simétrico
puntual y K-aditivo.

Demostracion. Del Teorema 2.62, se sigue que X es K -simétrico puntual y K-
aditivo.

Ahora, supongamos X es K-simétrico puntual y K-aditivo. Sean A y B dos sub-
conjuntos cerrados de X. Supongamos A N K(B) = 0y BN K(A) # (. Sea
r € BN K(A), entonces v € By z € K(A). Notemos que = ¢ A, pues en ca-
so contrario x € AN K (B) lo cual no es posible. Ademas, K (A) = |J,., K (a) por
el Teorema 2.61. Asi, z € K(a) para algin a € A. De donde, {z} N K(a) # 0, asi
{a} N K(x) # 0 pues X es K-simétrico puntual. Luego, a € K(z) C K(B) entonces
a € AN K(B) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, B N K(A) = ().

O

Teorema 2.64. Sea X un continuo, K(A) = X para todo subconjunto cerrado A de
X siy solo si X es indescomponible.

Demostracion. Supongamos K (A) = X para todo subconjunto cerrado A de X, en-
tonces X = ({C : C es un subcontinuo de X tal que A C Int(C)} y todo A cerrado
en X. Asi, X C C para cada subcontinuo de X tal que A C Int(C). Por lo que,
Int(C') = () para todo subcontinuo propio de X. Por lo tanto, X es indescomponible.

Ahora como X es indescomponible, X es el tnico continuo con interior no vacio. Asi,
K(A) = ﬂ{C : C'es un subcontinuo de X tal que A C Int(C)} = X

paracada A C X. ]

Teorema 2.65. Si X es un continuo, entonces K(A) = |J,c4 K(a) para cada A
subcontinuo de X.

Demostracion. Sea A un subcontinuo de X. Es claro que, si a € A entonces K (a) C
K(A). Ast, | ] K(a) € K(A).
acA

Ahora, sea z € X \ U K(a) entonces z ¢ K(a) para cada a € A. Asi, existe un

a€A

subcontinuo M, de X tal que z ¢ M, y a € Int(M,) para cada a € A. Dado que A
es compacto y {Int(M,)},ca es una subcubierta abierta de A, existen ay, ...,a, € A

n
tales que A C U Int(M,,) C U M,,.Sea M = U M,,, M es un subcontinuo de X,
i=1 i=1

yaque A C M, es decir, es conexo y no vacio. Ademas es union finita de compactos,

por lo que es compacto y al ser subconjunto de un espacio métrico se tiene que M es
métrico, ademds M es tal que A C Int(M) y x ¢ M. Por lo que, z ¢ K(A). Por lo
tanto, K (A) = | ] K(a). O

acA
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W. Dwayne Collins en [3] define los continuos /UC' para analizar la conexidad de
K(A).

Definicion 2.66. Un espacio métrico compacto X tiene la propiedad [UC' siempre
que cada subcontinuo propio A de X con interior no vacio es unicoherente. Si un
continuo tiene la propiedad IUC' hereditariamente entonces el continuo tiene la pro-

piedad HIUC'.

Observacion 2.67. Notemos que la clase de continuos IUC' incluye a todos los con-
tinuos que no contienen triodos, mejor conocidos como continuos atriodicos y conti-
nuos hereditariamente unicoherentes.

Las pruebas de los siguientes Teoremas pueden ser consultada en [3, pag 703].

Teorema 2.68. Sea X un continuo que tiene la propiedad IUC'y x € X entonces
K (x) es un subcontinuo de X.

Teorema 2.69. Sea X un continuo que tiene la propiedad IUC'y A es un subcontinuo
de X, entonces K(A) es un subcontinuo de X.

Corolario 2.70. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente y x € X entonces
K (x) es un subcontinuo de X.

Demostracion. Sea X un continuo hereditariamente unicoherente, por la Observa-
cién 2.67, X es un continuo que tiene la propiedad /UC'. Asi por el Teorema 2.68,
K (x) es un subcontinuo de X. O

En los siguientes teoremas se dardn algunas relaciones entre la funcién K y ciertas
clases de funciones entre espacios topoldgicos.

Teorema 2.71. Sea f : X — Y una funcion mondtona entre continuos. Entonces,
Kx(A) C f"Y(Ky(f(A))) para cada A subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado de X yseax € X \ [~ Ky (f(A))).
Entonces, f(z) ¢ Ky (f(A)). Asi, existe W un subcontinuo de Y tal que f(x) ¢ W
y f(A) C Int(WW). Dado que f es mondtona, f (1) es un subcontinuo de X tal que

A f7Hf(A) C fH(Int(W)) C Int(f (W)

yr € fTH(f(z)) C X\ fTH(W).
Se sigue que, ¥ € X \ Kx(A). Por lo tanto, Kx(A) C f~1(Ky(f(A))). O

Teorema 2.72. Sea [ : X — Y una funcién monotona y abierta entre continuos,
tal que f~1(y) son continuos terminales para cada y € Y. Entonces Kx(A) =
YKy (f(A))) para cada subconjunto cerrado A de X.

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado de X. Como f es mondtona por el Teo-
rema 2.71, se sigue que Kx(A) C f~1(Ky(f(A))).
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Sea z € X \ Kx(A) entonces existe IV un subcontinuo de X tal que x ¢ W'y
A C Int(W). Se sigue, por hip6tesis que, f~1(f(x)) es un subcontinuo terminal de X
Supongamos que f~!(f(x)) N W # @ entonces f~(f(x)) C WoW C f~(f(x)).
De esto se sigue que, z € f~1(f(z)) € WoInt(W) ¢ W C f~!(f(z)). Por un
lado z € f~'(f(z)) C W obtenemos una contradiccién. Pero si Int(W) € W C
f7Y(f(z)) también tendriamos una contradiccién pues f~!(f(x)) es denso en ningu-
na parte. Por lo tanto, f~!(f(z)) N W = 0.

Entonces f(1V) es un subcontinuo de Y ya que f es continua y es tal que f(z) ¢
f(W), asi dado que f es abierta f(A) C f(Int(W)) C Int(f(W)) C f(W).Luego,
f(x) ¢ Ky(f(A)) entonces z € X \ f~H(Ky(f(A))). Por lo tanto, Kx(A) =
fHEy (f(A)). O



Capitulo 3

Resultados

En ese capitulo se muestran los resultados obtenidos acerca de las funciones 1', T y
K, que se estudiaron en el Capitulo 2. Ahora, se generalizan algunas propiedades de
estas. En la una primera seccion realizamos un andlisis de la invarianza y coinvarian-
za de la funcién 7'. En la segunda seccion hacemos un pequeiio estudio de conjuntos
T-cerrado Finalmente en la tercera seccion, estudiamos la conexidad e invarianza que
implica la funcion K.

A partir de este momento cuando hablemos de una funcién con la propiedad P, esta-
remos pensando en una funcién entre continuos con la propiedad P.

3.1. Invarianzay coinvarianza de la 7'-simétria y la 7-
aditividad

En esta seccion mostraremos cuando ser 7'-aditivo y 7T'-simétrico son propiedades
invariantes y coinvariantes bajo las clases de funciones definidas en el Capitulo 1.
Comenzamos dando la definicién de invarianza y covarianza.

Definicion 3.1. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre continuos,
decimos que una propiedad P es invariante bajo f si X tiene la propiedad P implica
que f(X) tiene la propiedad P. Diremos que P es coinvariante bajo f si Y tiene la
propiedad P implica que [~(Y') tiene la propiedad P.

El siguiente Teorema es una generalizacion del Teorema 2.32. Ya que sabemos que
toda funcién monétona es una funcién cuasimondtona.

Teorema 3.2. (F. Capulin, E. Castaiieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sean f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva entre continuos. Si A C X y B C Y entonces se
satisface lo siguiente:

(1) Si f es cuasimondtona, entonces f(Tx(A)) C Ty (f(A)) y Tx(f~Y(B)) C
[Ty (B)).

(2) Si f es cuasimondtona, entonces Ty (B) = f(Tx(f~(B))).

75
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(3) Si f es cuasimondtona y abierta, entonces [~ (Ty(B)) = Tx(f~'(B)).

Demostracion.

(1 ) Supongamos que f es cuasimonétona. Veamos que f(7'x(A)) C Ty (f(A)). Sea
y € Y\ Ty(f(A)), entonces existe un subcontinuo W de Y tal que y € Int(IW) C
W CY\ f(A). Se sigue que,

7 y) C fHIn(W)) € fHW) € fHY N f(A) € X\ FH(f(A)) € X\ A

Como f es cuasimondtona y W es subcontinuo de Y con interior no vacio, pues y €
Int(W), se tiene que f~* (W) tiene un nimero finito de componentes. Sea x € f~'(y)
y C, la componente de f~'(WW) que lo contiene. Notemos que = € Int(f~1(1W)).
Entonces por el Lema 1.24,

reInt(C,) CCp, C fFHW)C X\ A
Asi,z € X \ Tx(A). De donde, f~!(y) C X \ Tx(A). Luego

y= [/ W) € FX\Tx(A) C f(X)\ f(Tx(A) C Y\ f(Tx(A)).

Por lo tanto f(Tx(A)) C Ty (f(A)).

Ahora veamos que Tx (f~Y(B)) C f~YTy(B)).Seax € X \ f~1(Ty(B)), entonces
f(z) ¢ Ty (B). Asi, existe un subcontinuo W de Y tal que f(z) € Int(W) C W C
Y \ B. Notemos que = € f~'(f(z)) C f~*(Int(W)) c f~Y(W). Como W es un
subcontinuo de Y con interior no vacio y como f es cuasimonétona f~!(TV), tiene
un nimero finito de componentes. Sea C' la componente de f~!(TV) tal que = € C.
Como z € Int(f~1(W), por el Lema 1.24, z € Int(C). Asf,

rent(C)cCcfYwW)c fi{(Y\B)c fB).

Notemos que, C' es un subcontinuo de X. Por lo que z € X \ Tx(f~'(B)). Por lo
tanto, T (f~(B)) C f~Tv(B)).

(2) Supongamos que f es cuasimonétona. Veamos que Ty (B) = f(Tx(f1(B))).
Por el (1) del Teorema 2.32tenemos que, Ty (B) C f(Tx(f~'(B))) y por (1) de este
Teorema tenemos que Tx (f~!(B)) C f~Y(Ty(B)). De donde, f(Tx(f~'(B))) C
f(f~1(Ty(B))). Dado que f es suprayectiva se tiene que f(f~1(Ty(B))) = Ty (B).
Ast, Ty (B) C f(Tx(f~'(B))) C Ty(B). Por lo tanto, f(Tx(f~'(B))) = Ty (B).

(3) Supongamos que f es abierta y cuasimonétona. Por el inciso (1) se tiene que,
Tx(f~(B)) C f~Y(Ty(B)). Por otro lado, por el Teorema 2.32 inciso (4), se tiene
que f~(Ty(B)) C Tx(f~*(B)). Por lo tanto, f~'(Ty(B)) = Tx(f~*(B)). O

Proposicion 3.3. (F. Capulin, E. Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) La imagen
cuasimonotona de todo continuo T-simétrico es T-simétrico.
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Demostracion. Sea X un continuo 7-simétricoy f : X — Y una funcién cua-
simondtona entre continuos. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de Y tales que
ANTy(B) = 0. Por (3) del Teorema 3.2, Ty (B) = f(Tx(f~*(B))). Asi, AN
f(Tx(f~1(B))) = 0. Luego,

0= ANFHATx(fF(B) D fHANTx(fH(B))

Como X es T-simétrico, Tx (f~*(A)) N f~1(B) = 0. De la Proposicién 1.9, se sigue
que

0= f(Tx(f~1(A) N fH(B) = f(Tx(f(A)) N B =Ty(A)NB.
Por lo tanto, Y es 7-simétrico. ]

Proposicion 3.4. (F. Capulin, E. Castaiieda, A. Martinez, N. Ordoriez) La imagen
cuasimonotona de un continuo T-aditivo es T-aditivo.

Demostracion. Sean X un continuo 7-aditivoy f : X — Y una funcién cuasi-
monoétona entre continuos. Consideremos A y B dos subconjuntos cerrados de Y.
Entonces,

Ty(AUB) = f(Tx(f '(AUB))) Por (3) del Teorema 3.2
= f(Ix(fH A VFHB))
= f(Tx(f"(A)UTx(f'(B))) Pues X es T-simétrico
= f(Ix(f(A))) U F(Tx(f(B)))
= Ty(A)UTy(B) Por (3) del Teorema 3.2.
Por lo tanto, Y es T-aditivo. O]

Teorema 3.5. La propiedad de ser T'-simétrico es invariante bajo las siguientes clases
de funciones:

(1) Atomicas.

(2) Casi monotonas.

(3) Hereditariamente confluentes.
(4) Hereditariamente monotonas.

(5) Homeomorfismos.

Demostracion. Sea X un continuo 7'-simétrico y sea f : X — Y una funcién entre
continuos.

(1) Supongamos que f es atémica. Por la Proposicién 1.101, f es mondtona. Lue-
go, por el Teorema 2.33, Y es T-simétrico.

(2) Supongamos que f es casiménotona. Por la Proposicién 1.118, f es cuasi-
monotona. Luego, por el Teorema 3.3, Y es T-simétrico.
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(3) Supongamos que f es hereditarimente confluente. Por la Proposicién 1.125, f
es cuasimondtona. Luego, por el Teorema 3.3, Y es T'-simétrico.

(4) Supongamos que f es hereditariamente monétona. Por la Proposicién 1.105, f
es mondtona. Luego, por el Teorema 2.33, Y es T-simétrico.

(5) Supongamos que f es un homeomorfismo. Por la Proposicion 1.93, f es monéto-
na. Luego, por el Teorema 2.33, Y es T-simétrico.

]

Teorema 3.6. La propiedad de ser T-aditivo es invariante bajo las siguientes clases
de funciones:

(1) Atomicas.

(2) Casi monotonas.

(3) Hereditariamente confluentes.
(4) Hereditariamente monotonas.

(5) Homeomorfismos.

Demostracion. Sea X un continuo 7-aditivo y sea f : X — Y una funcién entre
continuos.

(1) Supongamos que f es atémica. Por la Proposicién 1.101, f es mondtona. Lue-
go, por el Teorema 2.34, Y es T'-aditivo.

(2) Supongamos que f es casimonotona. Por la Proposicién 1.118, f es cuasi-
monoétona. Luego, por el Teorema 3.4, Y es T-aditivo.

(3) Supongamos que f es hereditarimente confluente. Por la Proposicion 1.125, f
es cuasimondtona. Luego, por el Teorema 3.4, Y es T-aditivo.

(4) Supongamos que f es funcién hereditariamente. Por la Proposicién 1.105, f es
monotona. Luego, por el Teorema 2.34, Y es T-aditivo.

(5) Supongamos que f es un homeomorfismo. Por la Proposicién 1.93, f es monéto-
na. Luego, por el Teorema 2.34, Y es T-aditivo.

]

Ejemplo 3.7. El siguiente ejemplo muestra que las funciones juntadoras y ligeras no
preservan la T-aditividad. Sea X el abanico arménico como se di6 en la Definicion
1.17. Ahora, para cadan € N sea B, = {(z,y) € R? : = € [1,2],y = 2%}, sean

By = [1,2] x {0} entonces Y = U (A, U B,,) es homeomorfo a la suspension

neNU{0}
armonica.
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Para cadan € N, sea f,, : A, — A,, U B, definida como

(2t,2) sit € 0,3],
fn((t%)): (26,2~ 2) e (L],

Paran =0, sea fy: Ay — Ao U By definida como

f(t,0) = (2t,0)

Notemos que para cada n € N U {0}, f, son funciones continuas y suprayectivas
(véase Figura 3.1). Ademads, f estd bien definida ya que para cada n € N se tiene que

fa((5o) = 2 2) v fa((G3)) = (25 = 5) = (2.3).

(0,0) o) (10) (©.0) (10) (2,0

Figura3.1: f: X —» Y.

Consideremos f : X — Y como: f(x) = f,.(z) si x € A,, para cadan € NU {0}.
Notemos que por la construccion de f es continua y suprayectiva. Veamos que | es
ligera. Para ello, sea (a,b) € Y.

= Si (a,b) = (2t,%) para algin n € Nyt € [0,1], entonces f~*((a,b)) =
{5}

= Si(a,b) = (2t,2 — 2) para alginn € Nyt € [, 1), entonces f~*((a,b)) =
{5}

= Si(a,b) = (2,0), entonces f~((a,b)) = {(L, ;) }new U {(1,0)} el cual es un
subconjunto totalmente disconexo.

w Si(a,b) = (2t,0) yt € [0,1) entonces f~*((a,b)) = {t} el cual es totalmente
disconexo.

Por lo tanto, f es ligera.

Veamos que f es juntadora. Sea () un subcontinuo de Y .
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= Si(2,0) € Qy(0,0) ¢ Q, entonces se tiene que f~1(Q) es conexo o bien para
cada componente C de f~(Q) existe n € Ntal que (1,1) € C. Asi f((1,2)) =
(2,0), por lo que si Cy y Cy sonde f~1(Q) se tiene que (2,0) € f(C1)N f(Cs).

» Si (2,0) ¢ Qy(0,0) ¢ Q, entonces Q es un arco en B, U A,, para algiin
n € NU{0}. Asi f~1(Q) es un arco en A,,.

» Si (2,0) ¢ Qy (0,0) € Q, entonces f~H(Q) es conexo en X pues (0,0) €
FHQ).

Asi, f es juntadora.

Ademads, X es un continuo T-aditivo y Y no es T-aditivo por el Ejemplo 2.24. Por lo
que funciones juntadoras y ligeras no preservan la T-aditividad.

En los siguientes ejemplos se mostrard que si f : X — Y pertenence a alguna clase
especifica de funciones entre continuos entonces no se cumple la covarianza de la
T-aditividad y la T-simetria, en el Teorema 3.9, diremos para cuales funciones entre
continuos la T'-aditividad y la T-simetria no es coinvariante. Pero antes veamos un
ejemplo mas.

Ejemplo 3.8. Para cadan € N, sea A, = {(z,y) € R? : x € [0,1],y = +} y sea
Ag =10,1] x {0}. Sean,

= A= {0} x [3,1],
» B={1} x [},1],
- C = {0} x[0,4]
= D={1} x [0, 3].
Definamos E = lJ A, J]uCuDyX=AUAUBUE

ne(NU{0})\{1}

Consideremos Y = X/E. Sea f : X — Y la funcién inducida por el cociente (véase
Figura 3.2).
Por lo que f es mondtona.

Ademds X es no aditivo, ya que si consideramos z,y € Ay, tenemos que T'(x) = {z}
vy T(y) = y, mientras que T'({x,y}) = Z donde Z es el arco que tiene como puntos
extremos a los puntos x y y. Por otro lado, Y es T-aditivo, ya que Y es localmente
conexo, de tal manera que, por el Teorema 2.14, para x,y € Y, tenemos que T (x) =

{z}, y T(y) = {y}. Ademds tenemos que, T({z,y}) = {z} U{y} = T(z) UT(y).
Proposicion 3.9. La T-aditividad no es coinvariante bajo funciones mondtonas.

Demostracion. Véase el Ejemplo 3.8. U
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Ay

Ay f

As

s 4,

Y = X/E

Figura3.2: f: X = Y.

Como consecuencia del Ejemplo 3.8 y la relacién que existe entre las clases de fun-
ciones como se muestran en la Figura 1.30, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.10. La T-aditividad no es coinvariante bajo las siguientes clases de fun-
ciones:

f es casimondtona,

f es cuasimondtona,

f es seudomondtona,

f es débilmente mondtona,

f es confluente,

f es semiconfluente,

f es débilmente confluente,

f es juntadora,

f es seudoconfluente,

f es atriddica,

f es casi interior.

Ejemplo 3.11. Sean A, D, X, Ay y A, para cada n € N como en el Ejemplo 3.8.
Consideremos B, = {(z,y) € R* : x € [0,3],y = 1} para cadan € Ny By =
{(z,y) e R? : z € [0,3],y = 0}. Sea YV = Unenugoy Bn- Definamos la funcion
f: X — Y como,
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(0,y) siz €{0,1},
f((z,y) =4 (z,9) sia € (0, 5],

(1—=,y) sizel[3,1).

Notemos que la funcion [ es continua, suprayectiva y abierta (véase Figura 3.3).

Para ver que es abierta, sea (zo,vo) € Y. Sea {(Tm, Ym) }men una sucesion de puntos
enY tal que ltm {(x,, ym)} = {(z0,v0)}. Sabemos que
m—0o0

limsup f ({(@m, ym)}) € f ({(z0,50)})-

m—o0

Por otro lado, observemos que = ({(Zm;Ym)}) = {(Tm, Ym), (1 — Ty, ym)} para
cadam € NU{0}. Sea (z,y) € f~ ({(z0,v0)}) entonces

(]) ('Tay) = (%;ZJO)
(2) (z,y) = (1 — zo,Y0)-

Dado que lim {(x.,, ym)} = {(x0, yo)}, notemos que si (z,y) es como (1) entonces
m—00

lim {(zm,ym)} = {(x,y)}. Si (x,y) es como en (2) entonces lim {(1 — zp, Ym)} =

{(z,y)}. Asi, sea U un abierto en X tal que (x,y) € U. Entonces si (r,y) =

(xo,v0) existe N € N tal que (x,,,yn) € U para m > N. Analégamente pa-

ra (z,y) = (1 — z0,%0). Luego, (z,y) € limsup f~'({(2m,ym)}). Por lo tanto,
m—

F{(xo,90)}) C lim sup F 7 {(@m, ym) })-

Como limsup f ' ({(Zm,ym)}) = f({(x0,0)}) se sigue de la Proposicién 1.102

m—r0o0
que f es abierta.

Por el Ejemplo 3.8 X es un continuo que no es I'-aditivo. Por otro lado, Y es T-
aditivo.

Corolario 3.12. La T aditividad no es coinvariante bajo funciones abiertas.

Ejemplo 3.13. Sea X el abanico arménico, dado en la Definicion 1.17 y Y = [0, 1].
Sea f : X — Y la funcion proyeccion definida como f(x,y) = x (véase Figura
3.4).

Notemos que la funcion f es continua y suprayectiva. Veamos que f es ligera. Sea
x € [0,1],

» Siz € (0,1] entonces f~(x) = {(z, 22) }nen U {(,0)} el cual es totalmente
disconexo.

» Siz =0 entonces f~'(z) = {(0,0)} el cual es un sélo punto.
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Figura 3.3: Funcion abierta

Figura34: f: X =Y.

Por lo tanto, f es ligera. No es dificil darse cuenta que f es abierta.

Ademads, X no es T-simétrico por el Ejemplo 2.20 y notemos que Y es T-simétrico
pues es un continuo localmente conexo..

Del ejemplo anterior se puede probar facilmente la siguiente Proposicion.
Proposicion 3.14. La T-simetria no es coinvariante bajo funciones abiertas o ligeras.

Ejemplo 3.15. Sea X el abanico armonico dado en el Ejemplo 1.17. Definamos para
cadan € N, B, = {(z,y) € R* : 2 € [0,1],y = tz} y By = {0}. Sea Y =

U B,.. Para cadan € N, sea f, : A, — B, definida por f,(x,y) = %(az,y).
neNU{0}
Consideremos [ : X — Y como (véase Figura 3.5):

fal(z,y)) si(z,y) € An,

(0,0) si (z,y) € Ap.

f((z,y)) =
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Figura3.5: f: X = Y.

Notemos que [ es continua'y suprayectiva. Veamos que f es mondtona. Sea (a,b) € Y,
entonces (a,b) € B, para alginn € N o (a,b) = (0,0). As, si (a,b) = *(z,y) pa-
ra alginn € Ny (x,y) € A, entonces f~(a,b) = {(x,y)} el cual es conexo. Si
(a,b) = (0,0) entonces f~(a,b) = Ag el cual es conexo. Por lo tanto, X es mondto-
na.

Ademds , X es un continuo que no es 'I'-simétrico por el Ejemplo 2.20y Y es T-
simétrico por ser un continuo localmente conexo.

Del Ejemplo 3.15, prueba facilmente la siguiente Proposicion.
Lema 3.16. La T-simetria no es coinvariante bajo funciones mondtonas.

Se sigue inmediatamente del Ejemplo 3.15 y la relacién que existe entre las clase de
funciones como se muestra en Figura 1.30.

Corolario 3.17. La T-simetria no es coinvarinate bajo los siguientes tipos de funcio-
nes:

f es casimondtona,

f es cuasimondtona,

f es seudomondtona,

f es débilmente mondtona,

f es confluente,

[ es semiconfluente,

f es débilmente confluente,

f es juntadora,



3.2. SOBRE LA FUNCION T> 85

= f es seudoconfluente,
» f es atriddica,

= f es casi interior.

3.2. Sobre la funcion 7>

En esta seccion mostramos algunas generalizaciones de los conjuntos 7'-cerrados y de
la funcion 7°*°. El siguiente Teorema es una generalizacion del teorema 2.40, ya que
toda funcién mondtona es cuasimonétona.

Teorema 3.18. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sea f : X — Y
una funcién cuasimondtona entre continuos. Si B € €(Y'), entonces f~(B) € T(X).

Demostracion. Sea B € T(Y') entonces Ty (B) = B. Se sigue del Teorema 3.2 inciso
(3) que, Tx (f~Y(B)) = f~ YTy (B)). Por lo tanto, Tx (f~(B)) = f~(B). O

Corolario 3.19. (E Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sea f : X —
Y una funcion cuasimondtona entre continuos. Entonces |T(Y)| < |T(X)].

Demostracion. Sea ¢ : T(Y) — T(X) definida como p(A) = f~1(A). Note-
mos que, ¢ estd bien definida ya que, si B € T(Y), entonces por el Teorema 3.18,
f~YB) € T(X). Ahora, veamos que ¢ es inyectiva. Para ello, consideremos A, B €
T(Y) y supongamos que p(A) = ¢(B). Como p(A) = f~1(A)y p(B) = f1(B),se
sigue que f~1(A) = f~!(B). Luego, dado que f es suprayectiva, A = f(f1(A)) =
f(f71(B)) = B. Asi, p es inyectiva. Por lo tanto, |T(Y)| < |T(X)]. O

El siguiente ejemplo muestra que puede darse la igualdad con las hipdtesis del Coro-
lario 3.19.

Ejemplo 3.20. Sea X la curva senoidal definida en el Ejemplo 1.85. Consideremos
B ={(0,-1),(0,1)} y la funcion cociente f : X — X /B (véase Figura 3.6).
Se tiene que f es una funcion cuasimondtona. Observemos que, |T(X)| = |T(X/A)|.

T(X) = {C:CC {(my) €R?:z € (0,1],y = sen(%)}} U{J}

V) = {/(0): € C {(,y) € B0 € (0, 1],y = sen( )} U LA},

Proposicion 3.21. (F. Capulin, E.Castaiieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sea f : X —
Y una funcion cuasimondtona entre continuos. Si A es un subconjunto de X, entonces
f(T$(A))) C T¢(f(A)) para todo ordinal c.

Demostracion. Procedamos por induccidn transfinita.

= Consideremos a = 1, sabemos por el Teorema 3.2 que, f(T5(A)) C Ty-(f(A)).
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v

Figura3.6: f : X — X \ A.

» Ahora supongamos f(7'¢(A))) C Ty (f(A)) para algin ordinal a.
(

= Veamos que para o+ 1 se tiene que f(Tx"'(A))) C T2 (f(A)). Sabemos que,

FTH(A)

N Nl

Por lo tanto, f(T$(A)) C TeTH(f(A)).

= Ahora, consideremos v ordinal limite. y supongamos que para cada o < 7,
F(Tg(A)) C T2(f(A)). Entonces,

U r@ea) c | 1era) 3.1)

a<ly a<ly
Dado que f es cerrada, se sigue:

FTRA) = feul rsa)) Por la Definicién 2.43

a<y

= C’l(f(U T3 (A))) Pues f es cerrada

a<ly

= il r(rgay)

a<y

c ol TerA)) Por 3.1

a<ly

= TY(f(A)) Por la Definicion 2.43.
Ast, f(Tx(A)) C Ty (f(A)).
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Por lo tanto, f(T'¢(A))) C T¢(f(A)) para todo ordinal a. O

Proposicion 3.22. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoiiez) Sea [ : X —
Y una funcion cuasimondtona entre continuos. Si A es un subconjunto de X, entonces

f(T(A) C T2 (f(A)).
Demostracion. Por el Teorema 2.47, T = T para algin ordinal o. Luego, por la
Proposicion 3.21, f(T¢(A)) C T2 (f(A)). Asi, f(TFL(A)) C Ty (f(A)). O

Corolario 3.23. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sea f : X —
Y una funcion cuasimondtona entre continuos. Si Y es aposindético, entonces f |T§o(z)
es una funcion constante para cada v € X.

Demostracion. Sea x € X. Porla Proposicion 3.22, f(T¥(z)) C Ty°(f(x)) y porel
Teorema 2.48, Ty°(f(x)) = f(x). Por lo tanto, f|re(,) es constante. O

Proposicion 3.24. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sea [ : X —
Y una funcién abierta y cuasimonétona entre continuos. Si B C'Y, entonces T¢(f~(B))
= [~YT¢(B)) para cada ordinal a.

Demostracion. Procedamos por induccidn transfinita.
» Dado que f es abierta y cuasimonétona se sigue del Teorema 3.2 que, 7% (f~1(B))
[Ty (B)).
= Supongamos que T¢(f~1(B)) = f~1(T¢(B)) para algtin ordinal .
= Veamos que para o + 1 se cumple que 7% (f~1(B)) = f~1(T¢(B)).
TR (f(B) = Tx(TX(f(B)))
= Tx(fHT¥B))) (Por hipétesis de induccién)
= [YTy(T2(B))) (Por base de induccion)
= fHIPTH(B)).
Por tanto, ¢ (f~1(B)) = f~Y(T>™(B)).
= Sea v un ordinal limite y supongamos que para cada @ < -y se tiene que
TR(f71(B)) = f~H(T¢(B)). Mostraremos que, T (f~'(B)) = f~ (1y/(B)).
Como T(f~1(B)) = [ ~(T¢(B)). entonces | J T¢(f(B)) = | /' (T2(B)).

a<y a<y

Asi,
T3(f4(B) = clulJT1e(71(B))

a<ly

= il rirp )

a<y

= /endd ws)))

= [TB)).
De donde, T3 (f 1 (B)) = /| (T3.(B)).
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Por lo tanto, T¢(f~*(B)) = f~Y(T¢(B)) para cada ordinal c. O

Proposicion 3.25. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoiiez) Sea f : X —
Y una funcién abierta y cuasimondtona entre continuos. Entonces T (f~1(B)) =
Y T®(B)) paracada B C Y.

Demostracion. Sean oy y «q, como en el Teorema 2.46, los ordinales para X y Y,
respectivamente, tales que

T =Ty TyE =T

Por el Teorema 2.46, T o T™® = T, Asf, TP = Tt y Tee = T2
Luego, sea o = sup{ay, a1 }. Asi, por el Teorema 3.24,

TE(~1(B) =Tx(f7(B)) = fTH(T¥(B)) = [~ (T7*(B)).

3.3. Sobre la funcion K

Recordemos que K(A) = (\{B € C(X) : A C Int(B)} paracada A C X. En esta
seccion analizaremos cuando K (A) resulta ser conexo y cuando ser K -aditivo es una
propiedad coinvariante bajo funciones mondtonas y abiertas. En esta primera parte
veremos la conexidad de K (A), en los continuos hereditariamente unicoherentes.

Teorema 3.26. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente y x,y € X enton-
ces existe un uinico subcontinuo C?¥ irreducible entre x y y.

Demostracion. Supongamos f es hereditariamente unicoherente. Sean
r,ye XyH(z,y) ={AeC(X):z,ye A}

Notemos que H(z,y) # () pues X € H(z,y). Como z,y € X existe C; € C(X)
irreducible entre x, .

Afirmacién: C; es minimal en H(x,y).

Observemos que C; € H(z,y). Ahora veamos que es tnico en H(x,y), suponga-
mos existe Cy € C(X) irreducible tal que z,y € Cy. Como X es hereditariamente
unicoherente C; N Cy es conexo y x,y € C; N Cy. Pero (' es irreducible entonces
C1 N Cy = (. Andlogamente C; N Cy = (. Por lo que € = Cs.

Veamos que C; C M para todo M € H(x,y). Supongamos {x,y} C C;N My
C1 ¢ M, entonces C; N M es un subcontinuo propio de C'; que contiene a x y y lo
cual no es posible. Por lo tanto, C'; es tinico y minimal.

Supongamos existe un tnico subcontinuo C? irreducible entre = y y, para cada x,y €
X. Sea A, B, D subcontinuos de X tales que A = B U D. Veamos que B N D
es conexo. Supongamos que B N D tiene al menos dos componentes C', (5. Sean
x1,Te € BN D tales que x; € C y x5 € Cy. Por hipétesis, existe un unico subconti-
nuo C7? entre x; y x irreducible. De donde, C3? C BUC. Més atin, z; € C32NCLy
zy € C2NCsy. Asi, C22 C Cyy C3? C Cy. Porlo que, Cy N Cy # 0. Luego Cy = Cs.
Por lo tanto, B N D es conexo. O
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Observacion 3.27. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y x,y € X,
entonces CY = CY.

Teorema 3.28. (F. Capulin, E.Castafieda, A. Martinez, N. Ordoiiez) Sean X un conti-
nuo hereditariamente unicoherente y x,y € X. Entonces K ({z,y}) = K(x)UK (y)U
CY, donde CY es el vinico subcontinuo irreducible de X entre x y y.

Demostracion. Sean z,y € X. Como z,y € {z,y} entonces K(z) U K(y) C
K({z,y}). Por otro lado, C¥ es un subcontinuo de X tal que C¥ C A para cada
A subcontinuo de X con x,y € Int(A). Asi, CY¥ C K({z,y}). De donde, K(z) U
K(y) UCy C K({z,y}).

Ahora, sea z ¢ K(z) U K(y) U CY. Entonces z ¢ K(z), 2z ¢ K(y)y z ¢ CY. Asi,
existen W; y W, subcontinuos de X tales que z ¢ Wiy, z ¢ Wy, & € Int(WW;) y
y € Int(WW;). De donde, W5, W5, CY son subcontinuos de X tales que y x € Wo N CY
yy € WonC¥. Por lo que, W = W; U W, U CY es un subcontinuo de X tal que
{z,y} CInt(W)y z ¢ W.Porlotanto z ¢ K({z,y}) O

Corolario 3.29. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sean X un conti-

nuo hereditariamente unicoherentey x,y € X. Entonces K ({x,y}) es un subcontinuo
de X.

Demostracion. Sean z,y € X. Porel Teorema 3.28, K ({z,y}) = K(z)UK(y)uCY,
donde CY es el tinico subcontinuo irreducible entre x y y. Por el Corolario 2.70, K (x)
y K (y) son subcontinuos de X y ademds = € K(z) NCYyy € K(y) N CY. Por lo
tanto, K ({x, y}) es un subcontinuo de X. O

Teorema 3.30. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Si X es un con-
tinuo hereditariamente unicoherente, entonces K(A) es un subcontinuo de X para
todo subconjunto cerrado A de X.

Demostracion. Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si A = {x} para
algin x € X entonces por el Corolario 2.70, K(A) es un subcontinuo de X. Sea
A un subconjunto cerrado de X no degenerado y sea z un punto fijo en A. Veamos
que K(A) = U (K(z) U K(a)U (C?) donde C?, es el tinico subcontinuo irreducible

acA
entre z y a.

Como a,z € A entonces K({z,a}) = K(z) U K(a) U C? por el Corolario 3.28, y
K(z)UK(a)UC? C K(A) para cada a € A. Entonces

U (K(z) UK(a)uC?) C K(A).

a€A

Ahora, si = ¢ U (K(2) UK(a)UCY), entonces ¢ K(z) U K(a) U C? para ca-
acA
da a € A. Luego, para cada a € A existen W2, W, subcontinuos de X tales que

x ¢ Wo, z € Intf(W?) y a € Int(W,). Dado que A es compacto y {Int(WW,)}.ca es
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n
una cubierta abierta para A, existen a, as, ...,a, € A tales que A C U Int(W,,) C

i=1
n

U W,,. Entonces, A C Int (U(WZ“ UW,, UC?) |. Ademds, por el Corolario
i=1 i=1
3.29, (W2 U W,, U C%) es un subcontinuo de X para cadai € {1,2,...n}y z €

(W UW,, UCe) N (WY UW,, UCH) para cada i # j. Asi, W = |_J(W U, uCe)

i=1
es un subcontinuo de X y A C Int(W),z ¢ W. De donde, = ¢ K(A). Por lo tanto,
K(A) = |J(K(x) UK(a) U CY).

acA
Por el Corolario 3.29, K(z) U K(a) U C? es un subcontinuo para cada a € Ay
z € K(z2) U K(a)UC? para cada a € A. Asi, K(A) es cerrado, no vacio y conexo,
por lo que K (A) es un subcontinuo de X. O

Definicion 3.31. Un espacio X se dice que es ciclicamente conexo si para cada dos
puntos x,y € X, existe una curva cerrada simple que S en X tal que x,y € S.

E. L. MacDowell en [14] define un tipo de conjuntos que generaliza el ser ciclicamente
conexo.

Definicion 3.32. Sea X un espacio topoldgico, decimos que x es débilmente ciclica-
mente conexo si para cada tres puntos x,y, z € X existe un subcontinuo K de X tal
quezr,y € Kyz ¢ K.

Observacion 3.33. Si X es un continuo ciclicamente conexo entonces X es débilmen-
te ciclicamente conexo.

Demostracion. Sean z,y,z € X.Como X es ciclicamente conexo, existe una curva
cerrada simple S tal que x,y € S'y z ¢ S. Dado que S es un subcontinuo de X, X es
débilmente ciclicamente conexo. ]

Ejemplo 3.34. La suspension de la sucesion armonica es un continuo ciclicamente
conexo. Por la Observacion 3.33, X es débilmente ciclicamente conexo (veasé Figura
3.7).

Ejemplo 3.35. Sean A = {0} x [-2,2] U {(z,y) € R* : z € (0,1],y = —seni}
y B = {2} x [-2,2] U{(z,y) € R? : z € (2,3],y = sen-25}. Consideremos la
siguiente construccion:

(1) Identifiquemos a los puntos (0, —2) y (0,2) en A obteniendo un continuo E.
(2) Identifiquemos los puntos (2, —2) y (2,2) en B obteniendo un continuo F.
(3) Identifiquemos a los puntos (3,sen1) y (1, —sen1).

(4) Unamos los continuos /'y I por un arco que solo los intersecte en un punto a
cada uno (veasé Figura 3.8).
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Figura 3.7: La suspension de la sucesion armoénica es débilmente ciclicamente conexo.

Figura 3.8: El continuo es débilmente ciclicamente conexo.

El continuo construido es un continuo débilmente ciclicamente conexo que no es cicli-
camente conexo. Pues, X no es conexo por trayectorias.

Teorema 3.36. (F. Capulin, E.Castarieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sea X un conti-
nuo. Si X es débilmente ciclicamente conexo, entonces X es K-aditivo.

Demostracion. Si A'y B subconjuntos cerrados de X, entonces K(A) U K(B) C
K(AUB).Seax € X\ (K(A)UK(B)),entonces x ¢ K(A)yx ¢ K(B).Dedonde
existen C y Cy subcontinuos de X tales que = ¢ Cy, x ¢ Chy y A C Int(Cy), B C
Il’lt(Cg).

Seaa € Ay b € B dado que X es débilmente ciclicamente conexo existe C5 un
subcontinuo de X tal que a,b € C3y x ¢ (3. Notemos que, C; U Cy U C5 es un
subcontinuo de X, tal que AUB C Int(C1UC,) C Int(C1UCUCS) y x ¢ C1UC,UCS.
Asi, z ¢ K(AU B). Por lo tanto, K(A) U K(B) = K(AU B). O

Finalmente probaremos el siguiente resultado.
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Teorema 3.37. (F. Capulin, E.Castaiieda, A. Martinez, N. Ordoriez) Sean X, Y con-
tinuos, f : X — Y una funcion continua mondtona, abierta y suprayectiva tal que

f~Yy) es un subcontinuo terminal de X paratodoy € Y. Si Y es K-aditivo, entonces
X es K-aditivo.

Demostracion. SeaY un continuo K -aditivoy sea f : X — Y una funcién monéto-
nay abierta. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X. Por el Teorema 2.72,

Kx(AUB) = f'Kyf(AUB)
= [TUEY(f(A)U f(B)))
U Ky (f(B))

Por lo tanto, X es K -aditivo. ]
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Discusion

Tras describir y analizar los diferentes resultados que surgen al revisar bibliografia de
las funciones 7', K y T°°. Procedemos a realizar una discusion para consolidar los
resultados obtenidos en la presente tesis.

El objetivo principal que planteamos en nuestra investigacion, nos llevo a estudiar la
invarianza y coinvarianza de las propiedades de 7T'-aditividad y 7T-simétrico con dis-

tintas clases de funciones. Posteriormente, se pensé lo mismo para la funcién K.

Esto nos llevo a obtener resultados respecto al comportamiento de las propiedades ya
mencionadas.
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Conclusiones

Las aportaciones mds relevantes del proyecto de investigacion pueden ser resumidos
en los siguientes resultados:

1.

La propiedad de ser T-simétrico (7-aditivo) es invariante bajo las siguientes
clases de funciones: atOmicas, casi monotonas, hereditariamente confluentes,
hereditariamente mond6tonas y homeomorfismos.

La propiedad de ser T'-simétrico (7-aditivo) no es coinvariante bajo las siguien-
tes clases de funciones: casimonoétona, cuasimondtona, seudomondtona, débil-
mente mondtona, confluente, semiconfluente, débilmente confluente, juntadora,
seudoconfluente, atriddica, casi interior.

. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente, entonces K (A) es un sub-

continuo de X para todo A subconjunto cerrado de X.

Sea X un continuo. Si X es débilmente ciclicamente conexo entonces X €s
K -aditivo.

. Si f: X — Y es una funcién continua mondétona y abierta entre continuos tal

que f~!(y) es un subcontinuo terminal de X paratodoy € Y. SiY es K-aditivo
entonces X es K -aditivo.
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Anexos

Durante la investigacion se obtuvieron los siguientes productos:

Platica “Sobre la invarianza y coinvarianza de la 7-aditividad de la funcion de
Jones” en el XI Taller estudiantil de teoria de los continuos y sus hiperespacios.

Platica “Conjuntos 7'-cerrado y la funcion 7°°°” en el 49 Congreso Nacional de
la Sociedad Matemadtica Mexicana.

Platica “Algunas propiedades de la funcion K en el XII Taller estudiantil de
teoria de los continuos y sus hiperespacios.

Platica “Sobre la funcién K en el 50 Congreso Nacional de la Sociedad Ma-
tematica Mexicana.

Platica “La simetria y la aditividad de las funciones 7'y K en el V Congreso
Internacional de Matematicas y sus Aplicaciones.
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