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Resumen de la Tesis

Consideremos la ecuacién diferencial parcial cuasilineal, eliptica con singularidad y exponente critico.

g () M — (@) [P Rt k(@) [ P e Q
u=20 en 0f)

donde 2 es un abierto, suave y acotado de RV, Apu = div (\Vu]f”_QVu) es el operador p-laplaciano, p* := NN—_"}
es el exponente critico de Sobolev y u, f, k : RY — R son funciones continuas.
El problema se estudiarid mediante el método variacional el cual consiste en transformar el problema de
resolver una ecuacion diferencial parcial en un problema de hallar puntos criticos de cierta funcién obtenida al
usar dicho método, el método variacional hace intervenir a los espacios de Sobolev los cuales son comunmente
usados en este tipo de problemas, los espacios de Sobolev usados en dichos problemas son espacios de
Hilbert los cuales son espacios lineales, completos y con producto interior. En la presente tesis se estudia el
problema en espacios de Sobolev que resultan ser espacios de Banach los cuales son completos y no tienen
producto interno. Estableceremos resultados de multiplicidad de soluciones simétricas positivas y soluciones
que cambian de signo (nodales), para ello se aplicara la teoria de Lusternik-Schnirelmann por medio de la
cual se establecera una relacién entre la topologia del dominio y la multiplicidad de soluciones.
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Introduccion

1.1. Introduccién y presentacion del objeto de estudio

En la presente tesis se analizard una ecuacién diferencial parcial del tipo eliptico, dicha ecuacién sera
analizada con el llamado método variacional el cual es usado en este tipo de problemas. A continuacién se
enunciara el problema de investigacion.

1.1.1. Objeto de estudio

Consideremos la ecuacién diferencial parcial cuasilineal, eliptica con singularidad y exponente critico.

(Pt k

—2 *
) ] @) et = @) Pt k@) o T w e 0
u=20 en 0f)

donde Q es un abierto, suave y acotado de RN, 2 < p < N, p* := NN—Q) es el exponente critico de Sobolev y

w, f,k: RV — R son funciones continuas.
Supongamos ademas que € es invariante bajo la accion de un subgrupo cerrado I' del grupo O(N) de todas
las transformaciones ortogonales de RY y que las funciones u, f v k son I'-invariantes.

1.2. Revisiéon de bibliografia donde se desarrollan los fundamentos teé-
ricos de la investigacién y permite conocer el estado del arte y del
conocimiento sobre el objeto de estudio

1.2.1. Antecedentes

En afios recientes, el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales ha sido de vital importancia sobre
todo al abordar problemas o fenomenos fisicos tales como; el estudio de modelos no Newtonianos (ver [1]
y [2]), modelos de difusion no lineal como filtracion y algunos modelos de superconductividad (ver [4]), en
dichos modelos el operador p-laplaciano juega un operador cuasilineal. A lo largo de los anos se han estu-
diado ecuaciones diferenciales parciales que involucran el operador p-laplaciano. En 1983 Brezis y Nirenberg
obtuvieron el siguiente resultado.



1.3 Hipétesis y Objetivos

Teorema 1.1. Si N >4 y XA € (—=\1,0) con Ay el primer valor propio del operador —/\ en HE(Q), entonces

~Autdu=u* 2u zeQ
(B) { u=20 en OS)

donde Q C RY es un dominio abierto, suave y acotado, tiene una solucién positiva.

Cabe notar que obtenemos este problema a partir de (P, ) haciendo p = 2, u(z) =0, f(z) = =Xy
k(z) = 1.
Posterior a este Teorema se han obtenido varios resultados de este problema o modificaciones del mismo,
tales resultados han sido de existencia, multiplicidad y simetria de soluciones. A continuacion enunciamos
algunos resultados para el caso p = 2.
Considerando f(z) = A, p(z) = 0y k(z) = 1 el problema ha sido estudiado por varios autores como por
ejemplo Lazzo [32] en 1992 probé que el problema (Py) tiene al menos cat(2) soluciones positivas (donde cat
se refiere a la categoria de Lusternik-Schnirelmann). En 1986 Cerami-Solimini-Struwe [11] probaron que (Py)
tiene un par +u de soluciones 2-nodales con N > 6 y A € (—A1,0). Castro y Clapp [10] probaron que para A
suficientemente cercano a 0 hay un efecto de la topologia del dominio en el niimero de soluciones 2-nodales
del problema (Py). Cano y Clapp [7| probaron un resultado de multiplicidad para soluciones que cambian
de signo, para pu(x) = 0y f,k funciones continuas. Guo y Niu [24] en 2008 probaron la existencia de una
solucion nodal y simétrica y una solucion positiva para f(z) = A € (0, \g) donde Ag es el primer valor propio
del operador —A — ;—l% sobre €2, con u(z) = up, 2 y k invariantes bajo un subgrupo cerrado de O(N).
Cabe mencionar que los asesores de la presente tesis, Dr. Alfredo Cano, Dr. Sergio Hernandez junto con el
Dr. Eric Hernéndez [8] en 2010 probaron para p(z) = uo, f(x) = Ay k(z) una funcién continua, que si
Q y k son invariantes bajo un subgrupo cerrado de O(N) el problema tiene multiples soluciones nodales
y simétricas. Finalmente Cano y Hernandez-Martinez [9] en 2012 establecieron un resultado de multiplici-
dad de soluciones positivas nodales y simétricas, ademés establecieron condiciones para obtener soluciones
I-invariantes las cuales no son I'-invariantes donde I' C I' € O(N).
Ahora mencionaremos algunos resultados para p € (2, N);
Marcelo Furtado [19] para p(z) =0, f(x) = Ay k(x) = 1 prob6 que si Q es invariante bajo ina involucién
ortogonal no trivial entonces para A suficientemente pequena hay un efecto de la topologia del dominio €2
en el numero de soluciones que cambian de signo. Pigong Han [26] probo para u(x) = uo, f(x) = Ay k(z)
una funciéon no negativa sobre 0, la existencia de soluciones positivas. Guo, Niu y Wang [25] en 2009, para
w(z) = po, f(z) = Ay k(z) una funcién continua sobre Q probaron la existencia de soluciones positivas y
nodales.

En la presente tesis se estableceran resultados de multiplicidad de soluciones nodales y simétricas, esto
dependera de la topologia del dominio, dichos resultados estardn basados principalmente en los articulos [7],

[8] v [9]-
1.3. Hipédtesis y Objetivos

1.3.1. Objetivos de la tesis
El operador p-Laplaciano se escribe como

—Apu = div(|VulP2Vu), 1<p<oo.

10



1.3 Hipétesis y Objetivos

donde u: Q C RY — Ry | - | representa la norma usual en RV

Este operador ha sido intensamente estudiado en afios recientes y es un modelo para el estudio de operadores
degenerados (si p > 2) y singulares (si 1 < p < 2), es evidente que si p = 2, se trata del operador Laplaciano
clasico. Este operador también sirve de modelo en el estudio de modelos no Newtonianos (ver [1] y [2]),
ademads aparece también como aproximacién de modelos de difusién no lineal como filtracion, fluidos no
newtonianos (antes mencionada) y algunos modelos de superconductividad (ver [4]).

El operador p-laplaciano interviene en el problema que se abordara en esta tesis y es el siguiente.
Consideremos la ecuacién diferencial parcial cuasilineal, eliptica con singularidad y exponente critico.

p—2 _ *
by | =@Mt = f @ P ut k@l e 2 €0
b u=0 en Of)
donde Q es un abierto, suave y acotado de RN, 2 < p < N, p* := NN—Q es el exponente critico de Sobolev y

w, f, k : RV — R son funciones continuas.

Supongamos ademads que € es invariante bajo la accion de un subgrupo cerrado I' del grupo O(N) de todas
las transformaciones ortogonales de RN y que las funciones p, f y k son T-invariantes. Recordemos que un
subconjunto X de RY es I'-invariante si vo € X para toda € X, v € I, y que una funciéon h: X — R es
[-invariante si h(yz) = h(z) para todaz € X y vy € T.

El objetivo de esta tesis es investigar la existencia y el ntmero de soluciones I'-invariantes del problema
(Pu,f.k), es decir, soluciones que satisfacen

u(yzr) = u(x) Ve e Q,yel.

Obtendremos resultados de existencia y multiplicidad de soluciones I'-invariantes positivas, asi como solu-
ciones I'-invariantes que cambian de signo (nodales).

1.3.2. Hipoétesis del problema

Sea G un subgrupo cerrado de O(N). Consideremos el problema cuasilineal eliptico con exponente critico

-2 *
. A= (@) M = @) Pk k@) e x e
(Pu,f,k) u=0 en Of)
u(gx) = u(x) VeeQ,ged
donde Q es un dominio G-invariante suave y acotado en RN, N > p?, p* = NN—_’;) es el exponente critico de

Sobolev y p, f,k : RY — R son funciones continuas, con las siguientes hipotesis adicionales, 0 < u(z) <

o= (%)p, 0 < f(x) < Ap(p) donde

Ja (|Vu|p - No%) dx

o ]

Ap(p) = inf b ,
weEWLP(Q)\{0} Jo lulPd

con fip = MAX, g p().
Recordemos que un subconjunto X de RV es G-invariante si gr € X para toda 2 € X, g € G, y una funcién
h: X — R es G-invariante si h(gz) = h(x) para toda € X, g € G. Denotamos por Gz := {gz : g € G} a

11



1.3 Hipétesis y Objetivos

la G-érbita de un punto 2 € R y denotamos a su cardinalidad como #Gz. Escribimos como X/G := {Gx :
x € X} a su espacio de G-orbitas con la topologia cociente.

Consideremos el conjunto

M = {yeﬁ:%:mmﬂ}.
K@) 7 k)
Supondremos que pu, f, k satisfacen lo siguiente:
(K1) k(z) > 0 para toda x € Q y k(0) = 1.
(K2) k es localmente plana para M; esto es, existen 7 > 0, v > N y A > 0 tal que

k() —k(y)| <Alx—y|’" if ye M and |z —y| <.

p _
(M) O< p(z)<p= (%) para toda x € Q , y denotemos pg = maxu ().
e

(F1) Si fo =méxf (x) se satisface 0 < fo < Ap(p).
€N

(F2) f(x) > 0 Para toda x= € M.
Para nuestro problema consideremos

|uf”

[l = [ (190P = nto) 25~ FlaP ) de, e wiH(e),

Denotemos por Sy, conocida como la mejor constante de Sobolev para el encaje DP(RYN) «— LP"(RY), esto
es,

Vulld
SO,P = Inf fRN | u‘ mlv
weDLP (RN IN{0} (f . |u]p* dm) P
R

donde DYP(RN) := {u € LP"(RY) : |Vu| € LP(RN)} y definamos

Gx b
EG = ml’g #71\]*17 Sopp.
v€Q (z) ’
Para nuestro resultado de multiplicidad necesitamos la siguiente condicién de no existencia.
(NE) El problema

—Apu =k (z) |ulf " u x €N
(PSox) & u=0 z € 00
u(gz) = u(zx) VeeQ,ged

no tiene solucién positiva u que satisface / \VulPde < 05
Q

12



1.3 Hipétesis y Objetivos

1.3.3. Multiplicidad de soluciones positivas

Nuestro siguiente resultado establece una relacién entre la topologia del dominio y la multiplicidad de
soluciones positivas. Para 6 > 0 sean

My = {y € M :dist(y,00) > 6}, Bs(M) := {z € RY : dist(z, M) < §}. (1.1)

N
Teorema 1.2. Sea N > p?. Supongamos que se cumplen K1), K2), M1), F1), F2), (NE) y EkG < Syl -
Dados 6,6" > 0 existen \* € (0,p) y p* € (0, 2) tal que si max, . f(x) < Xy méx, qu(x) < p*, entonces

para toda f(x) € (0,X*) y pu(z) € (0, %) para toda x € Q el problema (P;fﬁk) tiene al menos
cat gy a(Ms /G)
pares +u de soluciones que satisfacen
07 =6 < [ulh ;<4

1.3.4. Multiplicidad de soluciones nodales

Sea G un subgrupo cerrado de O(N) para el cual Q y p, f,k : RY — R son G-invariantes. Denotemos
por I' el kernel de un epimorfismo 7: G — Z/2 := {—1,1}.
Una funcién con valores reales u definida en € se llama 7-equivariante si

u(gz) = 7(g)u(x) Vz e Q,g9 € G.

Estudiaremos el siguiente problema

A= (@) = @) Pk k@) P Pe w e
( ;L-fk) u=0 r € 0f)
u(gx) = 7(z)u(x) VeeQ,ged

Si g € I entonces toda funcion u T-equivariante satisface u(gz) = u(x) para toda x € Q; i.e., es I-invariante.
Si w es una funcién T-equivariante and g € 77!(—1) entonces u(gr) = —u(zx) para toda z € Q. Asi, toda

solucién no trivial T7-equivariante de Pl ik cambia de signo.
2

Definicién 1.1. Un subconjunto X de RN es I'-conezo si es I'-invariante y si no se puede escribir como
union de dos abiertos disjuntos I'-invariantes.
Una funcion u: Q — R es (I',2)-nodal si los conjuntos

{r eQ:u(x) >0} and {zreQ:u(zx) <0}
son no wvacios y I'-conezos.
Para cada subconjunto G-invariante X de RY, definimos
X" ={reX:Gz =Tz}

13



1.3 Hipétesis y Objetivos

Sea 0 > 0, definimos
M_s:={y € M : dist(y,0QU Q") > 5},
y Bs(M) como en (1.1). El siguiente Teorema es un resultado de multiplicidad de soluciones 7-equivariantes

r
(T, 2)-nodal para el problema <Pu,f,k>'

N
Teorema 1.3. Sea N > p?. Supongamos que se cumplen K1), K2), M1), F1), F2), (NE) y ZE < Szfuo-
Supongamos ademds que existe un subgrupo cerrado G de O(N) y un epimorfismo continuo 7 : G — 7/2
tales que Q, u, f y k son G—invariante y kert = I'. Dados 0,0" > 0 ezisten X\* € (0,\,) y p* € (0,) tal
que st Max, g f(r) < Xy mix g u(r) < ¥, entonces para toda f(x) € (0,\*) y u(x) € (0,4*) para toda

x € Q el problema (Pll:fk) tiene al menos

cat(py(m)\Bs(a)7)/m (M 5/T)
pares +u de soluciones T—equivariantes que satisfacen

2(0F — &) < [u])”, < 245

1.3.5. Propiedades simétrica de las soluciones

Sea I' ¢ T' C O(N). En el siguiente Teorema daremos condiciones suficientes para la existencia de
soluciones las cuales son I'-invariantes pero no son I'-invariantes.

Teorema 1.4. Sea N > p?. Supongamos que se cumplen (K1), (K2), (M1), (F1), (F2), (NE) y
N - ~ ~
€1,; < Splug- Sea T un subgrupo cerrado de O(N) tal que ' C T y Q, p, f, k son T'—invariantes y se cumple

#l'x #l'x

min ——5— < min N5
v€Q f(z) p 2€Q k(x) »

Dados 0,0" > 0 existen X* € (0, ) y p* € (0, 12) tal que si max, g f(x) < Xy max, g u(x) < p*, entonces
para toda f(x) € (0,X*) y u(z) € (0, 1*) para toda x € Q el problema (P};fk) tiene al menos

catgs(aryr (Mg /T)

soluciones positivas que no son I'—invariantes.

14



2

Descripcion metodolégica

2.1. Planteamiento del problema

Dado un subconjunto abierto Q de RY y funciones p, f,k : & — R, nos preguntamos si existen una
o varias funciones u : © — RY que satisface la siguiente ecuaciéon diferencial parcial con singularidad y
exponente critico

p—2 _ *_
— g — o () M = F (@) [t (@) o P e 0 @.1)
u =10 en 0N
donde 0 € Q y p* = NN—_]';) es conocido como el exponente critico de Sobolev.

De esta ecuacion diferencial parcial nos interesa conocer la existencia de una solucion (en el sentido débil), es
decir, bajo que condiciones sobre el dominio €2, los parametros y las funciones pu, f, k se tiene multiplicidad
de soluciones (en el sentido débil) y finalmente si dichas soluciones son nodales, es decir, si las soluciones
cambian de signo.

2.1.1. Operador p-Laplaciano

En ésta subseccién daremos la definicién del operador —A,u conocido como el p-laplaciano, que es una
generalizaciéon del laplaciano usual correspondiente al caso p = 2. El p-laplaciano ha sido estudiado como
un modelo de operador eliptico no lineal en forma de divergencia, el hecho de que sea no lineal (caso p # 2)
hace su estudio més dificil que del laplaciano usual.

Definiciéon 2.1 (Operador p-Laplaciano). El operador p-laplaciano —A\, se define para 1 < p < oo como
stgue
—Npu = —div (|VuP~*Vu)

donde v : Q C RN — R.
El trabajo realizado en esta tesis se centra en el caso 2 < p para el operador p-laplaciano.

Teorema 2.1. El operador p-laplaciano —A, satisface

N N TN o
ou 0% 0 Ou ou
() £ £ ) )2

Jj=1

15



2.2 Planteamiento variacional

Demostracion.

—DNpu = —div (|Vu|p_2Vu)
= —div (l (ﬁv 87u7 ceey 9u ) ‘F*2 (&7 ﬁw"? Ou ))
ox1 Oxa oxr N o0x1 Oxa oxr N

p—2
N 2\ 2
(@) (e
; Ox; Ox1 Oxz Ozn
N p=2 N p=2 N p=2
u\?\ * ou u\?\ * ou ou\?\ ° Ou
= _di on o _ouw
w (; (dan) > oxy’ <; (8351) Oz’ 7 ; (dxl) or N
p=2 p—2

O]

Como el problema tiene el operador —A,,, gracias a la observacion A.1, al Teorema 2.1 y a la definicion
A 3 se tiene que el problema (2.1) es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden, cuasilineal y eliptica.

2.2. Planteamiento variacional

En esta seccién se dara la definicién de solucién clasica y solucion débil, se usarad el método variacional
para resolver la ecuacién diferencial planteada anteriormente, dicho método hace intervenir a los espacios
de Sobolev que son los que comunmente se usan en éste tipo de problemas, ademéas el método variacional
o la formulacién variacional transforma el problema de resolver una ecuacién diferencial parcial en resolver
un problema variacional que puede ser interpretado como resolver un problema de hallar puntos criticos de
cierta funcién obtenida al usar el método variacional.

Definicion 2.2. Una funcion u € C*(Q) que satisface (2.1) se llama solucion cldsica ¢ solucion fuerte
de (2.1).

Observacion 2.1. En la definicion de solucion cldsica, la condicion de que u € C?(Q) implica implicita-
menteme (despejando a —Ayu) que p, f y k son continuas.

16



2.2 Planteamiento variacional

Sea u € C?() una solucién clésica de (2.1). Multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.1) por v €
C2°(Q) e integrando, obtenemos

/QAPUU/QM( |u|p$|iuv /f )|ulP™ 2uv+/ k() |ulP” ~2uv. (2.2)

Analicemos cada una de las integrales, empezando con

/ —Apuvdz.
Q

Como
Apu = div (| u|p_2Vu)
N
= (Z v ‘p 2€1>
N
= 3 o (g,
, ox
=1
se tiene

A ou
_ — _E p—277
/ Apuv / ' i <]Vu\ l> vdx

Para poder aplicar el Teorema de integracion por partes (ver apéndice A 6 [13]) es necesario que |Vu|
C1(Q) para cada i = 1,2, ..., N. Asi obtenemos

0 ou Ou Ov
VulP~? — d:/VP‘Q dz.
Sumando estas identidades para i = 1,2, ..., N obtenemos la férmula de Green
N
Ou Ov
—A _ _ VulP~2=2=

N
ou Ov
_ p—2
= Z:/Q]VM oz, axida:

p—2 Ou
ox; €

N
ou Ov
= p=2
/Q; |Vul oz, 9, dx

/ |VuP~2Vu - Vo.
Q

17



2.2 Planteamiento variacional

De esta manera para que / |Vu|P~2Vu - Vo tenga sentido basta que |Vul,|Vo| € LP(Q).
Q

JulP~?u

Para que / u(x)ﬁpv tenga sentido basta con que pu € C(Q), u,v € LP(f) vy se satisfaga la desigualdad
0 T

de Hardy (ver apéndice A, Teorema A.1). Finalmente para que las dos integrales restantes tengan sentido

podemos pedir que u,v € LP(Q), f,k € C(), y ademas 2 < p < N para la ultima integral que tiene incluido
el exponente critico de Sobolev.
Asi de (2.2) se tiene

p—2 .
/ |Vu|p_2Vu-Vv—/u(:L‘)‘u|uv = / f(a:)]u|p_2uv—|—/ k(x)|ulP —2m}7
Q Q Q Q

ki

que esta bien justificada en Q@ C RY un dominio abierto, suave y acotado, considerando 0 € Qy u, f, k € C(Q).
Como estamos pidiendo que u,v € LP(Q) y |Vul,|Vv| € LP(2) resulta conveniente recurrir a los espacios
de Sobolev W& P(Q) (ver apéndice A) donde el subindice 0 es porque el problema tiene como hipotesis que
u = 0 en 9. Ademas al estudiar problemas que involucran el operador p-laplaciano es natural trabajar en
el espacio de Sobolev VVO1 P Ahora estamos en condiciones de enunciar la definicién de solucién débil.

Definicion 2.3 (Solucion débil). Una funcidn u € Wol’p(Q) que satisface

/Q]Vu|pQVu‘Vv—/Q/L(m)M}:/Qf(w)]upzuv—i—/ﬂk(a:)\u]p*2u1) (2.3)

[P
para toda v € C°(Q) se llama solucion débil de (2.1).

Es importante mencionar que en la definicion de solucion débil se puede sustituir C2°(€2) por VVO1 P(Q)
pues C°(Q) es denso en W, ().
Del proceso usado para obtener (2.3) se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.1. Si u es solucion cldsica de (2.1) entonces u es una solucion débil de (2.1).

2.2.1. Funcional asociado
Consideremos el funcional E, r . : Wol’p(Q) — R dado por
|ul

Eppa(u) = ;/Q <|vu\p - u(x)mz - f(x)|u|p) da — pl* /Q k() |ul?” da. (2.4)

Donde 2 <p< Nyp*= NN—_’;. El funcional esta bien definido y es continuo en Wol’p(Q) (ver apéndice B,
Proposicién A.3). Mas atn, E,, r es de clase C!(ver apéndice B, Proposicién A.3) y su derivada de Fréchet
en cada punto u € Wy (Q) estd dada por

p—2
DE, sr(u)v = /<]Vu|p_2Vu-Vv—u(x)‘u’uv>
Q ki

— x)|u _zuv— x)|u *_2uv .
/Qf( ) ul? /Qk< J[ul? (2.5)
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2.2 Planteamiento variacional

para toda v € W&’p(Q).

Notemos que los puntos criticos del funcional E,, r resultan ser soluciones débiles del problema (2.1), lo
cual fue obtenido mediante el método variacional, de esta manera hemos tranformado el problema (2.1) de
buscar soluciones débiles de una ecuacion diferencial parcial en un problema de busqueda de puntos criticos
del funcional E, r 1, dicho de otra manera se tiene la siguiente observacion.

Observacion 2.2. Una solucion débil del problema (2.1) es, por definicion, un punto critico de E, f, es
decir, una funcion u € Wol’p(Q) tal que DE, ¢ 1(u) = 0.

2.2.2. Grafica del funcional

Para nuestro problema definimos

[y = | [ (190F =) 5= r@ ) ae|” e wir @),

y vamos a suponer en el resto de la tesis la siguiente condicién:

~ —n\P =
M1) Para 0 < p(z) < g = (%) para toda x € Q, denotemos py = maxu (z).
€l

J. (]Vu\p — u0%> dx
A\ . , Q ||
p(/’l’o) - llnf pd .
u€W,y P ()\{0} fQ lul” dx

Definamos

ya que Wol’p(Q) — LP(Q) es compacto, A,(po) es positivo y se alcanza en Wol’p(Q). Ademaés supongamos que
se satisface la siguiente condicion:
F1) Para fy = maxf (z) se debe cumplir 0 < fo < Ap(po)-

x€eQ)

Recordemos que el primer valor propio de —A, en VVO1 P(Q) (ver [33]) esta dado como sigue:
VulPdz
A\ = inf M
wewlr@\{o} Jo lulPdz
, HuH%/Ol’p(Q)
= inf ——
wewdP(@\0}  ulpo o)
La siguiente proposicién muestra algunas desigualdades importantes de [ -] , ;.

Proposicion 2.2. [-], , satisface las siguientes desigualdades

C1 [ Jo0 = Cill - Ity < [y < Coll - lytngy = Co -]

0,0
donde C1,Co > 0.

Demostracion. Con las condiciones (M1) y (F1) tenemos

Z,f = /Q <’VU‘p — () :Z;i — f(x) \u|p> dz (2.6)

P |ul” P
> [ (19Ul = porss = fo lul?) da.
Q \96'|
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2.2 Planteamiento variacional

De la definicion de \,(uo) se tiene la siguiente desigualdad

Jo (WUVJ — Mo ‘IZL’) dx
P = Jo lul? da

p
/fou‘de < fo/ (\V ,p_uo;u‘p> dx. (2.7)
Sustituyendo (2.7) en (2.6) y usando la desigualdad de Hardy
P ik _fO/ P Ul
/Q <|Vu| u0|$p) dx o |Vu| uomp dx (2.8)
P
= (1- fo / |Vul? —,u0|u|p dx
Ap ||
(1-) (/ |Vl do — 0/ |Vu]pdx>
= <1— > (1— > / |Vul? dx
fO p
1-0) (1- 1 .
(150) (5 ) 1t

La otra desigualdad se cumple pues 0 < fo < Ap(po) implica f; = mmf( ) < fo < Ap(po) < A1. Por tanto,
LSS
si f1 <0

de la cual

K

v

v

[u]?, < /Q (Vul’ — f (&) [ul?) dz

< / |Vul? de — fl/ |Vul? da
Q
(1 - ) / |Vul? dx.

Sifi >0
p p ‘u|p p
Hu]u,f = Q\Vu| dx — A w(x) z |pd:v— f(z) |u|f dz
< / |Vul? dx.
Q
De esta manera se obtiene el resultado. O

La siguiente proposicién nos da una equivalencia entre normas en el espacio LP” (Q) para ello asumamos
la siguiente condicion:
K1) k(x) > 0 para toda z € Q y k(0) =

20



2.2 Planteamiento variacional

Proposicion 2.3. Si k€ C (ﬁ) y (K1) se satisface, las normas

1 a1
ulgpr = [fQ k() [ul” dw} "oy lul,. = “Q lul? d:c} " sobre LP" () son equivalentes.

Demostracion. Como £ es acotado, se cumple que min k(z) > 0. Dado que
Q

ml’nk/ JulP" da < / k(x)|ulP de < méxk/ lulP" dx
Q Q Q Q Q
se tiene que |uly ,+ es equivalente a la usual en LP"(Q). O

Reescribimos el funcional £, r como

1

B pk(u) =~ [ulf ;- Z;IUIZP*- (2.9)

D=

Nos interesa demostrar la existencia de puntos criticos de E, r . Empecemos analizando su gréfica, para ello
fijemos una direccion 0 # u € W&’p(ﬂ) y veamos como es la grafica de E,, . sobre la recta generada por u,
es decir, consideremos la funcion E, ¢, : R — R dada por

1 *
p Pp_ | —|,4IP

Notemos que los coeficientes de [t|P y [t|P” son positivos, de modo que, como p* > p, la gréafica de ésta funcion
tendra la siguiente forma.

P (2.10)

[u]

1
By pha(t) = By pulut) = <p |

En particular E, ¢ 1. no estd acotada inferiormente y tiene un minimo local en 0, que es obviamente
solucion de (2.1).
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2.2 Planteamiento variacional

2.2.3. Variedad de Nehari

El conjunto de méximos de E,, . para todas las direcciones u # 0 es el conjunto

Ny = {ueWyP(Q):u#0, DE, ;x(u)u =0} (2.11)
1, : — [u?”
= {ueWy?(Q):u#0, [u] if = \u|z7p*}.
Claramente los puntos criticos no triviales de E, r ) estdn contenidos en este conjunto.

Proposiciéon 2.4. a) u € Ny gy sty solo si r{lég{ E, s1(tu) = E, 5 1(u).

b) Ny 1k es una variedad de clase C?.
¢) El espacio tangente a N, r1 en u es

lu|P~2uw
[P

TuNur = {ve Wol’p(Q) :p/ <|Vu]p2vu -V + p(z)
Q

P 2u) =" [ K@l o). (2.12)

d) El campo vectorial radial u — u en Wol’p(Q) es transversal a N, t, es decir, w & TyN, r1 para toda
u € N/L,f,k"
A N, 1k sele llama variedad de Nehari de E,, ;1.

Demostracion. Como en cada direccion radial v € Wol’p(Q) \ {0} la funcion E, ¢k : (0,00) — R s6lo tiene
un maximo como punto critico, se tiene que, para t > 0

/

E}l,,f,k‘ﬂt(t) = Emfyk(tu)u =0 < Ep“?f’k(tu)tu = 07

esto ultimo implica que tu € Ny, 1 ya que tu # 0, esto demuestra (a).
Consideremos el siguiente funcional de clase C?

1, -
Gt Wo P \NO — R, @y pre(u) = [w]], o = [ul} -

como gb;?k(O) = N, i basta probar que 0 es un valor regular de ¢, r ;. Supongamos que ug # 0 en qS;:}k (0)

es un punto critico, entonces para todo v € Wol’p(Q)

Doy, g r(uo)v = p/ﬂ (IVuo P2 Vug - Vo (2.13)
0 p2 . o2
_M(ZL‘)T — f(@)|uo|P"“ugv ) dx — p k(x)|uolP ~“uovdz
Q
= 0

en particular si v = g

Do saluio = o [ (|Vuo\p—u<x>'“°‘p—f<x>|uo\p) iz =" [ Kouol” da

[P
= 0.
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

p
m

Por lo cual 0 es un valor regular y en consecuencia la variedad de Nehari es de clase C2.
Como kerDey,, fr(u) = TyN, 1 para cada u € Ny rx, (c) es consecuencia de (2.13) y u ¢ kerDe,, ri(u) si
u € Ny gk, es decir, se cumple (d). O

Como ug € N, fx entonces Dy, rx(uo)uo = (p — p) [uo], ; = 0, ésto es una contradiccion pues ug # 0.

Decimos que un punto v € N, r es un punto critico de E,, s \NHV,M: Nyt — Rsi DE, rr(u)v =0

para todo v € T, N, ¢ k- Una consecuencia de la proposiciéon anterior es que las soluciones no triviales de

(2.1) son justamente los puntos criticos de B, rx [N, ;-

Corolario 2.1. u € Wol’p(Q) \ {0} es un punto critico de E,, s} Wol’p(Q) — R siysolosiue Nypryu
es un punto critico de E,, 1 ‘Nu,f,k: Ny — R.

Demostracion. Si u € N, ¢y, es punto critico de B, 7 \NH)M entonces

DEmf,k(u)v =0
para todo v € T, N, r 1. Ademas, por definicién de N, r, se cumple que
DEMﬁk(u)u = 0.

De la proposicion anterior (d) se sigue que W, ?(Q) = TuN, s ® lin(u) y en consecuencia, que
DE, ;(u)w = 0 para todo w € Wol’p(Q). B

2.3. Formulacién Variacional del Problema Simétrico

Sea O(N) el grupo de todas las transformaciones ortogonales de RY y sea I' un subgrupo cerrado de
O(N). Consideremos el primer problema que nos interesa.

p—2

=B (o) M = f @)l Pt k@) [ e 2 e @
(P;l;,f,k:> u =0, x € 0f)
u(yzr) =u(z), VeeQ,yel,

donde ) es abierto, suave, acotado y I' — invariante, ademas pu, f,k son funciones continuas y tambien
I-invariantes. Recordemos que un subconjunto X de RY es I'-invariante si y& € X para todaz € X, y €T
y una funciéon h : X — R es I-invariante si h(yz) = h(z) para toda x € X y v € T

Nos interesa encontrar soluciones positivas y soluciones que cambian de signo para este problema.

Introduzcamos un homomorfismo continuo 7 : G — Z/2 definido sobre un subgrupo cerrado G de O (N)
y denotemos I' := ker 7. Recordemos que el problema (2.1) anadiendo simetrias nodales nos queda

p—2

A= (o) M (@)l Rt R (@) P e
(P;,f,k> u =0, x € 0N
u(gr) =7(g)u(x), VeeQged
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

donde Q es un subconjunto suave, acotado y G-invariante de RN, 0 € Q y u, f,k € C (ﬁ) son funciones
continuas G—invariantes que satisfacen K1, K2, M1, F1 y F2.
Diremos que u es 7 — equivariante si satisface

u(gz) = 1(g)u(z), Ve € Qg€ G

Notemos que, si u es T — equivariante, entonces u es I' —invariante, es decir, u(gz) = u(x) para toda = € Q,
g € . Ademés cumple u(gx) = —u(x) para toda x € Qy g € 7~ 1(—1). En consecuencia

= Toda solucién de (P] ;) es una solucién de (P};f’k), con I = kerr.

» Si7:G — Z/2 es un epimorfismo, entonces toda soluciéon no trivial de (P;fk) es una solucién de

(Pif ;) que cambia de signo.

Se dard una formulacién variacional para el problema (P; 7 i) Dada una funcién u : @ — R el homomorfismo

7 induce la accién natural de G sobre VVO1 P (Q) dada por

gu:Q — R, (gu)(x)=7(9)u (gflx) (2.14)

2.3.1. Normas G-invariantes

Notemos que [ -]} ; es G — invariante con respecto a la accién inducida por 7 sobre WP (Q).

Sean g € Gy u,v € Wol’p (©). Como g € O(N) entonces det|g| = 1 y dado que (gz) - (gy) = = - y para todo
z,y € R, ademés

V(gu)(z) = 7(9)gVulg " (x)),

de donde obtenemos
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

V(g (@) — () ‘(W(Jf” ) r<gu><x>|p) dx

o)y = |

- / f (@) |u (g 2) P,
Q

1

haciendo el cambio de variable y = g7z , como u, fy  son G-invariantes y |det g| = 1 tenemos

o rowiop o @
(oult, = | (|v WP = wla) 12

-/ (m WP — w2 p) \u<y>p> dy
Q

lyl”
= [u]? ;-

 F o) lu <y>|p) dy

De manera similar, las normas ||-|| = [-] o o sobre Wol’p () ¥ |“|kp*» || sobre LP™ () son G—invariantes.
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

Por tanto el funcional asociado al problema (P; f’k)
1 p |ul” p
Eppr(w) == | (|Vul’ —p(z) =5 — f (@) [u” ) dz
D Ja ||
1 / o
—— [ g(x)|u” dx
gy () |ul
1 1 *
= ]; [u] ﬁ,f - 2? |U|Z7p* )

es G — invariante, con derivada

p—2
DE, s (u)v = / <|w|p—2vu-w_ u(@'“’“”)
Q

[P

- /f(a:) |u|P2uvdx — / k(z) |ulP ~2uvdz.
Q Q

Debido a las simetrias, las soluciones estan en el espacio de puntos fijos de Wo1 P(Q) bajo la accién definida
en (2.14), o bien en el espacio de funciones T — equivariantes

Wol’p(Q)T: {uGW&’p(Q) tgu=1u VgEG}

= {ueWol’p(Q):u(gw):r(g)u(x) VgeG,areQ}.

SiT=1entonces G =Ty Wol’p(Q) es el espacio de puntos fijos restringido a la accién de I' 6 espacio de
funciones I' — invariantes al que denotaremos por

WP (Q)F = {ue WP (Q):u(gr) =u(z) Vgel,ze Q}

Todas las soluciones no triviales de (P] ;) 6 puntos criticos de
E, rk: Nyypr — R estan contenidos en

Nl’:yf,k = N[u,,f,k’ N W()Lp(Q)T
= {u € Wol’p ()"NA0}: DEy, g (w)u = 0}
- {u € WP ("N A0}: [u]”, = Iu\i,p*}-

También denotaremos
r 1, r
N[J,,f,k = Nﬂ,f,k m WU p(Q) °

Notemos que N . es radialmente difeomorfa a la esfera unitaria en VVO1 P (Q)7 por la proyeccién radial

N—p

L (o . [ulis) ™
T fde : Wo (@) NA0Y = N g Tppe (w) = T u
k,p*

Como un caso particular del Principio de Criticalidad Simétrica de Palais obtenemos
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

Teorema 2.2 (Principio de Criticalidad Simétrica). u € Wol’p(Q)T \ {0} es punto critico de E, ¢y :

17p T y < ; g . T . .
Wyt()" — R si y sdlo si u es punto critico de E, r |N;’M. Nu,f,k — R, es decir, las soluciones

, . O N
no trivieles de ( ufk> son precisamente los puntos crilicos de la restriccion de E, r 1 a NMf’k

Demostracion. Por el Corolario 2.1 sabemos que u € WyP(Q2)\ {0} es punto critico de E,, s, : Wy ?(Q) — R
siy solo si u es punto critico de E,, s [N, ;¢ Ny — R. Por otra parte

W, frk
DE, y.k(gu)v

— / <|V(gu)(m)|p’2V(gu)(x) V’U(l’) _ M(CC) [(gu)(@)|"~ (gu)(m)v(a:)) da
Q

|[?

—/ f(w)l(gu)(m)\p_Q(QU)(w)v(w)—/ k(@) (gu) ()" (gu) (z)v(w)de
Q Q

[ (r@aVats 0P rl9)gValy ') - Velo)
rg)uty™ 1x>\?*2<7<g>u<g*1x>>v(x>)dl,

[

— u(x)

- [ 1@Ir@uts D rlgul )u(a)da
- [ K@lr@uta P rouls e)o(e)ds
[ (1vata 0P 2@ uts ™ 0) - Vote) - ey M m)”(m)) da

|[P

—/ f(w)Iu(gflw)Ipfzf(g)U(gflw)v(m)dw—/ k@)|u(g™ o) "7 (9)ulg ™ w)v(z)de
Q Q

lu(y)[P~*7

/ (IW( P2 (e (9)gVu(y)) - Volgy) — ulay)

Il
m
<
@

dy
\gylp

/ Faw) [u(y) P27 (g)uy)v(gy)dy — / k(g u(w) "7 (g)uly)v(gy)dy

[ (19uP2o9ut) - 7(0)9s(00) ~ g L |gy|p vy g
/fgylu )P~2u(y)r(g)v(gy)dy — /k:gy|u< )P Zu(y)r(g)o(gy)dy
/Q<|Vu(y)|p’2gVu(y)~r(g’ )Vu(gy)—u(gy)| )" uw)r(y” )v(gy))

lgy|?

—/f(gy)IU(y)I"_QU(y)T(g_l)v(gy)dy—/k:(gy)lu(y)| “2u(y)r(g~")o(gy)dy
@ Q
/ﬂ(|Vu(y)|p—29vu(y).QV(g-lv)( ) pgy) )9 v)(y))dy

lgy|P

—/Qf(gy)IU(y)lp_QU( )9~ ) (y)dy — /kgy lu@)P"2u(y) (g~ "v)(y)dy
[ (Vo 2vut) - 9o~ o)) - ) MO0 g,

ly|P
- / F@)lu() P~ 2u(y) (g~ v) () dy — / k(@)@ 2u(y) (g~ ) (v)dy
Q Q

= DE,rk(u)(g 'v)
= (9DEyu sk(u)) (v)
para toda u,v € Wol’p(Q). Si ademas suponemos que u € Wol’p(Q)T entonces g (DE, ri(u)) (v) = DE, 5 x(u)(v)
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

es decir, DE#’fJg |Nuyf,k (u) = DE#,ﬁk(u). L]
Observemos que si G es el grupo trivial escribimos Ny, ;. Sea u € N;f ;» hotemos que

1

1 *
B gk (u) = P [u] ﬁ,f - o |U|§,p*
1 1
_ (f_ 2t P
a <p p*> (udies
1
_ p
- Ll
ademas, para toda u € Wol’p (2)"\ {0} tenemos
N—p p
1| (Ml ) ™
Elhfyk (ﬂ-pf7f7k (u)) - AT * U
N |l
P wnf
N-—p
P
N |u|§7p* ’
N
_ i‘[u”uf
N ‘u|]i\/:p*
N
1)) \?
- - L) (2.15)
N ( ‘u’z,p*
2.3.2. Propiedades de m"(u, f, k)
Definamos
k)= inf FE
m (H, fa ) “6}\%,]{1@ w,f.k (u)
— 7 f 1 [ ]p
_ue}\rfh,f,k N Ul

[u]”,\*
1 {[u P
= if (2L
ueWy P\ {0} N |u’k,p*

Particularmente E,, 7 ;. esta inferiormente acotado sobre N, 1. En las restricciones para la variedad de Nehari
invariante y equivariante denotemos

mF (:u’a f7 k) = l’nlf E,u,f,k: (U) ) m’ (/’L7 f7 k) = uE}/\rfle Eu,f,k (u)

weN, r & 1, f 5k

respectivamente.
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

Proposiciéon 2.5. m” (u, f, k) > m" (u, f,k) > 0.
Demostracion. Como NJ ;) C N!Ef’k se tiene que m” (i, f, k) > m' (i, f, k). Sea u € N;f,k, entonces

1 1 *
Ep gk (u) = N [u] Z,f - N ’u‘i,p*

Primero recordemos la ecuacién obtenida en (2.8)

[l = (1- {0) (1= 22 . (2.16)

Por otro lado usando la desigualdad de Sobolev y la equivalencia de las normas | - i*p* v g:.
ul?. < Colul?l < CoCr [l (2.17)
definimos A = CpCy la cual es positiva. De (2.16) y (2.17) tenemos
. Jo Ho
Al = (1= ) (1= e,
p K
lo cual implica
1 Jo po\ |7
> 1-22) (1-2
wz [ (-5) (%)
Asi
1 P 1 fO Ho
_ — (1= 1 - == p
30z 5 (1= 2) (1) 1w
p
1 1 *
> Lo o (o) (L o) (k)|
N Ap H A Ap H
>0
Por tanto
m' (u, f,9) = inf B,z (u)
ueEN
wfhg
= inf — [u]?
f
uENE’f’ N H
Zi 1_ﬁ 1_@ 1 1_E 1_'[L~0 p_p7
N Ap m A Ap m
lo cual completa la prueba. O

Proposicion 2.6. Sea 0 < f(z) < f'(z) <)Xy, 0<p(z) <y (x) < paratodaz € Qyk:RY =R con
las condiciones de arriba, entonces

m (W, f' k) <m(u, fo k) y m* (W, k) <m” (u, f,k)
con =162 =rT.
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

Demostracion. Por definicién de [ -], , obtenemos [u]7, , < [u]], ;. Sea u € W, P (Q)

m (W, £ k) < B gk (7 g ()

N
p
- u S
( [uliy )
< 1 [u uf
N ’u‘k,p*
=E,

foe (T g ()

y de estas desigualdades, se concluye la proposiciéon .

Lema 2.1. Con las condiciones (M1) y (F1), para u € Wol’p (Q)" obtenemos

=

Boox (roas () < (2 )N< %) B (s ().

m— Ho Ap — Jo

Demostracion. Como

<2

By gk (T pn (u)) = % < Huimf)

|u’k,p*

y recordando que, de la ecuacion (2.8) obtenemos

[l > (1—{2)

N
L ™ fo\» fto
E:ka(ﬂ— 7f7k(u))27 1_7 I_T
A N\ Julgy A i

entonces

Por tanto

|z

Ep gk (T, gk (1)) <ﬁ —ﬁm))

|2
E\Z

Corolario 2.2. m™ (0,0, k) < <u~uo>

(v5)

mT (u, f, k).
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

2.3.3. Estimaciones para m'(u, f, k)

Consideremos el conjunto

r r
% Zml’n#wxp}a (2.18)

M := {y cO: —
kly) » k() 7

donde Ty := {yy : v €T} es la I' — drbita del punto y y #I'y denota su cardinalidad. Recordemos que la
I' — orbita de y es I' — homeomor fa al espacio homogéneo I'/T"y donde T'y := {y € I' : vy = y} es grupo de
isotropia de y. El homeomorfismo esta dado por

')y — Ty, [y]:=Ty — . (2.19)
Proposicion 2.7. M es cerrado.

Demostracion. Sitodas las I'—érbitas de €2 son infinitas entonces M = Q. Supongamos que alguna I' —érbita
es finita. Sea (y,) una sucesién en M tal que y, — y en €. Para probar que M es cerrado, basta verificar
que y € M. Como k es continua, k(y,) — k(y), dado que y,, € M, se tiene que #L'y, =y k(y,) = k(y)
para n suficientemente grande. En consecuencia, #I'y > #I'y,. Mostraremos que #I'y = #I'y,. Sean
Y1572, Y € T, tales que vy # vy si @ # j, y sea 0 > 0 tal que las bolas Bs(vy), ¢ = 1,2,...,r, son
ajenas por pares. Como para toda n suficientemente grande vy, € Bs(7v;y) concluimos que #T'y < #Ty,,.
En consecuencia, y € M y por tanto M es cerrado. ]

Notemos que como M C Q y por la proposicién anterior se tiene que M es compacto. Mas adelante se
vera que si todas las I' — drbitas de €2 son infinitas, nuestro problema tiene una infinidad de soluciones. De
modo que supondremos que se cumple

(fin) Existe y € Q tal que #I'y < oo,
las condiciones (K1), (F1) y las siguientes dos condiciones

K2) k es localmente plano sobre M, esto es, existe r >0, v > N y A > 0 tal que

|k(z) —k(y)| <Alz—yl" if ye M and |z —y| <.

F2) f(x)> 0 para toda x € M.
Fijemos s > 0 tal que

{ 0
xerg:af) f(l.) =

donde Bs(M) := {y € RN : dist(y, M) < s}, y sea

oL :—fnf{r,;,w:yEM,’YGFa’Yyi‘éy}a

donde r > 0 es la constantede la condicion (K2).

Lema 2.2. pl >0
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existen sucesiones (y,) en I', (y,) en M, tales que
YnYn # Yn Y |nYn — yn] —> 0. Como T" y M son compactos, sin perdida de generalidad podemos suponer
que v, — v en ' y que y, — y en M. Entonces vy = y, en consecuencia, dada é > 0, se cumple que
YnUn, Yn € Bs(y) para toda n suficientemente grande. Esto implica que #I'y, > 2#I'y, lo cual contadice
que y, € M. O

Definamos el siguiente conjunto DP(RY) := {u € LP"(RY) : |Vu| € LP(RYM)}. Denotemos por Sp,, la
mejor constante de Sobolev para D'P(RY) — LP"(RY) dada por

VulP d
Sop = inf fRN‘ ul’dz
ue DLP(RN )N\ {0} <f v |u

R

L
¥

P dac)p

r N
= (mln #NSBP> Sop-
z€N k( )

El problema (2.1) esté relacionado con los siguientes problemas limite

y denotemos

o —Ayu = |uff" 2w en RY
() { 7 e )
=2y,
(Pooo 1) —A MO‘ {x\ ‘“|p uen RN
1o, u € DY (RN)

Se sabe que las soluciones positivas no triviales de minima energia del problema limite (P&%,l) son los
instantones (3]

N—p
g »?

<5+ |z — y|ﬁ)

UsY (z) = C(N) (2.20)

N—p?

N—p

cone>0,ycRY y C(N)= (N (M)> 7 ademés estas soluciones minimizan

p—1
Jrn (IVul”) da

min - = Sop
ueDLP(RN)N{0} (fR \u|p daj) P*

y satisfacen
N
| V= [ 05 da = sy,

Para el problema limite (P(‘fj’m 1) notemos que tiene soluciones de estado base radiales positivas U, las
b b
cuales son tnicas excepto por dilataciones y traslaciones, esto es, las soluciones pueden ser escritas como

N—
Ue (1) = f—:_TpUHO (g) con € > 0. Ademas, de la naturaleza de la ecuacion de la que es solucion se obtiene

Ho
Ug, I” y
[ (1w =l Bl o= [ oy ae =i,
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

donde la constante S, es la que minimiza el siguiente cociente

Jan (|Vu\p — uo%> dz

min P = Ppo,ps
1, N * E3
ueDLP (RN )N {0} (fRN |u p dx) P

véase la semejanza con las soluciones (2.20) del primer problema limite. Utilizaremos los instantones para
obtener una cota superior para m7 (u, f, k). Fijemos 0 < p < p. y fijemos una fucién de corte ¢ € C(RY)
radialmente simétrica y tal que ¢(x) = 1 si [z| <1, p(x) =0si |z| > 2y 0 < p(x) < 1 para toda z € RY.
Para cada y € RV, v € T, denotamos

r—="7Y
cpw:RN—HR, Py () ::go( 5 )

Sea
Mg :={y e M : dist(y,00) > s}.
Para cada y € M y € > 0, definimos

p=N
wgy(x) = Z k(y) »* QO'Yy(x)Ua,'yy(x)'
[v]er/Ty

Observemos que wgy > 0, wgy es I' — invariante y su soporte satisface
sop (wgy) = By,(I'y) C Bs(M, ) C Q,
por tanto wgy € W&’p(Q)F. En [26] P.G. Han probo las siguientes estimaciones

Lema 2.3. Para ¢ > 0 suficientemente pequenia la funcién us(z) = ¢ (£> Ueo(x) satisface

p
¥ N—p
luell? = Spo+0(77),
p* , N N a(p—1)
Uelf e = | mxk(z) p”0+0<€p>+0 e » ,
’ z€Q ’
P = CoeP ™1 si N > p?
r CocP~Yloge| si N =p?

donde p < a0 < :t% y Cy es una constante positiva.

Usaremos este resultado para probar el siguiente.

r

Lema 2.4. Para todoy € My ye > 0 suficientemente pequena, la funcion w;

T N _
|p = <min 7%1\}%'—1;> Sp?jO + ) (5%) ’
e k(x)

y Satisface

oy

)

. r o il i
|w£y|zp* _ (min#pr> sz”o+0<5p> +O<5 5 >,

v€Q k(z) 7
/Q f@)l, P >

{ CeP~1 si N > p?
donde C es una constante positiva.

CeP~lloge| si N = p?
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2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

Demostracion. La eleccion de p garantiza que el soporte de w!

e,y €8 union de bolas con interiores ajenos por
b
pares

80p(w£y) = BQP(Fy) = UZGFyBQp(Z)'

Del lema anterior se tiene la primer igualdad

N
lwl 7 = > k(y oy Us ylIP
[yJer,/Try,
_ #Fy p
= o lluell
k(y) P

N

- () sheo )

Para toda y € M, € > 0 suficientemente pequena.
La segunda igualdad requiere la propiedad (K2).

* _ N *
‘wgyz,p* - Z k(y) pH‘vaU&sz,p*
[v]er/Ty
#I'y

= 7”@71/ 5"/?!”16])

_ #Fy k(z |<P7y 57y| d

()

_ [ _#Ty oy [ F@E k) e
- (k: W) pp) </ E'yy| d +/ k(y) ’U577y| d )

#Ty [ 5 * b(x)hy — k(y)
_ S7 N)P dx
( /k<y> (e + e —y0l77) "




2.3 Formulacion Variacional del Problema Simétrico

Queremos probar que la tultima integral estd acotada, para ello, la descomponemos en dos partes.

p*_ —
k(x)ery — k(y) Naw = k() — k(y)| da
_p_ _p_
e—l<p | F®) (5 +lz - vylp—l) o—syl<p *(Y) (s +lz - vylp—l)

A _ v

/ [z — vy e
_ =1

i< R =yl

A |z —yyl|’

k(y) e =t
lz—vyyl<p o= yl?

A L/“ .
N =P
Wy |

lz[<p

= Awyx /prv_ﬂrN_ldr
k(y) Jo

= 7AwN /pr(v_zfvﬁ+N)_1dT
k(y) Jo

’U*%‘FN |8

IA

= ar
N

= Qa v p—1
2P

donde ay = ﬁ%,
p—

Por otro lado

wpy :=volumen de la esfera unitaria de dimension N.

k(z)eby — k _Np
(z)phy (y),, —ldo < a / || 71 d
lz—yyl>p k(y) <g+|x—'yy\ﬁ> lz1=p
oo _Np 4
= ag/ r -1 dr
P
__N_
= a4p p—1

De lo anterior, usando el lema 2.3, obtenemos

* r x N a(p—1)
weylipe = In@‘j%%ga Sfo+wj<€p>+l)<g ’ >’

para toda y € M, € > 0 suficientemente pequeno.

Para la ultima desigualdad observemos que
sop(wgy) C Bs(M;)
ap = min f>0.

Bs(Mg)
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El lema 2.3 implica que

RGN
_ #1y p
= a1y ey
k(y) @
CeP1 si N > p?
CeP~lloge| si N =p?
con C = Chay (minxEQ #Ffp> > 0. O

Proposicion 2.8. Supongamos que f y k satisfacen las condiciones (F1), (K1), (F2), y (K2) y que se
cumple (fin). Dada s > 0 tal que ming ) f > 0, existe €5 > 0 con la siguiente propiedad:
Para cada € € (0,¢5) existe 0, tal que

1 ., F#Hlzx N B
E)u‘ﬁka(ﬂﬂvf’k(wg,y)) S 05 < = mlll 7]\];17 SOI:p Vy 6 MS 5
€2 k?(IE) )
donde 7, ¢ es la proyeccion radial sobre la variedad de Nehari, en consecuencia, si M, # 0,

1 ,  #lzx
mF(M’ f, k) < N <m1n N—) Sop'

2€Q k(z) 7

S sl

Demostracion. De la proyeccion radial (2.15) y el lema 2.4 se sigue que existen constantes cq,co > 0 tales
que

Elu‘zka (ﬂ-/ivffk (wg,y))

T qp &
b (e Lug\?
N wgy zp*

N
P
P [l 1P = fq f(@)|wt, [P
=N N\E
(|w£y’lg7p*) ’
_ N
r N N—p P
min 20 )50+ 0 7) - [ @l
1 €0 (z) v
N T N alp—1)
min—"—0— )S7 +0(e7) +O0( 7 )
z€Q k(z) » ’
_ N Y
1 e\~ - '
< — || min ]\}Tfp Spotcie P —co f(x)|w£y|p
N e ]C(l') P '
=: 0..
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Usando nuevamente el lema 2.4 obtenemos

N-—p
N-p cie » —czeP! si N > p?
r 1 3 p
e~ [ el < 900 79T ey
Q cie » —cgeP Hloge| si N=p
Notemos que
N-—p
ce P —e3ePl <0
N—-p

cie 7 < czeP!
eV P < 0357’27’”
e < 035p2

N > p?,

to 0

ademas

N-p -1
cre » —c3eP7 loge| <0
N-p -1
cre v < c3eP7 | loge|
eV P < 035p2*p] logel?
e < Cg€p2| loge|P

2

cie » <cgl|loge|
N =p?,

t¢ ¢ 00

por lo cual se tiene que
N—p
e ? —62/ f(x)|w£y|p <0
Q
para toda € > 0, suficientemente pequeno y, por lo tanto,

1 , I'z &
mr(,ua 1, ]{:) < E,u,f,k:(ﬂ'u,f,k(wgy)) <. < — (mln #Np> Ofp'

2.3.4. Estimaciones para m"(u, f, k)
Sea Q7 = {y € Q:T'y = Gy} y consideremos el conjunto

My ={y e M :dist(y,00UQ") > s}.

Observemos que M, es un conjunto cerrado, que puede ser vacio (por ejemplo, cuando 7 = 1 ). Este conjunto
tiene la siguiente propiedad.

Lema 2.5. inf{\gy—y[: Yy € M;s, g € G, gy#y} > 0.
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Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existen sucesiones (y,) en My (gn) en G tales que

|9nYn — yn| — 0, en virtud del lema 2.2, 7(g,) = —1. Como G y M son compactos podemos suponer que

gn — gen Gy y, — y en M_,. Entonces gy = y y como 7 es continua, 7(g9) = —1. Esto implica que

Gy = T'y, lo cual es una contradiccion, pues y € M . O
Definimos

o o lgy—yl -
pr = 1nf{,os,4 rye Mo g€ G,gy#y}.
Fijemos 0 < p < pI en la construccién de las funciones wg , de la seccion anterior, y tomemos g € G tal que
7(g9-) = —1. Para cada y € M_,, € > 0, definimos

T,8)

T r
Wy i= We gy + We g o (2.21)

Como la funcién wgy solo depende de la I' — 6rbita I'y y no de y mismo, w], no depende de la eleccion de

gr-

Y

r

La eleccon de p garantiza que los soportes de w£y Y W g4, tiene interiores ajenos y, por tanto, wl, €
17
Wy ()7 \ {0} v
+ _, - T
WI )T =wey, (WD) = —Wagy (2.22)

Una consecuencia inmediata de éste hecho y de la proposicién 2.8 es el siguiente corolario.
Corolario 2.3. Supongamos que f y k satisfacen las condiciones (F1), (K1), (F2)y (K2) y que se cumple

(fin). Dadas s > 0 tal que m(l'n) f >0, existe €5 > 0 con la siguiente propiedad:
Bs(M

Para cada € € (0,¢5) existe 0, tal que
- 2 ., #Ix o _
By p k(M p1(Wly)) < 200 < < | min ——x— | 57, Vy € M.
v€Q (z) p

En consecuencia, si Mo # 0, entonces

2 r r

mT(M7 f? k) <= mig#i]\%;p Sopp'

N \eet gz) ")

Demostracion. Seat > 0 tal que 7, rx(wl,) = twl, . Se sigue de (2.22) y de la proposicién 2.4 (a) que

Eppr(mupn(wey)) = Eupr(twl,)
r r
Eﬂvf,k(tws,y) + E%f,k(tws,gry)

r
g 2Euvf7k(ﬂu7f7k(w6,y))'
Las afirmaciones del corolario son ahora consecuencia inmediata de la proposicién 2.8. 0

De la seccién anterior y eéta se tiene el siguiente lema.
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

Lema 2.6. Si QN M # () entonces;
a) m"(0,0,k) < &4}
b) Siexiste y € QN M con 'z # Gy, entonces m” (0,0, k) < %Eg

Para concluir el capitulo observemos que, para s > 0 tal que m(ir}) f(xz) >0y e >0, hemos definido las

funciones continuas

aF : ML;/F — N;I;,f,lw OéE(Fy) = ﬂ-#vfak(ws,y)

S

al : M7 /T — Nj ¢y, al(ly) = mpp0(wly,)

donde;
My /T={Ty:yeM;}, M /)T ={Ty:yeM_}

son los espacios de I' — drbitas de Mg y M_, con la topologia cociente.
La funcién o tiene ademas una propiedad de simetria. El homomorfismo 7 : G — Z/2 induce una involucién
en el espacio de 6rbitas RV /T, a la que denotaremos nuevamente por 7, definida como sigue

7:RY/T — RN/, 7(Ty) =T(g:y).

Esta involucién no depende de la eleccién de g, € 771(—1).
El conjunto de puntos fijos de esta involucién es

(RY/T)" :={Ty : 7(I'y) =Ty} = {Ty : Ty = Gy}.

De modo que, como
(M;,/T) c (RY/T)\ (RV/T)7,

se tiene que T actua libremente en M, /T". La funciéon o es Z/2 — equivariante, es decir,
)

ag(1(ly)) = —ag(Ty), Vye M_,.

2.4. Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

2.4.1. Swucesiones equivariantes de Palais-Smale

Como en el capitulo anterior, G es un subgrupo cerrado de O(N) y 7 : G — Z/2 es un homomorfismo
continuo. Queremos estudiar la pérdida de compacidad para el problema

A= p (@) M = F (@) [P k() [l e e e 0
(P,I,f,k> u =0, x € 0N
u(gx)=1(g)u(z), YVre,ged

donde © es un subconjunto suave, acotado y G-invariante de RN, 0 € Q y u, f,k € C (ﬁ) son funciones
continuas G —invariantes que satisfacen K1, K2, M1, F1 y F2.
Sea

W (Q) = {u e WP (Q) 1 u(gz) = (g)u(z) Vg€ G, xe Q}
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

y sea B, pr(u) : WyP(Q)7 — R,
1 1 *
By pr(u) = » [w] = E|u|£,p*,

el funcional asociado a (P;fk>

Definicion 2.4. Una sucesion {u,} C Wol’p (Q) que satisface
E, 1k (up) = ¢ and DE, ¢ (up) — 0

es llamada una sucesion de Palais-Smale para E, ;1 en c. Decimos que E, r 1 satisface la condicion de

Palais-Smale (PS), si toda sucesion de Palais-Smale para E, ¢, en ¢ tiene una subsucesion convergente. Si
ademds {un} C Wol’p (Q)7 entonces diremos que {u,} es una sucesion de Palais-Smale T — equivariante y
E, ¢ satisface la condicion de Palais-Smale T — equivariante, (PS). . Si 7 =1 {u,} diremos que es una
sucesion de Palais-Smale I —invariante y que E,, . satisface la condicion de Palais-Smale I' —invariante,

(PS); -

El funcional E, ;; no cumple (PS)] para todo c. Daremos en ésta secciéon un resultado de las sucesiones
T — equivariantes de Palais-Smale para E, r ) en términos de las soluciones de los problemas

“Ayu = |ul” "2y en RY
(P(i%’l){ pu = |ul

u € DLP (RN)
(P0.1) —Apu — i ‘ui:;u = |uf" "% u en RY
o0 u € D» (RY)

El funcional asociado a (P55 ;) es B¢ : D'YP(RY) — R donde

DIP(RN) = {u e LP" (RY) 1 |Vu| € LP(RN)}

es un subespacio completo con norma |lu|? = / |VulP y
RN

1 1 .
B () = © / Y — L / uf?

P JrN P JRN

1 1

= lull? = Sl
El funcional asociado a (Pﬁg,o,l) es B ot DYP(RYN) — R
1 |ulP 1 / R
E> = = VulP — go— | — — P
Foa) = o[ (1) - % [
1 1,
= 1;”““,110 - EW Z*-
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

Como antes, denotaremos por
Gy:={gy:g9€G}
ala G — orbita de y, vy por
Gy:={9eG:gy=y}

el grupo de isotropia de y. Recordemos que la G — érbita de y es G — homeomor fa al espacio homogéneo
G/Gy. El homeomorfismo esta dado por

G/Gy — Gy, g]:=9Gy— gy
La demostracion del siguiente resultado se puede ver en [42].

Teorema 2.3. Sea (uy) una sucesion de Palais-Smale T — equivariante en Wol’p ()" para E, ¢ enc> 0.

Entonces existe una solucion u del problema (P;J,k), m,l € N; un subgrupo cerrado G' de indice finito en
G, sucesiones {y;} cQ, {7”} C (0, +00); una solucion G de (P5oa)s parai=1,...,m; {R%} C (0,400) y

una solucion w, de ( Po1) para j=1,...1 tal que:
(i) Gy =G Yn>1yy, =y €Qcuando n — oo, para 1 < i < m,

(ii) (r,@)_l dist (yfl,E)Q) — 0y ( ) ‘gyn gyl| — oo, si n — oo para toda [g] # [¢'] € G/G', i =
1,...,m,

(i) @ (g2) = 7 (9) @ (x), Y € RN, g € G1, i = 1,2, .,m,
(iv) R%—>Osin—>ooyﬂ‘,ji(gx):T(g)ﬂi(x),VxeRNygEG,jzl,...,l,
(v)

un (z) = U(x)+§“e;/@ ()7 k()7 7o) T (g‘l <x_rngy”>>
+ zl: RS @ (%) +0(1),

Jj=1

(Vi) By sk (un) = By s (u +Z< G/G)>E001 () +ZEM001( 1),
7j=1

n — 0.

2.4.2. Existencia de soluciones [' — invariantes

Consideremos el problema

p—2

[ @M = F@ P u k@) e s e 0
<P,u,f,k) u =0, x € 0N
u(yr)=u(x), Vee Qyel
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

donde T' es un subgrupo cerrado de O(N), Q C RY es abierto, suave, acotado y I — invariante, N > p?,
p* = NN—Q) es el exponente critico de Sobolev y u, f,k : RV — RY son continuas y I' — invariantes.
Queremos obtener resultados de existencia de soluciones positivas y de soluciones que cambian de signo para

este problema.
Soluciones positivas I' — ivariantes

Consideremos el conjunto

-p

k(y) 7 vk (x)

— r r
M:{yeﬁ:ﬂ/:mm#g}.

Recordemos que M es cerrado. El siguiente corolario del teorema 2.3 describe el comportamiento de las
sucesiones I' — invariantes de Palais-Smale para E, 7 en niveles de energia ¢ cercanos al minimo.

Corolario 2.4. Sea (uy) una sucesion I' — invariante de Palais-Smale para E, ¢, en c.

a) Si

N

N
r SP S§P
¢ < min min i If_p 04’7 1o ,p
e k(l‘)T N N

. - 1
entonces, (up) tiene una subsucesion convergente en Wy (Q)L.
b) Si
N N
P 1
. . #lz SO,p Jo.p
¢ =min{ [ min = | NN
e k‘(l‘) P

entonces, o bien existe una subsucesidn de (un) convergente en Wol’p(Q)F, o bien existen sucesiones
(yn) en Q, (1) en (0,+00) y (R%) en (0,+00), 1 < j <1 con las siguientes propiedades:
b.1) yn — yo en M cuandon — oo yI'y, =Ty, Vn>1,
b.2) (rn) " dist(yn, dQ) — 00 y (rn) " YYn — ¥ yn| — 00 cuando n — oo
para toda [y] # [’y/} el'/Ty,,
b.3)

p—N p—N _ 1
Un — Z rn® k(y()) U (r; ( - 'Yyn)) +
['Y]EF/F’AJO J

l
w70, (5)] o
=1 n

en Dl’p(RN), donde U es, salvo signo, el instanton

U(z) =C(N)

1
N—p

(14 J2f7T) 7

Y [7” es solucion de estado base del problema (P;S(?,OJ)'
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

Demostracion. Para probar a) aplicaremos el teorema 2.3 con G =I"y 7 = 1. Si 4y es una solucién no trivial

i ~ . . o
de (Pg9.1) ¥ Uy, una solucién no trivial de (P57 ;) entonces

N N
~ Sy, - Sr
Ego,1(uo) > ]\}pa B 0.1 (Ug) = l;\(;’p

de (vi) del teorema 2.3 se tiene

# r/r
¢c=Epypr(u "‘Z — 5= Eooq(u +2Euo,01 o)

zlk()

entonces para m > 1, [ > 1y dado que m(u, f,k) > 0 se tiene

N

c > i (F{VFP)S]%I)"'Z uo,p

Y AV

Mz Iz
DA

‘ "
i

*  ~F
z N -
25@

+
MN
=[5

k<]

€2 k($) P

N N

Sy P
> min #F;B,p 0,p + Suo,p.

€9 k(z) » N

En consecuencia si,
N N
r i Sph
¢ < min ¢ | min 7 ﬁ_p Op ko,

2€Q f(z) 7 N N

necesariamente m = 0, [ = 0 y la afirmacion (v) del teorema 2.3 garantiza que (u,) tiene una subsucesion

convergente en W& P(Q)L. Ahora probaremos b), si

N N
p

N—p

, , Iz Sop S
¢ =min (mln # P ZHOP

v€Q k(z) 7

N’ N

y (un) no tiene ninguna subsucesion convergente, entonces el teorema 2.3 garantiza la existencia de un

subgrupo cerrado I'; de I, de sucesiones (y,) en Q, (ry)

en (0,00), una solucién no trivial U del problema

(P50.1)s (RJ) en (0,00) 1 < j <y una solucion no trivial U}, del problema (Pgs 1) tales que: I'y =Ty, =
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

L1, Yn — Yo € Q, 1y dist(yn, Q) — 00, 17 YYn — 7 yn| — 00 si [y] # M e I'/Ty,

—N ~j €T
p U,LLO <_R¥L> +0(1)

c=E, rr(u) + (W) (0) + Z 10,0,1( U

l
= 3 ()T k(o) 7 U (v e — ) + S (R
7=1

['Y]EF/FIJO

en DVP(RN), ademas;

entonces

k(yo) » j=1
> < N—p 0,0,1(U)
k(yo) »
#x oo
z (ml{l N—p 0.0,1(U)
e ki(x) P
Tenemos dos casos:
Caso I
1‘\ N N
Si | min #é]\;:g) So'p < Siip.,p, entonces
zeQl k(z) 7
N
'y, r T S.r
c> <#y> EOOl(U) > <mm#x> E001(U) > (mm#pr> ](\)}p =c
k(yo) 7 2€Q k() 2€Q K(z) v
asi
N
p

#Lyn 0o /3 , #l'x S i
(w) Egoq(U) = (mm M) ](\)[p
k(yo) » 2€Q () P
5,

como ngf)vl(ﬁ) > %, entonces de ésta tltima igualdad se tiene que yn,yo € M, T'y, =Ty, y Efo, 1((7) =
N

< <z

S . . L . . ; P o)
—#%, como los instantones salvo signo, son las tinicas soluciones no triviales de energia minima de (Pgg ;)
1

reemplazando de ser necesario la sucesion (r,,) por un miltiplo positivo de ella, obtenemos que U=+U.
Observemos que, como U es radialmente simétrica,
Uy~ (@ = yn)) = Ury (= yn))-

Caso IT
Si

1"‘ N N
(mm #> Sop < Siiop
€2 k( )
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

entonces
l
 #Tx - -
c 2 (mm v | Eoo1(U) + ZE;OLE)},OJ(U,LJL)
e k(x) D =1
N
p
> Ho,pP
- N
= C,
asi N
l Sg
r7j Ho,p
> Eioa(U) = =%,
j=1
en consecuencia j = 1 y por tanto [7/1 =Uy,,- O

Probaremos ahora el resultado de existencia de soluciones positivas.

Teorema 2.4. Si N > p?, las funciones p, f, k satisfacen (K1), (K2), (M1), (F1) y (F2), MNQ# 0y
N

KE < Siy,p entonces el problema (P;l;,f,k) tiene almenos una solucion positiva que satisface

1
p _ T
N ’[U] wf m (M? f? k)
Demostracion. Sea (uy) una sucesién minimizante para E, ;. en N};M, es decir, u, € N};M y

Eu,f,k:(un) — fglf E,u,f,k = mr(ﬂ’ fa k)

wu,fik

Por el principio variacional de Ekeland podemos suponer que (uy) es una sucesion I'—invariante de Palais-
Smale para E, r . En la proposicién 2.8 probamos que

1 . F#I'x o
mF(M7 f? k) < N (mln ]V—p) SOT,)p

z€Q k(x) »

y por el corolario anterior se garantiza que una subsucesion de (u,) converge fuertemente a uy € N ,1; kY
como E, r es de clase C', se tiene que ug es un minimo de E.tr en Ny ¢p. Dado que lug| € NE,f,k y
E, s1(luol) = Eufr(uo), se tiene que |ug| es también un minimo de E,, ¢ en N;l;,f,kv es decir, |ug| es una
solucion positiva de (P}: k) O

Soluciones T-equivariantes

Supondremos ahora que I es el nucleo de un epimorfismo continuo 7 : G — Z/2 'y que Q, i, f y k son G-
invariantes. El siguiente corolario del teorema 2.3 describe el comportamiento de las sucesiones T-invariantes
de Palais-Smale para E, r en niveles de energfa c cercanos al minimo.

De nuevo consideremos el conjunto

— r
M:{yGQM:min



2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

Corolario 2.5. Supongamos que 7 : G — Z/2 es un epimorfismo con kert = I'. Sea (u,) una sucesion
T-equivariante de Palais-Smale para E, 1 en c.

(o pre N2 ¥ o2 x
T ) 2gr Zgv
C<m1n{<rx1’l€1£ k(w)Np_p N 0,p7N Ho,P

. . 1
entonces, (u,) tiene una subsucesion convergente en W, PO)L.

b) Si
r 2 = 2
¢ =min < | min Lf_p ~Sop S
z€C) k(x) P N PPN
entonces, o bien existe una subsucesion de (u,) convergente en Wol’p(Q)F, o bien existen sucesiones
(yn) en Q, (1) en (0,+00) y (R}) en (0,+00), 1 < j <1 con las siguientes propiedades:

a) Si

b.1) yp —> yo en M cuandon — oo yI'y, =Ty, Vn>1

b.2) (rp)~'dist(yn, Q) — 00 y (rn) " gyn — g/yn| — 00 cuando n — oo para toda [g] # [g/} €
G/Ty,.
b.3)

p—N p—N ~ ! . p=N ~ T
un = D> k(o) ® (@)U (i (= wm) + D (L) U <] I—”)

[VIE€L /Ty, j=1

en DYP(RN), donde U es, salvo signo, el instanton

U(x) = C(N) 5
(14 J27T) 7

Y [7# es solucion de estado base del problema (P;fg,o,l)

Demostracion. Supongamos que ninguna subsucesion de (u,) converge y que

N
¢ < min { (mln #Fw> ;Sp ;Slfo,p} (2.23)
€2 k( )

(g N2y o2
e N — 75 Sp
C min { (;nelgll k(x) N;p N 0,p? N Ho,p

v que existen sucesiones (y,) en M y (1), (R}) en (0,+00) para 1 < j < I que satisface (b.1)-(b.8). Esto
prueba el resultado.

Como en el Corolario 2.4 tenemos dos casos;

Caso I

Mostraremos entonces que
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

N N N
Supongamos (ml’n #Fpr> Sop < Shig,p entonces ¢ = (ml’n W}) %S(f »- Con las hipotesis anteriores,
e k( ) e k( )
el Teorema 2.3 asegura que existen; un subgrupo cerrado G de G, sucesiones (y,) en €, (r,) en (0,00), una,
solucion no trivial Uy del problema (Pg 1) v (R%) en (0, 00), una solucién no trivial @}, del problema (P22 )
para todo 1 < j <[ tales que:
Yo — yo en Q, Gy = Gy, v, dist(yn, 0Q) — 00, 17 gyn — g yn| — o0 si [g] # [g/} € G/G1, T es

T |g,-equivariante, y

c 2 (M)E (o) +2Euo,01 o)

yO) P j=1
#(G/G1) .
=z ( 7= | £00.1(U0) (2.24)
k(yo) »
Supongamos que 7 |g,: G1 — Z/2 es un epimorfismo y tomemos g € Gi con 7(g;) = —1. Entonces up
satisface uo(grz) = 7(g-)uo(2) = —uo( ) 6 Up(z) = —uo(gr= ) para todo z € RY es decir, @y cambia de
signo, Uy (2) = — max {—7p(2),0} = —1g (g-2) y, por tanto, Huo P = |ug

+ p* . ~+ .
|- En consecuencia, Uy esta en la

variedad de Nehari

p*
p*

Ni5a = {ue DP@RY) w0, Jull? =

asociada al funcional Egf , y cumple

Ego1 (o) = B (g) + Efpa(Uy) = 2E50,1 (@5 ) = S ,,
N N
Si Eg.1 (o) = 2 op entonces EFG (@G =+ op Y Uy es una solucién de (P59,1), lo cual es imposible ya

N
que 7§ se anula en un abierto de R™. En consecuencia, ES) (Uo) > % 0p ¥ (2.24) implica que

c 2z <W> Ego,1 (o)
k(yo) 7

#G o
= 7yOEo 0, 1(to)

k(yo) »
#Ly,

> ——x5 5o, (o)
k(yo) »

) Iz o I~
> (mln _#e N—p) E§.1(to)
€ k(.’I}) )

r 2 X
€ k‘(l’) P

lo cual es una contradiccién a la suposicién del inicio.
Por tanto, 7 |, = 1, es decir, Go = G1 = Gy, C 'y, como 7 : G — Z/2 es un epimorfismo, se tiene que
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2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

#(G/G1) = 2#4('/G1). De ( 2.24 ) se tiene
#(G/G1) 100

c > ——xE50.(to)
k(yo) »
2#(F/G1)Eoo

= T N-p 0,0,1(’170)
k(yo) »

r 2 X
> (i #e) 2l
z€eQ) k‘(l‘) P

2#(L/G =~ , T'x 9 N
LQE&%J(UO) =c= (mln #> 750%

k(yo) 7 2eQ fy(z) v ) N

con lo cual se tiene

N
En consecuencia, Ty, =Ty, = G1, yn,yo € M y Egp 1 (Uo) = %So’jp, como los instantones son, salvo signo,

las tnicas soluciones no triviales de energia minima de (F§Y ;), de la propiedad (w) del teorema 2.3 se sigue
que, reemplazando a la sucesion (r,) de ser necesario por un multiplo positivo de ella,

p=N p—N —~ ! . p—N ~ T
= 3 k) F @0 (=) + )T (),
el /Tyy J=1 "
donde U = +£U y 17“ es solucion de estado base del problema (P7¢, ). El caso IT es andlogo al establecido
en el corolario 2.4 . O

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos la existencia de soluciones T—equivariantes.

Teorema 2.5. Sea N > p?. Supongamos que las funciones p, f,k satisfacen (K1), (K2), (M1), (F1) y
(F2). Si T es el nucleo de un epimorfismo continuo 7 : G — Z/2 definido en un subgrupo cerrado G de
N

O(N) tal que Q, pu, f y k son G—invariantes y Gy # Ty para algin y € M NQ y 61,; < S;?B,p entonces el

problema (P};fk,) tiene al menos un par de soluciones T—equivariantes +u que satisfacen

1
N ’[u]i,f = mT(uv.ﬂk)'

Demostracion. Como Gy # T'y para algin y € M N (2, tenemos que M ¢ # () para s > 0 suficientemente
pequefia y el corolario 2.3 asegura que

. 2 ., #Ix o
m’ (u, f, k) < N (mln Np> Sop-

z€eS) k:(:v) P

Sea (un) una sucesién minimizante para Ey, s en N . esdecir, un € Ny ¢y Ey pr(un) — infy,  Ey rp =
m7 (p, f, k).

Por el principio variacional de Ekeland podemos suponer que (u,) es una sucesiéon 7—equivariante de Palais-
Smale para FE, rj. El corolario anterior garantiza que una subsucesion de (u,) converge fuertemente a
uy € N;f’k y, como E,, ¢ es de clase C1, se tiene que ug es un minimo de E, sr en N[L’f’k, es decir, ug es
una solucién no trivial de (P;fk) O

48



2.4 Sucesiones de Palais-Smale y existencia de soluciones I'-invariantes

Observacion 2.3. Los corolarios 2.4 y 2.5 pueden se escritos como en el siguiente resultado.

Corolario 2.6. Sea (uy) una sucesion I' — invariante de Palais-Smale para E,, r 1 en c,
a) Si
G/T' r £ G/T) X
¢ < min { <#(N/)> (mfﬂ m) Sosz’ Wsupo,p}

z€Q E(x) »
: - 1
entonces (uy) tiene una subsucesion convergente en Wy (Q)L.

) Si
(G (e | R
o {< N > (a«“eﬂ k(x)Npp> YN S”O’p}

: : - 1,
entonces, o bien existe una subsucesion de (uy) convergente en Wyt (Q)F

(yn) en Q y (ry) en (0,+00) con las siguientes propiedades

, 0 bien existen sucestones

b.1) yn — yo en M cuandon — oo yI'y, =T, Yn>1

b.2) (rn) " dist(yn,dQ) — 00 y (1) " HYUn — ¥ Yn| — 00 cuando n — oo para toda [y] # [’y,} €
F/FZ/O'

b.3)

[YIET/Tyq j=1

en DYP(RY), donde U es, salvo signo, el instanton

N—p

(14 Jafsr) 7

Yy ﬁu es solucion de estado base del problema (Pﬁ;o’l)

La prueba del este resultado es analoga a los corolarios anteriores. Una consecuencia de este resultado es

Corolario 2.7. E, s satisface (PS). para cualquier valor

¢ < min { # (i/még, # (](\;/F) S;;;,p} .
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2.5 Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

2.5. Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

2.5.1. Teoria equivariante de Lusternik-Schnirelmann

Sea X un espacio topoldégico. Una involucién en X es una funcién continua 7y : X — X que cumple
Tx o Tx = idx. Cada involuciéon define una accion del grupo Z/2 en X y viceversa. La involucion 7x = idx
corresponde a la accion trivial. Consideremos la involucién inducida por el homomorfismo 7 : G — Z/2
cuyo nucleo es I' = kert en el espacio de érbitas RY /T", definido como sigue

7:RY/T — RY/T, 7(Ty) = T'(g+y)

donde g, € 77!(—1). Consideremos también la involuciéon antipoda en N/ ; dada por u — —u.

Sean X,Y espacios topologicos con involuciones 7x : X — X y 7y : Y — Y respectivamente. Dire-
mos que una funcion continua f : X — Y es Z/2 — equivariante si 7y o f = f o 7x. Dos funciones
7.)2 — equivariantes fo, f1 : X — Y son Z/2 — homotdpicas si existe una homotopia 6 : X x [0,1] — Y
tal que 0(z,0) = fo(x), O0(x,1) = fi(z) y O(rxz,t) = 7v0(x,t) para todo z € X, t € [0,1]. Un subconjunto
A de X es Z/2 —invariante si Txa € A para toda a € A.

Definicion 2.5. La Z/2-categoria de una funcion Z/2 — equivariante f : X — Y es el minimo entero
k:=17/2— cat(f)
tal que existen k subconjuntos abiertos 7./2 — invariantes X1, Xo, ..., Xy de X que satisfacen:
i) X =X1UXoU...UXp.
i1) Para cada i =1,2,... k existe un punto y; € Y y una funcion Z/2 — equivariante,
o+ X; — {yi, v i}
tal que la restriccion f |x,: Xi — Y es Z/2 — homotdpica a ;.

Si no existe tal cubierta definimos Z/2 — cat(f) = oo.

Si A es un subconjunto Z/2-invariante de X y i : A < X es la inclusion, denotamos
Z]2 —catx(A) :=7Z)2 —cat(i) y Z])2 — cat(X) :=Z/2 — catx (X).

Si 7x = idx entonces
Z]2 — catx(A) = catx(A) y Z)2 — cat(X) := cat(X).

Lema 2.7. a) Sif: X —Y yh:Y — Z son Z/2—equivariantes, se cumple,
7)2 — cat(ho f) <min{Z/2 — cat(f),Z/2 — cat(h)}
en particular, 7./2 — cat(f) < Z/2 — cat(Y).
b) Si fo,f1: X — Y son Z/2—homotdpicas, entonces
Z]2 — cat(fo) = Z/2 — cat(f1).
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2.5 Multiplicidad de soluciones T'-ivariantes

Denotaremos por X al espacio de Z/2—o6rbitas de X y por gx : X — X ala correspondiente aplicacion
cociente. Si f : Y — X es una funcién Z/2—equivariante, denotaremos por f : ¥ — X a la funcion
inducida por f. Decimos que la accion Z/2 en X dada por la involucion 7x es libre, si 7xz # x para toda
reX.

Lema 2.8. Supongamos que la accion de 72 en X es libre. Entonces se cumple lo siguiente:

a) Para toda funcion Z/2—equivariante f : Y — X se cumple que Z/2 — cat(f) = cat(f).
b) Si existen funciones continuas f :Y — X y h : X — Z tales que h es Z/2—invariante, es decir,
h(rxz) = h(x) para toda v € X entonces

cat(ho f) <7Z/2 — cat(X)

La categoria equivariante de Lusternik-Schnirelmann proporciona una cota inferior para el niumero de
pares de puntos criticos de un funcional par en una variedad de Banach.
Recordemos que un funcional ¢ : M — R de clase C! satisface la condicién de Palais-Smale (PS). en ¢ si
toda sucesion (u,,) en M tal que
O(tm) —> ¢ ¥ D(um) — 0

contiene una subsucesién convergente. Denotamos
¢t :={ue M:p(u) <d}.
Una demostracion del siguiente resultado clasico se encuentra en [14].

Teorema 2.6. Sea M una subvariedad de clase C? de un espacio de Banach completo que es simétrico
respecto al origen (es decir, w € M < —u € M ). Ademds ¢ : M — R es un funcional par de clase C*
acotado inferiormente sobre M y que satisface la condicion (PS). para toda ¢ < d. Entonces el funcional ¢
tiene al menos 7Z./2 — cat(¢p?) pares de puntos criticos +u con valores criticos ¢(+u) < d.

2.5.2. La propiedad de Palais-Smale en la variedad de Nehari

El corolario 2.5 garantiza que, si todas las I'—6rbitas de {2 son infinitas, entonces E,,  : Wé’p(Q)T — R
satisface (PS)7 para todo homomorfismo 7 : G — Z/2 y todo ¢ € R. En general para poder aplicar el
teorema de Lusternik-Schnirelmann requerimos verificar que la restriccion de E, 7 a la variedad de Nehari
N7 1 satisface (PS).

Sea 7 : G — Z/2 un homomorfismo continuo con I' = kerr. Consideremos la restriccion del funcional

1 1 .
17
Eyupp: WoP(Q)T — R, By pi(u) = P [v] Z:f B E’um,p*
a la variedad de Nehari

Npse = {u € WaP @)\ {0} : [u]?, ;= |ufl }

La derivada DE,, ¢ |N;f , (u) de la restriccion de Ej, s a N, es la proyeccion ortogonal de la derivada
DE,, t, sobre el eSpaCiO’tyangente a N, rrenu,

W - ulP~2uw

TuNjpr = {ve WP (Q) :p/g (’Vulp 2Vu - Vo + u(x)H!a:\P

p*—2

—f(@) |’ uv) :p*/Qk(x)u uv} (2.25)
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2.5 Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

Proposicion 2.9. Sea (up) una sucesion en N . tal que Ey g x(un) — c. Entonces

D (E“’f,k ’Nl f‘k> (un) — 0 si y solo si DE), ¢ (un) — 0.

Es decir, (up) es una sucesion T—equivariante de Palais-Smale para E,, r 1 | N~ ik st y solo st es una sucesion
. . . ’ T
T—equivariante de Palais-Smale para E,, 7 1.

2.5.3. Funcién bariorbita

N

En lo siguiente supondremos que la condicién E}; < Siy,p se cumple y asumamos la siguiente condicion

de no existencia.
(NE) El infimo de Ej g4 no se alcanza en NJ .. Con estas condiciones, el corolario 2.7 y el lema 2.6
implican que

m!' (0,0,k) = inf Eyop

0,0,k
T
_ b

1 ) #I'x %
= — | min ——— )
N \ zca k (x)L;p 0.p

=

Sea

M:{yeﬂzwj:mmﬁ}.
ky) 7 w0 k()7

Para todo y € RN, v € T, los subgrupos de isotropia satisface r,, = fyFy'y_l. Por tanto el conjunto de
subgrupos de isotropia de subconjuntos I' — invariantes consta de clases conjugadas.
Escojamos I'; C I', ¢ = 1,2, ...,m uno en cada clase conjugada de un subgrupo de isotropia de M.
Denotemos V' = {z eRN i yz=2Vy € Fi} al espacio de puntos fijos de R bajo la accion de T';. Sea

M'={yeM:T, =1},
notemos que M es la unién de subconjuntos cerrados ajenos,
M=TM'UTM?>U---UTM™, TM'NTM =¢ siij
donde TM' = {yy:yel,ye M} ={ye M: (Iy) = ()} '
Por definicién de M se sigue que la funcién k es constante sobre cada I'M*. Entonces podemos definir
ki=k (FM’) eR.
De la compacidad de M podemos fijar dg > 0 tal que
ly — vyl > 300 Yy e M,y €T conyy#y,
dist (TM', TM7) > 38 Vi,j=1,2,..,m coni#j

52



2.5 Multiplicidad de soluciones T'-ivariantes

v tal que el subgrupo de isotropia de cada punto en
Mgo ={z¢ V' dist (z,Mi) <o}
es precisamente I';.

Definamos
Uep- siz€ Mg,

RIS

N

donde U, , = Ug" es el instantoén de Aubin y Talenti dado en la ecuacién (2.20).
Para cada ¢ € (0, dp) definimos

ME: {zeVi:dist (z,MZ) §(5},
Ms=Mu---uMP,

Bs ={(e,z) : £ € (0,6),z € Ms},

05 = {iWS,Z : (6,2) S B(;}, (90 :950.

Con esta notacion y antes de definir la funcidén que nos interesa, vamos a probar una serie de lemas que nos
ayudaran a entender la naturaleza de las funciones W, ..

Lema 2.9. Dados 6 € (0,00) y p > 0 existe n > m! (0,0,k) con la siguiente propiedad. Para cada u € NOFO i
con Eyor (u) < n existe W € 05 tal que

lu=W| <p

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existe una sucesion {u,} € N, con Eg o (un) <
m' (0,0,k) + £ tal que

f |jun — W > 2.26
it llun =W = p (2.26)

Por el principio variacional de Ekeland podemos suponer que {u,} es una sucesion de Palais-Smale ' —

invariante. Como FEygj no alcanza su infimo en NOF 0k la sucesion {un} no contiene una subsucesion
bl

convergente, lo cual es una contradiccion. O

Lema 2.10. i) ||[W..||P — NmY(0,0,k) si e — 0 uniformemente en z € Ms,.

i) [[We,+ Wo P > 2Nm(0,0,k) para toda 2,2 € Ms,, e, > 0.

p—N
Demostracion. Sea W, = > k; r* Ue - donde z € Mgo y supongamos que #F% = 2. Sean [y1], [y2] € FLZ
T,
p—N p—N

con [y1] # [y2] entonces W, , = k; »? Uerpz + k; »? Us roz-
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Calculemos ||We .||?;

p—N
Wellp = / rv( )+V(k U) v
st
p—N

ez’ VU&"QZ [|VUE,’712|p_2 + |VU€,’Y2Z|p_2]

p=N
LG, U VUV [ VU VUL el
RN RN

De igual forma se obtiene la otra desigualdad.

p72N
= / |v < UE ’le> +V (kz ! UE,’YQZ) |p
K [ [, 90+ / VU]
RN RN

+ k ! VU ez VUeyz [|VU€,W|p—2 + |VU€,722|”_2]

v

- ki Cp |:/RN 8’)’12‘ _IVUE’722+/ VUS’YlZ|VU€’yQZ| p-1

p—1
g p

N(QA-p) r—
Notemos que U,y (x) =¢ »= U -4 ) donde
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en efecto

Usy () = C(N)

N;p
= oW ——
(1 g el
g
(N—P)2(1 p)
I P
= oW Z .
p— -p
(a+ |2
£ P
(N=p)(1—p)
= E 1;2 - C(N)L
_, |P~1 N-p
A+ |Z=r )
e P
N(1-p) C(N)
= E Pp* T
-1 N-p
A+ =t )
e P

N(1—p) €T —
_ My (o)
gEr

L PV @ VU (o)

/ Y (z—:N(plp_*p)U <$ ;7112)) -1y <e Sp*p)U<
RN e

Analicemos la siguiente integral

T — Y2z
p=1

9

P

)(N *)
e /yVU< W) = 1VU< 722) dz
e P
(N)( 1)
— /\VU( 71’2) IP= 1VU< W) dz.
e

T— 71,2

Haciendo el cambio de variable y = se tiene:

510

_ N(p-1)
= oo (25 e (22
E:P

/ VU (y) [P-'VU <y n W) dy.
R e P

95
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Notemos que

p—2

ot J1Z2—72%
y + p—1
g P

101 ;

p—
12—Y22

1+ ‘y+ Nz

e b

- (3) o) o+ e

e P

Calculemos lim,_,o VU <y + W) Basta calcular el limite de sus componentes
e P

_p=2
'y + % <yk + Y12k — "/22k>
’ g P £ P
lim ~
e—0 >
14+ ’y + 'YIZ 'Y2Z >

_p=2

p—1
- YizE=22
p—1 Yr + k k

= lim S S
e—0 %
v+ le mabE
2(P 1) p—1
ZN o dLELY22 e P ypt+(vizr—7v22K)
i=1 | Y p—1 p—1
e P e P
= lim
e—0 P ﬂ
2\ 2(p—1) P
N V1Zi—V2%i
L+ | 2o | v + o=
e P
p—2
2 T 2(p—1) p—1
N i =27 i —Y2%i L) - .
N ylz_,'_zyiwzz)_’{zz + | ez 2 Yk ;*1_11% v22K)
e P e P e P
= lim
e—0 P N
2 2(p—1) P
14+ Zf\,=1 y22+2y, 121 227 + 1Z¢p171221
€ 1’ e P
2(p—1) p—1
N 1 P +
(Zi—lz(;;-l)(yZZE P2y P (12 — v2zi) + (M2 — 722)° > (E Yk (7127‘ ka))
= lim £ * -
e—=0 >

1 N 2(;{71) p—1 2(17 1)
1+2 y2e P 42y P (miz —v22) + (V12 — 122:)?

)

N—-1 N 2(p—1) p—1 2(p 1
e P y2e 7 4+ 2yie P (vizi —v2z) + (12 — v22)° P oy + (M2k — Y22k)

= lim
e—0

2(p—1) 2(p 1)
5+(Z (ys P +2yzs P ('y1z1 v2zi) + (7128 — V224) ))
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entonces

lim | |VU(y)[PvU <y + W) dy = 0,

e—0 RN
por lo tanto

m [ |VUer 2 (@) P~ VUe 1y (2) do = 0.

e—0 RN

De manera analoga para la integral

/ VUe r,2(2)| VU iy () [P A,
RN

haciendo el mismo cambio de variable y analizando el siguiente limite

Z — z
VU [y 2222
e p

lim [ VU, 2(2)|VUe s (2) [P~ ldz = 0.

e—0 RN

p—1
lim
e—0

se tiene

Ahora analicemos la siguiente integral

. VUe y12(@) - VUe 32 (%) [VUe 7y (@) [P~ 2 da

N(—p) T — vz N(A-—p) T — Y92 N(-—p) T — vz
fr (e () o (B () e (45 ()
RN e P € P e P

2N(—p)  N(A=p)(p=2) _2(p=1) _(p=1)(p=2) T — Y12 T — Y9z T — vz
= & pp* + pp* D P / vU p:Yll .YVU pjf YU pjll
RN o - e P

g P g P
_N(p-1) r—y1z T — Y22
€ P /RN VU( =) ) -VU( 53

T — 1z
w< M)
g P g P g P

VU (y) - VU <y+ M) VU (y)[P~2 dy

p—1
e P

p—2
dx

p—2
dx

p—2
dx

RN
— z — 4
[ IVU Pt v ) v (y + M) dy

e P

v <y+ W;_]”)] iy (27)

e P

/RN U 2 Uy)U <y+ W) dy (2.28)

[ RU@rEvu v

e P

. Y12 — Y22
/RN Uy ~'u (y+ — >dy, (2.29)

e P

de (2.27) a (2.28) tnicamente basta recordar que U (y) es solucion del problema limite (P(%J), de (2.28) a
(2.29) usamos que U (y) es positiva. Recordemos que:

Y1z — Y22 C(N)
U y+ p—1 = N—p "~
e p pp%l P
1+ ‘y+ HEs
EPT
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Calculemos lim,_,o U (y + W)

e P
lfm U <y + Wp_??z>
e—0 eT
C(N
= lim () T
e—0 r p =L
2\ 2(-1) | P
1+ <Zf\i1 (yﬂrW) )
g P
) —-p
. C(N)e»
= lim N—p
0 2(p—1) p—1 2(::1) 3
€+ (EL (%25 P 2ye 7 (M2 — Yezi) + (nzi — ’Yzzz')2>> ]

= 0

y como [y1] # [y2] se tiene [p U ()P tu <y - W) dy — 0 cuando € — 0, por lo cual

e p

lim [ VU..2(2) - VUi o (2) VU2 (2) P2 da = 0,

e—0 RN

de forma anéaloga se tiene

m [ VU.r2(2) - VUepa(2) |VUe e ()P da = 0.

e—0 RN

Ademas Ue , () ¥ Ue,-(x) son soluciones del problema limite (Poo,?),l) y satisfacen

N
/ (VUe - ()P = S5, = / VU . () Pdz.
RN RN

Por lo tanto

p=N
lim HWS,ZHP = lim ki ! |:/ ‘VUa,%z‘p +/ ‘VUe,WZ‘p])
e—0 RN RN

Sin pérdida de generalidad podemos suponer #F% = s. Sea FL, = {[nl], 2], .- [7s]} donde [y] # [v;], 7,5 =
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1,2,3,...,s es decir, distintas dos a dos. Mediante algunos célculos se tiene

We,= 1P

donde YV, Y2,

esto demuestra i).

< [Z/ [VUe 2P + Z / Ul P*1U< vzmz>
+ Z/ VU (y VU< W>|p1

Yoz — Y%
s X[ vreive (s- P2 (y- BEZD2 )
RN e
Vs—12 — V2 \ p—s Vs — Y&
Z/RNIVU(y)VU<y )I VU<y—p_l>|P |vv(y—sp_1>
P e P

)

+

,7Ys son representantes de las clases. Cuando € — 0 se tiene

Wl — k7 Z/ VUerel?

[’Y]E*

Para ii) consideremos
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donde 7,57 = 1,2,3,...,m. Entonces
||WE7Z + WE, I ”P = / |VWE,Z + VWE, z,|p
b R b
> [vwe s [ oW p
R R ’
+ p / VW, VW, |VW,.[P~2
R b
+ p / VW, VW, VW P2
R b b
- G / VW[ VW.
. :
- G, /R VW VW, P

Supongamos nuevamente que #I'/I'; = 2 = #I'/I'; esto es:

p—N

W‘sz = kl p2 (U57’YIZ + U57’YQZ) ?

N
Wy o= kaT (Us/,%Z’ + UE':V;Z’> '
Definamos
AT (Wg,z,Wg’z,) = p /R VWes VW, [V, [P~2
+ p /R VW, VW VW, [P~
+ G /R VW, [P VW,
+ G, /R VW[ VW, [P~
y

A” (WW) = p /R UWe. - VWi |[VW, [P~

i
72:,

+ p / VW, VW, |V,
R

- G / VW, [P~ VW,
R b

- G, / VW, .|[VW,, [P~}
R b
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con lo cual
||W67Z||P + ||W5/,Z/Hp +A_ (W5727W5’,Z/> < HWE,Z + Wsl,z’Hp < ||W57Z||p -+ ”Ws/,z’Hp +A+ <We,z,W€/’z/>

Notemos que

RN VWez - VW |VWe,-[P2
(p=N)(p=1) p-N

ka]Tf/ [VUeszrVUE,W].[VUs,
RN

L + VUE/”Y/ ,] |VUe vy 2 + VUE,Wz‘p—Q

Y 2%

%2@*1) @ 2
k, * k;*® /RN Z VUe iz - VU o VU 2 + VUe gz P72
*

B,j=1

(=N)(p=1) p=N

2
2 2
ki ! k; " E VUe ;2 VU, 1
l ! L F) e S

v

' [|VU5771Z‘p72 + |VU5,’Y2Z|I)72 - CP‘VU6,71Z|I)73|VUS,’YQZI - C’p|VUs,'y1z||VUs,'vzz‘p73}

(=N)(p=1) p-N

2
2 2
P P ‘ -
]{27; k] /N Z VUE,’YiZ VUE,,"/I-Z' IVU&’YlZl
BY =1 i

2
+/ VUE,"“‘Z -VU.,
RN Py

> A/z/
)
2J

(VUe P

2
+/]RN Z VUEv'Yi,Z : VUEI,'yJ/.z/ (7CP|VUE,"/12‘p_dlvU57722|)

i,j=1

2
+/N Z VUe,~; = ~VU€/ ot (_Cp|VU51'YlZ“VUE,'yzz'p_g)
R 1 *

ij=
(p=N)(p=1) p=—N

2
2 2
P P -
> ki k'j / Z VUE,'yiz . VUE/ - |VU5,713|
RN i,j=1 vl

2
+/]RN Z VUe v, 2 AVUFJ/,’Y.;Z/ |VU€7’Y2Z|p72

i,j=1
2

+/]RN idzl_'VUE’WZ"VUE',V;ZJ (~CplVUe s =P8IV Ve =)
2

+/RN i;;WUEvW”VUE',W;ZII (=Cp|VUe 1y 2|[VUe 2 [P3)

(p=N)(p=1) p=N

2
2 P
P p . -
> g, K, / S e VUL | 19U
RY 155=1 i

2
-2
+/RN > VUE,WZ-VUE,H;Z, |V Uz = |P

ij=1

2
+/RN Z |VUEmz||VUs’,~/,Z/\ (CIJ|VUgmz\p_?’\VUgsz
J

4,j=1

2
+/RN > |VUsmz||VUE/W;Z,\ (Cp|VUe 2| |[VUe 12 [P2)

i,j=1

61



2.5 Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

% % 2
> ki P k?jp /N Z VUe, ;2 'VUE/,’Y/-z’ ‘VU57712|1772
RY 14 =1 j
2
-2
+ AN Z VUE"Y’:Z'VUe',-y;z’ |VUEW22‘P
1,5=1
% %
> Z Z k‘i P k;].P /]RN [VUsm/z . VUE/,’y,z’} |VU5,'yz|p72.

MET/Ti [y']er/r;

Ahora analicemos [y [VU&W . VUafwa/] VU, 52 |P2

/RN [VUeira(@) - VU s ()] IVUe s (@) P~ 2de

N(p—1)2 _N®-1) 4
e (1;72 : (5/) »? / VU (x__712> VU L_’Y_Z: ‘VU <w_—712>
RN p ’ p v
e P (5) P e P

p—2
dx

N(p—1) p—1

2 g 1 z — IZ/ —
g /RNVU(y)-VU ((6) ’ y+7(,):1> VU (9)|P~2 dy
I P

)
) Lo (2) 7w ()7 ) oo
N5
)“!RNVU@yv{U((j)1ﬁy+2?}i{)]WU@Dp2@
(N—p)(p—1)

p—1 ’
€ 2 *_ e\ » z—v 2
= (7) ! Uy ~'u (7) y+14ﬁlf dy.
S RN £ (El) P

Por lo anterior y de manera analoga que en el inciso anterior se tiene

IWee + Wo P 2 [We [P+ W L |P > 2NmT (0,0, k).

e,z
O
Lema 2.11. i) Sie, — 0y se cumple cualquiera de las dos siguientes 521 >0 >0 o dist <I’zn, FZ() >4
entonces
IWe 20 = W [P+ 0(1) > 2Nm" (0,0,k).
i) Si |We, 2, =W o ||IP = 0,60 — 0,e, — 0 entonces para alguna subsucesion
En p?'%l ’ 7197%1 N\ 2
|| = —1] =0, <5n5n) dist (I‘szzn) — 0.
ETL

Demostracion. Para i) notemos

n n=n

Wep o =Wor o |P = / INWep o — VW P
RN

Y

/ 2 (IVWey o+ VW, o P) / IV We, o + VW P
RN n*<n RN n»>n
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con lo cual se obtiene

||W5n72n - Zp

W P+ AT (VWa/ 2 ,VW/ /> > / \VWe, 2. [P +/ VW o P
Usando las hipotesis y los resultados del lema anterior obtenemos

Wep 2 = Weor o [P+ 0(1) > 2m" (0,0, k).

Para ii) recordemos la siguiente desigualdad. Para vectores en RY con el producto escalar estandar cuando

p=>2

Cpla—bl" < (JaP"2a— |b]P"2b,a —b)
= af” +[b” = (a,b) ("~ + [b]"~2),

con lo cual obtenemos

CpllWe Wo o |IP

nyen €niZn

IN

W12+ 19,07

— /RN (VWsn,zn : VWE:NZ;) (‘VWsn,znV)_Q + |VWs;,z; ’p—2> ‘

Usando las hipétesis se tiene

IN

2NmT (0,0, k)

o #L/T
N—p Sopzﬂ

k p

/RN <VWE”7Z" .VW5;172;> ('VW&W/’Z"V)_Q + ‘VWEL,Z;L‘p_2)

notemos que

Lo (FWeros - FWer ) VW 2
R n@n

(-N)(p—1) p-N p—2

= > > kT s /]RN (vUEMzﬂ VU )

Mel/Ti [y']er/ry

> VUep e

[h]er/T;

Jor (P TWoy ) I9W, 72

p—2
(p—N)(p=1) p—N

(e=N)(p=1) p-N
= Z Z kj P k,? /1;{1\’ (VUg,,ﬂzn .VUELLKY/Z;,)

VET/Ti [y']er /Ty

g A\
EnsY 2Zn

[v'ler/T;

Analicemos la integral de los sumandos.

Supongamos que #I'/I'; = ny, #I'/T'; = ng, es decir, T'/T; = {[n], [v2], .-, [vni ]}, T/Tj = {[fyll], [’y;], ey

donde v € T/T;, v € T/T;.
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e " INVAEINS ] ug 2% ug INVAEIRSRR VARSI
fi - L B s (R = ¢ £ =
P uzf — Yz d A:wv aa ”W Uzl — Yz A a \ U3 na-(fHaa 24 uz zt 1 [au 1 N MW
u i T—a i T—a ZG-DN N-d (G- (N—-d)
- g
Yzits Uzits Uyiugy N
el © Tmal( 7 Tma- MA
A
a"® (NVAEIRS a"® ug i ug RUNEIFEER VRS
f 1=t _ 5 - s (A L £ Z =
P uzf — uzsL aa N uzf — Y2 L a4\ ¥2 A - (B P uz ) gt 1 ga A N N
—d i T—d —-dN N-d (1-d)(N—d)
Ugyiug Uity Ugyiug ~NE
e—al “FEMAl( 7T TMA - MA
sowdua1qo (zg'g) £ (1) ue opuadninsng
Uz INVAEINS Uz
. WR& . ,:\.w I/a H\ ] H\%& p .:\.m 5 e :\Q
b wmiome ) L () s X o) L () ) asmaa)| )L (#) -
e 1 T—d 1 1—d (I—dN
I
u u .L\Lw_\(_ u u Na M
z U3 A z Y3 uyiug v \
O NA AN nA
z—d
e3o[eur RIDURW op
Uz B s r Uz
d RVNEINS d u
_a _d 3 N ug
fi _ 14 _ g =4 _ 5 i (f =) =
P ol m o K A:§ T L (=) ) na-@aa . (&
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a3 a"3 a"? [ a3 u A w
fip — 1T i)+ |~ oA+ | ——L— —f | nA — ) ) aa-@aal "~ £ ) =
Uzl — uztul Uzl — uzTh Uzl — Uz TL Uzl — Uz L a \ U3 24 “s
z—d L o —a G-dN
R\:\m Rf\w &:m d AQWV &:mv T il
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uytul _ g Uyl — x Uyl — x Uy f—x Uzl — %\ / QN‘NVZ\
z—d 1 i z(1—4
nﬁm =S d Aewmv nzw A
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De lo anterior junto con (2.30) se sigue que i = j y para alguna subsucesion existe una tnica [y] € T'/T; tal

que dist <an, Fzé) = |2, — 7z, |. Entonces si n — oo

p—2

p—1 ’ N
En P Z, — Zn sZn — gZn 2
N VU() - VU ((s’) (y - npfl )) Z vu (y -1 p*lg ) Sosz
R n en? [va].[g)eT/T; en?
Yy
p—1 7 p—2
En P Z, — Zn sZn — gZn
VU(y) - VU (() (y - “)) >oow (y - w) —0
RN En e
n

[vs]:[g]€T/T; En

si [v'] # [7]. Lo mismo ocurre para la igualdad derivada de (2.32). Por lo cual

p—1

(&) -
6”

Lema 2.12. Sea 0y = {£W.,:e > 0,2 € My, }. Dados 0 < & < 8y y R > 0 existe n > m' (0,0, k) tal que
para toda u € N(EO,k con Eyop (u) < n se cumple lo siguiente:

_p1 ,
— 0 y en © dist (an,f‘zn> — 0.

O

N
i) ml/réfe lu—WI|P < 1M 10,0, k) y este infimo se alcanza.

i) Si W € 6y satisface l|lu — /V[7H = infweo,||u — W|| entonces W € 6.

ii) Si vsWe, ., € Oy satisface ||u — vsWe, .|| = infweo,llu — W] s = 1,2 entonces 21,22 € Mgo para la
misma i € {1,2,...,m} y se cumple

p—1

€1\ * —p=1 . 2
V] = v, | o —1| < R, (e1e2) » dist(I'z;,I'22)” < R.

p—1 p—1

’ p / '\ p N2 ’
Demostracion. Sea R € (0,R) tal que si (f,) g —1' <Ry (aa) Y dist (Fz,Fz) < R entonces

1 1
\epp — ()T <y dist (Fz Fz) < 8. Por el Lema 2.11 inciso (if) existen 0 < p < (52,m?(0,0,k))? y
e (0,2) tales que si E,E € (0,8 We . — W/ 2|l < 2p entonces
( 2 q y p
g el ’ ’ =l N 2 ’
‘(,)p —1‘<Ry(£5)p dist(Fz,Fz) <R,
3

para tales 5 y p tomamos n > m! (0,0, k) como en el Lema 2.9, entonces para u € N(I;()’k N Ego i Se cumple

N
ml/nf |lu— WP < Wlnf |lu—W|P < pP < %1 mb (0,0, k). (2.33)
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Dado que / (Vu-VU,.)| Z VU :[P"? — 0 cuando £ — 0 y cuando e — oo uniformemente en
RN

[v]er/T;
z € Ms,, existen €p, 4 > 0 tales que

£ WP — [[ull” + [Weo [P > [[ull? > Nmb(0,0,k) Ve € (0,0) U (£s0, 00), (2.34)

esto junto con (2.33) implican que I/Il;nfe |lu — W|| se alcanza, esto demuestra (i).
€bto

Notemos que si |ju — vW, .

| <pylu— UIW6/7Z/H < pconv,v € {1}, e,¢ €(0,0), entonces

|loWe - —v/WE/J/H = |[lu—u+vW,, —UIW€/7Z/||
I
= HU_U_FUWE»Z_UWE/J’||

< Ju- v'Wg,z/ll + flu — oWe.. ||
< 2p

1
< (2Nm"(0,0,k))”

p=1
El Lema anterior implica que v = v" y la eleccién de p y 8 implican que (f,) P 1’ <Ry

p—1 2
<€€/) " dist (Fz,Fz/> < R'. En particular, si u € N}, N Elor v llu—vWe . || = infyeq, [[u — W]
p—1
o ’ p—1 ’ 2 ’
entonces |lu—vsWe, .|| < py en consecuencia vy = vo, (%) - 1’ < R y(e1e2) » dist (FZ7FZ ) <R.

Del Lema anterior se sigue que 21,22 € Ms, la eleccion de R’ implica ademéas que dist(T'z1,Tz9) < % y

recordando que dist(TM*, TM7) > 38 Vi,j = 1,2,....,m i # j concluimos que z1, 29 € Mgo para la misma
i{1,2,...,m}. Esto prueba (iii).
Supongamos que W = vW, , € 6y satisface ||u — W|| = infyeq, [[lu — W] de (2.33) se sigue que existe

=1 / /17771 /2
(f) z —1’<R y(ss) P dist(Fz,Fz) <

’ / p—l Ny =t ’ o
R . Nuestra eleccién de R implica que |5pP —(e )pP | < S ydist (Fz, I'z ) < 3. Ademas como (¢',z) € By

UIWE/’Z/ € 0y tal que |ju — v/WE/,Z/H < p. Entonces v = v,

—

y o < g, se tiene que (g, 2) € By, es decir, W = vW, , € 65. Esto demuestra (ii). d
Lema 2.13. Ezisten 6 € (0,60),p >0y R > 0 tales que si v;Wk, ., € 05, con s = 1,2 satisfacen

HU - U5W557z5” = ianG@gHU - WH < p,

p—1

con z1, 22 € M} para la misma i € {1,2,...,m}, | (E—l) P —1|<Ry

€2

—1
(5152)_pT |21 — 22| < R entonces e1 = €3 y 21 = 2.

Demostracion. Consideremos la funcion y,, : (0,00) x Mgo — R tal que

Xu (8,2) = [lu = We "
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2.5 Multiplicidad de soluciones T'-ivariantes

Escribimos ¢ = (¢, 2). Sea h = (hg, h1, ..., hq) € R x V¢ donde d := dimV*. Calculemos la primera y segunda
derivada de la funcion y,,

’

WOh = = [ IV (= WO P2 (V (u= W) - VDW () )
Q) = 19 =W P (VD () P)

[V @=W0-V[DC (1Y (u - We) DV () ) 1]

donde

Entonces

DEW () (k) = 3 k" 3 [Dc (03Uenz () hy) B

d d
= ZkiPQ Z Zak (ajUa,'yz () hj)hk
# d
- Zkip Z OJZkU&’}’Z () hjhu.
0] 3,k=0
donde 0y = 0., 0; = 62]'7600 = Oce, Oop = Oezy,, Ojo = azjf’ Ik = azjz’“ y la suma es sobre [y] € FLZ
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2.5 Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

Analicemos la primer integral de la segunda derivada de la funcién x,,

/ IV (u—W¢) [P=2|VDWe () h|?

/ IV (u—=We) P72 (VDWe (-) h - VDeWe (+) h)

/|V(u—WC)|P2< [ka ZaUSW( ] [ka Za,@UMZ. ])

v

_ /|V(u—WC)|P2< = Z Z [V0;U- - () 1y vakUmz()hk])
3K=0 [4][5']
2;1972N d
= k7 Z / (= We) P2 [VO;Uen (V- VORU, v, ()]
3K=0 [4][5']

Para calcular los sumandos de esta expresion, observemos que

(N=p)(d=p) T — z
Uez=e » Ul—x
e

(N=p)(1—p) p)(l p) _
V.U, (z) = ¢ i =
P
(p— I)N —
= — 7 VU(x Z)

(N=p)(1=p) - A |
OU..(x) = ¢ »# VU "’ Z (z—2) <p >

’ p
€Xr— zZ P)(l p)
+ Ul == ¢ 1“‘6“*
e p p

" (‘Z%f) ()05

por tanto,

_(»=-1H)N
= —& P2

Si denotamos




2.5 Multiplicidad de soluciones T'-ivariantes

con ésto obtenemos

2(p—1)N
I —
e P

[vajUg,w(x)h]- : va,@UM,z(x)hk]

xr — Yz xTr — /Z
e p e P
_2(p=1)(N+p) _ _ A
£ »? {VVJ <xp_71Z> Vi <x plzﬂ bl
e P e P

p—N d
YD /|V(u7W<)|p_2 [V0,Ue vz (VR - VORU, o () ]

jk:oh]h’]
2p=N _2(p=1)(N+p) _ _ A
= ki v Z Z / U_WC) |p725 »? |:VVJ <x p_’zz> - VVi <33 pjlz):| hjhk
3:k=0 [4][y'] e P e b
2= 1)(N+p) 1>(N+p> A
= Z >oe /\v u—We) P2 [vv ( ) Vi (x p’ylz>]hjhk
3k=0 (1)) " er
op=N (p— 1)(Np 2N —2p)
HESEED S Sh s T
5k=0 [][y"]
p=1 _ /z— z
/lV {(u—Wg) (ys » +72)} =2 |:V‘/3 (y) - VVi <y— u gw )}
e P
gp=N  d (p=1)(Np—2N—2p)+p(p—1)(p—2)
- HT Y Y. m
5k=0 [][y"]

/lV (u—We) (yﬁp%l +72) P2 [VVJ' (¥) - VVi (y - V/Z,Jf’z>]

€

( > ajkhsh +08(1))
7,k=0

(=D (Np=2(NEp4pp=D) (p=2) #(FL)

== €

oV
k,

(3

'G

donde
a = |V (u— W) (2) [P2 / YV (4) - Vi ()] dy

0:(1) — 0 cuando ¢ — 0.
Ahora analicemos la segunda integral de la segunda derivada de x,,. Considerando el producto escalar en
R y usando que V (u —W¢) € LP y

— p
V [De (IV (u—We) P2DWe (+) h)] € LT
se tiene la siguiente desigualdad

[V @=we) -V [De (19 (w = we) P2Dwe (1)

IN

IN

/ IV (u = We) IV [De (I (w = We) [P72DeWe () h)] |
U IV (u— W) |P} »

[/ 19 (Pe (19 (w=we) =2 Deweon) ) 1751 7

p—1

llu — Wl [/\v (e (19 (u = W) P=2D W (1) b) |p%1] z
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2.5 Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

Analicemos la integral

p—1
P

[ 19 (D9 (= W) 2w ) )

Consideremos
p

A= / IV (D¢ (IV (uw = We) [P2DeWe(-)h) B) |71
B =|V (D¢ (IV (u—W¢) [P2DWe(-)h) h) |
yQ:{xERN:BZ1},le{xERN:B<1} se tienen dos casos:

Caso 1:
si A > 1 se tiene

Applg/B2+/ B
Q Q
%
-1
A’Jpg[/BM/ B] .
Q Q

Mediante algunos calculos sencillos obtenemos la siguiente desigualdad

Caso 2:
si A < 1 se tiene

//B < //|V(D§|V(ufW<)|p_2h)\(DCWC(-)h)d:p
Q Q
[ (DelV = W) =2h) [9(DeWe (e
+ /Q IV (I (u = W) P=2) [(D2W () (hy b)) da

+ /,(\V(u = WQ)[P~2)|V(DEW () (h, h))lda.
Q

De forma analoga se tiene una desigualdad para fQ B?. Para conocer cada sumando se necesita lo siguiente.

_(=1)(N+p) T —z
D.(ViUe.(z)) = ¢ 2 D) [ 2
E P
_ (p=1)(N+p) p—1
D (V.U .(x)) = ¢ 2 {(T)

ouU N
v :Dp_,f ) (x—z)
ox; L €

i=1
(p 1) vU ﬂcp_f
pZer e P
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2.5 Multiplicidad de soluciones T'-ivariantes

_ e {D(VU) (W) -
(=)
. VU(x;5><p?1+<N—mgp—m>}
e erp perp

_(=1)(N+p) — —
_ . p 2 P D(VU) xpff <$ Z).
e b €

. €
Tr—z Tr—z p—1
+ VU | T »
ep e r
x—z\ [z—2\ (N -p)p-1)>
ep e r
Tr—z x—z\ N(p—1)2
ep e r
x (

r—z
e
e b

Se sustituye cada una de estas igualdades en cada sumando para obtener una igualdad anéloga que (1).
Para terminar la demostracién se usa el teorema de Taylor junto con las hipétesis del teorema y mediante
algunos calculos sencillos se llega al resultado. O

Proposicién 2.10. Supongamos que Ego . no alcanza su infimo en NgOk' Sea § € (0,00). Entonces existe
n > mb(0,0,k) con la siguiente propiedad: Para cada u € N&Qk tal que Eopr(u) < n se cumple que

B N
- (2

1
m* (0,0, k)) ’

y existe exactamente un v € {—1,1}, un € € (0,90) y una I'-orbita I'z € Mj, tales que

Ademds (e, z) € By.

Ju— oWl = fuf flu= W]
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2.5 Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

Demostracion. Sean 6 € (0,60), p > 0y R > 0 como en el lema 2.13. Sin perdida de generalidad podemos
suponer que esta ¢ es mas pequena que la dada por la proposicion. De los lemas 2.9 y 2.12 se sigue que existe
n >mb (0,0, k) tal que para toda u € Ngo e con Eo o 1(u) < n se cumple que

inf |ju—w| <
pinf fJu—wil <p

y se cumplen las propiedades (i), (ii) y (iii) del lema 2.12, es decir, infyyep, ||lu — WP < %mF(O,O,k) y
que este infimo se alcanza. Ademés, si v;W;, ., € Oy satisface

Hu - USW€S7ZSH = V[l;ré%o Hu - WH? s=12.

(2) " 1

—1
Ry (8182)_%di8t (le,Fz2)2 < R. Sin perdida de generalidad podemos suponer que dist (['z1,T29) =
|z1 — 22| y remplazando u por —u si es necesario, podemos suponer ademés que v; = vy = 1. El Lema 2.13
implica que €] = €2 y 21 = 29. ]

<

p—1
entonces vsWe, .. € 0s, 21,22 € Mg paralamismai € {1,2,...,m} y se cumple que v; = va, ‘

2.5.4. Definicioén de la funcion bariérbita.

Fijemos 6 € (0,d9) y escojamos 1 > m! (0,0, k) como en la Proposicién 2.10. Definamos

Efor = {ueWyP(Q): Boox(u) <n},
Ng,o,k = {ue Wol’p(Q) \ {0} : DEy o k(u)u = 0},
Bs(M) = {zeR:dist(z,M) <}

y el espacio Bs(M) /T de I'-orbitas de Bs(M).
Definicién 2.6. La funcién baridrbita
A" Nyox N Ef, — Bs(M)/T

estd definida por

def ,
8" () = Dy fu £ Wl = min u— W]

Proposicion 2.11. La funcion baridrbita 5 : N()F,o,k NEJ, . — Bs(M)/T es continua y Z/2-invariante i.e.
B (u) = B (—u) Yu € Nyorp N EQg -
Demostracion. Por definicion 8' es Z/2-invariante. Probaremos que 3" es continua. Supongamos que u,, — u

en N(Eo,k N Eg,o,k (converge fuertemente en el espacio), sea ey, € (0,9) ,yn,y € My tales que cambiando el
signo a u, y w si es necesario, se cumple que:

it = We | = s Jfu= W, Ju=Wey | = min fu— W],
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2.5 Multiplicidad de soluciones T'-ivariantes

entonces A" (u,) = Ty, v A7 (u) = Ty. Como Mj es compacto podemos tomar subsucesiones tales que i, — ¢/’
yquee, — ¢’ €[0,0]. Sie’ = 0 entonces A~ (upn, Wk, ,) — 0 en consecuencia para n suficientemente grande

N
Emr(0707 k) Hun - Wén,yan

>
2 Huan + ||W5n,yn ||p - A_ (un7 Wenyyn)
> Nm'(0,0,k)

por lo cual € # 0.
Entonces We, 4, — We v y tomando el limite cuando n — oo en

[un = Weyll 2 llun = We, g, |l 2 llu = We,, . | = llu — unl,

de donde obtenemos
|u — We,y” > [Ju — Ws’,y’Ha

en consecuencia

|u — Wey

=l = Wy | = min Ju— W],

Por tantoe =¢’, Ty=TYy
DN T/ — 14 o r
B (u) =Ty’ = lim Ty, = lim 5" (un)
es decir, A" es continua.
O

Definamos u® = 4+ max{+u,0}.
Si T es el kernel de un epimorfismo 7 : G — Z/2, elijamos g, € 7-1(—1). Sea u € Ng o, entonces u cambia

de signo y u(z) = —u* (g7 ). Por tanto, [u|[? = [u*|}? y [u~[2",. = [u*[?" .. En consecuencia

w€ Njop = u™ € Nyox v Eoor(u) =2Egok(u®), (2.35)

., - .
Lema 2.14. Eyqj no alcanza su infimo en Noyng, en CONSECUEncla

'z 2 X
m”(0,0,k) := inf Eyop = miQLM ~Sop = 2m! (0,0, k).
NG o, v€Q k(z) N
Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que existe u € NJ . tal que Eg g x(u) = m7(0,0, k). Entonces
ut € NOT’ka y

., #lx 2 X
m7(0,0,k) < [ min ——— | —=S7..

Se tiene que

N-—p 07p

1 T 1 X
L (0,0,k) < Eoou(ut) = 2m™(0,0,k) < {min -2} sz —mr'(0,0,k).
2 2€Q p(z) 5 ) N
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2.5 Multiplicidad de soluciones I'-ivariantes

Es decir, u™ es un minimo de Ey g sobre Ng o.x» lo cual contradice (NE). El corolario 2.5 implica

e k(m)Np_p NP

T 2 X
m”(0,0,k) = (mfn #x) —S7

La propiedad 2.35 implica
u* € Noox N Egy Yu€ Ng N Eg,%,k’

dado que

Jut = oWeyll = it u* = W] = ™+ 0Wegy | = min ™ = W],

por tanto,
B (ut) =Ty <= BV (u™) = T(gry).
Lema 2.15. Para toda u € N§, ;N Eg,%,k se cumple que BY (u™) # B (u™).
Demostracion. Sea y € My tal que B (ut) =Ty y sea v = %1 tal que
ot = oWy | = min [l ~ W],
Si BV (u™) = BY(u™), las propiedades (2.36) y (2.37) implican que
Ju oWyl = i [~ 7]

De la proposicion 2.10 se sigue que

lul = [lu" = vWey +u™ —oWey|
< min |Jut = W| + min |u= - W||
Webo Weby
1
< <2p_1m (0,0,k;)> + <2p_1m (0,0,k)>

N P

En consecuencia, el lema 2.14 garantiza que
1 r T
EO,O,k(u) = NHUHP <2m (0707 k) =m (0,0, k)
Esto no es posible, ya que v € N&07k.
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2.5 Multiplicidad de soluciones T'-ivariantes

Observacién 2.4. El homomorfismo 7 : G — 7/2 induce una involucién en el espacio de érbitas RN /T,

definida como sigue
7:RV/ T — RY/T, 7(Ty) =T(g-y).

Denotemos por Bs(M)™ :={z € Bs(M) : Gz =Tz}.
Proposicion 2.12. La funcién
87+ Ngou N Eglyy — (Bs(M)\BF(M)) /T, B7(u) := 5" (u).

estd bien definida, es continua y es /2 — equivariante para la accion definida en la observacion (2.4), es
decir,

BT (—u) =T(gry) < p"(u) =Ty.

Demostracion. Siu € Ngg N Eg% . Y B7(u) =Ty € Bs(M)"/T entonces B (u) = Ty = T'(g-y) = B (u™),
contadiciendo el lema 2.15 . En consecuencia, 87 (u) & Bs(M)T/I'. La continuidad se sigue de la proposicion
2.11 y la equivarianza de (2.37) ya que

BT(—u) =" ((—u)*) =B (—u") = B (u")

esto concluye la demostracion. O

(6]
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3

Resultados

Consideremos el problema

-2 *
(er A (@) B~ F (@) Rk @) [ e Q
P ) =0 o0
/J‘zka U ) x 6

u(yx)=u(z), VeeQ,yel

donde T" es un subgrupo cerrado de O(N), Q C RY es abierto, suave, acotado y I' —invariante, N > p?, p* =
AP o5 el exponente critico de Sobolev y u, f,k : RY — R son continuas y I' — invariantes.

N-p
Consideremos el conjunto
_ r r

B 7 e k()

Supongamos en toda ésta seccion que pu, f, k satisfacen las siguientes condiciones K1), K2), M1), F1) y
F2). Supondremos ademas que (NE) se cumple, es decir, Ey o no alcanza su infimo en N()F,o,k- Queremos
obtener resultados de multiplicidad de soluciones para este problema.

3.1. Multiplicidad de soluciones I'—invariantes

N
&= (mfn #Ff_p) Sop-
€ k(.’L’) P

My :={y € M : dist(y,0Q) > 6}, Bs(M):={z€ RY : dist(z, M) < §}

Denotemos por

hS]

y para § > 0, denotemos por

N
Teorema 3.1. Sea N > p*. Supongamos que se cumplen K1), K2), M1), F1), F2), (NE) y ( < S} ..
Dados §,0' > 0 existen X* € (0, ) y p* € (0,12) tal que si max . f(x) < X ymax, qu(z) < p*, entonces

para toda f(x) € (0,\*) y u(z) € (0, u*) para toda x € Q el problema <P;§fk:> tiene al menos

catgs(aryr(My /T).
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3.1 Multiplicidad de soluciones I'—invariantes

pares +u de soluciones que satisfacen
r T

Demostracion. De la proposicion 2.9 y el corolario 2.4 se sigue que

T
Eu |Nrfk: N};fk — R satisface la condicién de (PS)y para todo 0 < E—A’}'. De la teoria de Lusternik-
ll/i ,k 2

Schnirelmann, teorema 2.6, se sigue que E, r 1 \Nrf . tiene al menos
o fs
7)2 — cat(NY ., NE? . )
w5k w5k

pares +u de puntos criticos en N:;fk N EZ Fk Estimaremos ésta categoria.
Sin perdida de generalidad supongamos que 6 € (0,6dp), con dy como en la seccion anterior. Escojamos

T
n > %’“ = mF(O, 0, k) como en la proposicién 2.10 y consideremos la funciéon bariérbita
8" Noog N EQ o — Bs(M)/T

de la definicion 2.6. Esta es continua y Z/2—invariante ( proposicion 2.11 ). Sin perder generalidad podemos
suponer que 8 < £} sean A\* € (0,),) y u* € (0,71) tal que

MY TN N No T
P P
<~M ) ( . > men{lrn’rk,}‘
= p Ap— A -6

T
Si fo € (0,A*) y po (0, u*), se sigue del lema 2.1 que, para cada 6 < %

Z

N

ZZ P )‘p P
Eoo0x(mook(u) < R pw— By g (T g ()
oim N o
< (n) (25) %
N /j_,U'O )\p_fO N
<

para toda u € N;lsz N Esz, donde my o : VVol’p(Q)F \ {0} — N}:fk denota la proyeccién radial. En
consecuencia, la funcién

B ook : N};ﬁk N E§7f7k — Bs(M)/T

esta bien definida, es continua y Z/2—invariante.
Fijemos 0 < s < ¢ tal que ming 5y f > 0y ¢ € (0,&5), donde &5 es como en la proposicién 2.8. Dicha
proposicién garantiza la existencia de un 0 := 0. tal que

By (T p(wh,)) < 6 < Yy e M, .

r
Y
N
La funcién

r — T 0 r r
ag : My /U — Ny pi OV By pre a5 (Ty) = mupplwey),

estd bien definida y es continua. De la definicién 2.6 de la funcién bariérbita se sigue que
B (mo0k(cs (Ty))) =Ty Vy e M.
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3.2 Multiplicidad de soluciones T— equivariantes

El lema 2.7 garantiza que

7]2 — cat(NiM N thf,k) > cat gy r (Mg /1),

I
puesto que m' (0,0, k) = %’“, del corolario 2.2 y de la eleccién de A\* y p* se sigue que

=z

2y m
0 < -k =ml0,0k g<~ )
N ( ) R

N\ 7
(Ap_px) m' (1, f k) < 2m" (. £,K).

Por tanto, £, ¢ |N5,f,k tiene al menos
cat gy(aryr (Mg /T)
T
pares £u de puntos criticos con E, fx(u) < min {%’“, 2mb (i, f, k:)} El corolario 2.2 y la eleccion de A* y p*

implican ademaés que
N N
p

a7 (M < b
- AN Ty

entonces
N N
o o () ()
N - m Ap N
< m(u, f,k)
< Eppr(u)
1
< 5 [uliy
gF
< X
N
por tanto
G =0 < [ulh , <t
Esto concluye la demostracion. O

3.2. Multiplicidad de soluciones 7— equivariantes

Denotemos por
Bs(M)" :={z € Bs(M) : Gz =Tz}

N
Teorema 3.2. Sea N > p*. Supongamos que se cumplen K1), K2), M1), F1), F2), (NE) y (} < S/?o,p'
Supongamos ademds que existe un subgrupo cerrado G de O(N) y un epimorfismo continuo 7 : G — 7Z,/2
tales que Q, p, f y k son G—invariantes y kert = I'. Dados 6,8' > 0 existen \* € (0,\,) y p* € (0, 1) tal
que si max, g f(z) < Ay méx, qu(x) < p*, entonces para toda f(x) € (0,\*) y u(zx) € (0,u*) para toda

x € Q el problema <P£f7k> tiene al menos

cat (g (ny\ By (v)ym) /0 (M5 /T).
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3.2 Multiplicidad de soluciones T— equivariantes

pares +u de soluciones T—equivariantes que satisfacen
r r
2(6, — &) < [u]} ; < 26;.
Demostracion. De la proposicion 2.9 y el corolario 2.5 se sigue que E, r \N;fk: NTfk — R satisface

m

T
la condicién de (PS)p para todo 6 < 2%’“. Como E, rx [N~ . es un funcional par de clase C! y N pp €8

wofik
una subvariedad de Banach de clase C?, simétrica respecto al origen tenemos, de la teoria de Lusternik-

Schnirelmann en el teorema 2.6, que E,, 71 |NTf . tiene al menos
2 w, f,

Z/2 - Cat(N;’f’k N Elehf,k)

pares +u de puntos criticos en N[L £k 0 EZ Fk Estimaremos ésta categoria para un valor apropiado 6.

Sin perdida de generalidad supongamos que § € (0,dp), con g como en la seccion anterior. Escojamos

T
n > % =mb(0,0,k) = %mT(O, 0, k) como en la proposicion 2.10 y consideremos la funcion bariérbita
BT+ Nio N Egpy — (Bs(M) \ Bs(M)7)/T

de la definicién 2.12 y de la proposicion 2.12 sabemos que esta funcion es continua y Z/2—equivariante. Sin
perder generalidad podemos suponer que &' < (1, sean \* € (0, \p(uo)) y p* € (0, i) tales que

N

p

~ N N T
() (i)’ -l o)
L=t Ap(io) — A* b, b =0

T
Si fo € (0,A*) y po (0, u*), se sigue del lema 2.1 que, para cada 6 < 2%’“

Eook(mook(u) < (ﬁ—ﬁuo>g <)\p()\50<';m_>f0>gEu,f7k(7r%f,k(u))
< () (o2s) 2

r
< N (oh
- 4, N

para toda u € NJ ;) N Ezyﬁk, donde 7o : Wol’p(Q)T \ {0} — N denota la proyeccién radial. En
consecuencia, la funcién

BT oo+ Nipu N By pi — (Bs(M) \ Bs(M))/T.

esta bien definida, es continua y Z/2—equivariante.
Como ¢ > 0 tal que ming ) f > 0y € € (0,¢5), donde g5 es como en el corolario 2.3, dicho corolario
garantiza la existencia de una 6 := 6. tal que
Ui
E,uyf,/f(wuaﬁk’(w;y)) <20, < QN Vy S M;é
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3.2 Multiplicidad de soluciones T— equivariantes

donde
M_s:={y € M :dist(y,000UQ") > 4}
w;—’y = (J.ng o w‘g’gTy’ T(gT) =—L

La funcién
ot M5 /T — Nj ¢ 0 Ej fr 0f(Ty) =mpe(wl,)

estd bien definida, es continua y Z/2—equivariante. Ademas
AT (moo k(a5 (Ty))) =Ty vy e Mz
Del lema 2.7 considerando h = 8" omg g ¥ f = aj tenemos

Z/2 — Cat(NTﬁk, N Eft7f7k')

) Z]2 — cat(ay)

>
2 Z/Q — cat(ﬁT @) WO,O,k @) Oég)

ademds 7 omggp o) =i: M_s/T'— (Bs(M)\ Bs(M)7)/I es la inclusi6n, entonces

Z/2 — ca,t(BT @) 70,0,k ©) Oég) = Z/2 — Cat(Bé(M)\Bé(M)T)/F(M;(;/F).

Por otra parte, la accion de G/I" = Z/2 sobre (Bs(M) \ Bs(M)7) es libre, ya que, la acciéon es inducida por
7:G — Z/2 la cual esta dada por la involucion

B+ (Bs(M)\ Bs(M)")/T' — (Bs(M) \ Bs(M)")/I', 78(l'y) = I'(97y)

donde g, € 771 (=1) y y € (Bs(M) \ B5(M)7) y la involucion es libre, pues 75(T'y) # T'y.
Denotemos por f a la funcién inducida por 37 o mg g 1 0 o construida de la siguiente forma

ﬂT OTrO,O,koag

M /T (Bs(M) \ Bs(M)7)/T
Jqu,é/F JQ(B(;(]W)\B(;(IM)T)/F
(M_/T)/(Z/2) L ((Bs(M)\ Bs(M)7)/T) /(Z,/2)

Por el lema 2.8 obtenemos que R
Z]2 — cat(B" om0 of) = cat(f),
entonces
/2 = cat g,y Bs ()7 r(My /T) = cat(, (i sy (vyrymy a2 (M s /1) (Z/2).

Notemos que
(M7,/T)/(2/2) = {(Z/2)(Ty): Ty e M,/T}

Ty,—Ty:Ty e M- 5/?}

I
/_/h\/_/;\/_/h\

Gy:yeM_ }
= 7,5/G7
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de forma anéaloga
((Bs(M) \ Bs(M)")/T') /(Z/2) = (Bs(M) \ Bs(M)")/G,

asi

Z/Q—cat(N;f’kﬂEzJ,k) 2 Z/2_Cat(Bg(M)\B,;(M)T)/F(M;(S/F)
= cat(p;(yn\Bs(yr)/a (M5 /G),

N
puesto que m” (0,0, k) = 2%’“, del corolario 2.2 y de la eleccién de A\* y pu* se sigue que

N

A r BN (M
_— = — T < T T )
0<2N 2m’ (0,0,k) =m"(0,0,k) < (ﬁ—ﬂ*> <)\p_>\*) m’(u, f, k) < 2m™(u, f,k)

<z

Por tanto, E,, 7 ’N;fk tiene al menos
cat(B5(0)\Bs(1)7)/6 (M7 5/ G)

I
pares +u de puntos criticos con E,, r(u) < min {2%’“, 2m™ (u, f, k:)} El corolario 2.2 y la eleccion de A* y

p* implican ademés que si

~ N N
PN (N VL &
ﬁ_ﬂ* )\p_)\* gF_(gl
entonces
= B\ (A — A* ¥2§
N m Ap N
< m'(p, f,k)
< Eu,f,k(u)
1
< §lu,
EF
27k
< N
por tanto
200, — ') < [u] , < 20}
Esto concluye la demostracion. O

Ahora solo necesitamos comprobar que las soluciones obtenidas en los dos teoremas anteriores tienen las
propiedades nodales requeridas. Este es el objetivo de la siguiente seccion.

3.3. Propiedades nodales de las soluciones

La siguiente proposicion nos da una condicién suficiente para que un punto critico de E, rx | NT

lef i — R no cambie de signo.

82



3.3 Propiedades nodales de las soluciones

Proposicion 3.1. si u € N,l;f,k: es un punto critico de E, ¢y, tal que E, 5p(u) < 2mY (u, f, k) entonces, o
bien u > 0, o bien u < 0.

Demostracion. siu € N};fyk es un punto critico de E, r entonces
0= DE%f’k,(u)ui = /Q <|Vu|p_2Vu S Vut — p(x)

- /f(:U)|u\p_2uupm//~€(ac)\u|p*_2uujE
Q Q

+p*
|kp

|u|P~2uu®
[P

_ P
-
donde u® = 4 méax {4u,0}. Asi pues ut # 0y u™ # 0 entonces u® € N}:f ¥ en consecuencia

Eppi(u) = Eppp(u’) + By ppe(u”) 2 2m" (, f k)
contradiciendo la hipétesis. Por tanto o bien u™ =00 u™ = 0. O

Supongamos ahora que esxisten un subgrupo cerrado G de O(N) y un epimorfismo continuo 7 : G — 7Z/2
tales que Q, u, f, k son G—invariantes y kert = I'. Queremos estudiar las propiedades nodales de las soluciones
de energfa pequena del problema (P; f, k)

Sea I' un subgrupo cerrado de O(N) y sea A un conjunto I'—invariante de RY.

Definicion 3.1. Decimos que A es I'—conexo si no se puede expresar como la union de dos subconjuntos
ajenos I'—invariantes abiertos en A.

Un subconjunto I'—conexo no es necesariamente conexo.
Definicion 3.2. Una funcion continua I'—invariante uw : A — R es (I', 2)—nodal si los conguntos
{freA:u(x) >0} {zreA:u(x)<0}
son no vacios y I'—conezos.

Proposicion 3.2. Sean G un subgrupo cerrado de O(N), 7 : G — Z/2 un epimorfismo continuo y I' =
kert. Supongamos que Q,u, f y k son G—invariantes. Si u € N;’f,k es un punto critico de E, ¢ tal que
E,pr(u) <2m7(p, f, k) entonces u es (I', 2) —nodal.

Demostracion. Como u es una solucién del problema (P/Ifk), se tiene que u es continua en ). Supongamos

que existen dos abiertos ajenos I'— invariantes Uy y Us tales que
{r e Q:u(x) >0} =U; UUs.
Sea g, € G tal que 7(g,) = —1, definimos

U,L(,CU) = { g(x) six € U; UgT(Ui)

en caso contrario
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3.4 Propiedades simétricas de las soluciones

entonces u; € Wol’p(Q)T para ¢ = 1,2. Como u es punto critico de E,, ¢, se tiene que

0=DE, r(wu; = uill}, ; — [uil} -

entonces Uy # 0y Uz # 0 de donde ui,us € NJ ;v
Epi k() = By pi(ur) + Ep i (u2) > 2m* (, f, k)
lo cual contradice la hipétesis. Por tanto
{zeQ ulx)>0} y {reQ:ulz)<0}

son I'—conexos y u es (I', 2)—nodal. O

3.4. Propiedades simétricas de las soluciones

Teorema 3.3. Sea N > p?. Supongamos que se cumplen (K1), (K2), (M1), (F1), (F2), (NE) y
N - ~ ~
El,; < Spuo- Sea I un subgrupo cerrado de O(N) tal que I' C T y Q, p, f, k son I'—invariantes y se cumple

#l'x #l'x

min ——s— <min ———.
w€Q (z) » €D k(z) »

Dados 0,0" > 0 existen X* € (0,\p) y p* € (0, 12) tal que si max, g f(x) < Xy max, g u(x) < p*, entonces
para toda f(x) € (0,X*) y pu(z) € (0, u*) para toda x € Q el problema (P};ﬁk) tiene al menos

cat s (aryr(My /T)
soluciones positivas que no son [ —invariantes.

Demostracion. Dados §,d’. Por el Teorema 3.1 existen A\* y u* tal que el problema (Pi’f,k) tiene al menos

cat gs(aryr (Mg /T)

soluciones positivas que satisfacen
b
E.u'7f7k;(u) < N'

Dado que mf(u, f,k) es la minima energfa posible de una solucion f—invariante, bastara probar que existe
fo € (0,\") y po € (0, %) tal que

N .
< k) s i < o (3.1)
Q

Ahora bien, el corolario 2.2 afirma que

N

(7))

<2

mb(0,0,k) < mF (1, £, k),
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3.4 Propiedades simétricas de las soluciones

asi pues, para obtener (3.1) bastara probar que

T -
N’f <m(0,0,k).

- - N
Si m' (0,0, k) no se alcanza, entonces m' (0,0, k) = %’“ y la condicion (3.1) garantiza que

a a4

: T r : r r ‘
Supongamos que existe u € Ny, tal que Ey rr(u) = m'(0,0,k), observemos que Ny,, C Ny, La
condicion (NE) asegura que Ej(j no alcanza su infimo en Ny en consecuencia,

gI‘ ~
~ = (0,0,k) <m"(0,0,k) = Eo o k(u)
esto prueba la afirmacion (3.1) y prueba el teorema.

O
Cabe mencionar que los resultados obtenidos en el presente trabajo se pretenden publicar en un revista

especializada, en la parte de anexos adjuntamos el correo electronico por parte de la revista que hace constar
que recibe el articulo.
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4
Discusi6n

Tras describir y analizar los diferentes resultados obtenidos con la aplicacién del metodo variacional en
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, procede ahora realizar una discusion y conclusiones que
sirvan para consolidar lo obtenido en la presente tesis, al tiempo que suponga una futura linea para nuestras
investigaciones.

El objetivo general que planteamos en nuestra investigaciéon era hacer uso del método variacional para
encontrar soluciones de una ecuacién diferencial parcial, eliptica y con singularidad, el método variacional
nos tranfomo el problema (ecuacion diferencial) en un problema de puntos criticos, lo relevante del trabajo
es que el método variacional hizo intervenir a los espacios de Sobolev. En trabajos previos se han usado
esta clase de espacios y en particular espacios de Sobolev que resultan ser espacios de Hilbert los cuales
son espacios lineales, completos y con producto escalar. En este trabajo se probaron resultados similares
a los mostrados en [7], la diferencia de los trabajos previos con nuestro proyecto de investigacion fue el
hecho de que el espacio de Sobolev en el cual se hizo el estudio resulté ser un espacio de Banach el cual no
posee un producto escalar, entonces los resultados expuestos en esta tesis pueden ser considerados como una
generalizacion a resultados enunciados en la introduccién ya que haciendo las consideraciones adecuadas en
las funciones u, f, k y el exponente p en el problema de investigaciéon podemos llegar a problemas estudiados
previamente.Debemos hacer notar que los teoremas importantes para la construcciéon de la demostracion del
Teorema principal, fueron modificados debido a que los espacios usados no resultaron espacios Euclidianos
y propiedades clasicas como el Teorema de Riesz ya no pueden ser aplicables. Otro aspecto importante del
trabajo realizado es que la topologia juega un papel importante en el desarrollo de nuestra investigacién ya
que el ntumero de soluciones del problema o el niimero de puntos criticos esta intimamente relacionado con
la topologia del dominio.
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5

Conclusiones

Las aportaciones mas relevantes del proyecto de investigacién pueden ser resumidas en las siguientes
conclusiones.

1.

El problema de investigacion tiene soluciones positivas simétricas y soluciones que cambian de signo
(nodales).

El método variacional resulta ser eficiente al resolver ecuaciones diferenciales parciales elipticas de
segundo orden.

El ntimero de soluciones débiles del problema de investigacién depende de la topologia del dominio.

El anélisis funcional es una herramienta de suma importancia pues se analiza el funcional asociado al
problema con resultados propios de esta area de las matematicas.

La categoria de Lusternik-Schnirelmann es un invariante topoldgico con el cual fue posible establecer
la relacién entre el niimero de soluciones y la topologia del dominio.

La teoria de grupos fue un factor fundamental en los resultados de soluciones simétricas y nodales.
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Apéndice A

Anexos

Clasificaciéon de una ecuacién diferencial parcial

Las siguientes definiciones son de suma importancia, pues identificamos que tipo de ecuacién tiene el

problema y de que clase es, dichas definiciones se pueden consultar en [17] y [23].

Notacion A.1 (Multiindice). a) Un wvector de la forma o = (1, aa, ...,an) donde cada componente «;

es un entero no negativo es llamado multitndice de orden

|a| =a1 + ...+t ay.
b) Dado un multiindice o, definimos

o olly(z)

¢) Si k es un entero no negativo
DFu(z) := {D%(z) : |a| = k}

el conjunto de todas las derivadas parciales de orden k.
d)

|D*ul = ) |D%?
o=k

Definicion A.1. Una expresion de la forma
F (Dku(m),Dk_lu(:c), ...,Du(x),u(x),x) =0, € QCRY
es llamada ecuacion diferencial parcial de orden k, donde
F RV xRV x xRV xRxQ—R

estd dada y u: Q) — R es desconocida.
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Definicion A.2 (Clasificacion de una E.D.P.). i) La ecuacion diferencial parcial (A.1) es llamada lineal
si tiene la forma

Z aq(x) D% = f(x)

| <k

para funciones dadas an (|a| < k), y f. Esta Ecuacion Diferencial Parcial Lineal es homogénea si

f=0.

it) La Ecuacion diferencial parcial (A.1) es semilineal si es de la forma

Z ao () D% + ag <Dk*1u, ey Du,u,w) =0
|a|=k

i11) La Ecuacion diferencial parcial (A.1) es cuasilineal si es de la forma

Z Qo (Dk_lu, ooy Duy i, x) D% + ag (Dk_lu, wory D, u,:c) =0
|a|=k

Observacion A.1. De acuerdo a las definiciones anteriores, una expresion de la forma
F (D%(:U),Du(x),u(m),x) =0, € QCRY, (A.2)
es llamada ecuacion diferencial parcial de sequndo orden, donde
F RV xRV XxRxQ R,
ademds es llamada cuastlineal si es de la forma

Z ao (Du,u, ) D%+ ag (Du,u,z) =0
|ar|=2

Definicion A.3. Se dice que una ecuacion diferencial parcial de segundo orden es eliptica si la matriz de
coeficientes es (en cada caso) definida positiva en el dominio de los respectivos argumentos (ver [23]).

Algunos resultados técnicos

Dado un subconjunto abierto Q de RV denotemos por
Ch(©Q) = CoQ) N CHQ)
al conjunto de funciones ¢ :  — R de clase C* con soporte compacto contenido en .

Proposicion A.1 (Integracion por partes). Se cumplen lo siguiente

0
1. Sip e ClR), entonces/ L) Vi=1,2,...,N.
Q 0T

0
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2. 8i f € CHQ), ¢ € CHQ), entonces

of |, [ 0%
95%90 o 0x;

f=0 Vi=1,2,.,N

Demostracion. Ver [13]. O

Fl siguiente resultado es de suma importancia para el problema abordado en esta tesis, especificamente
en la parte de la singularidad de la ecuacién diferencial parcial. El teorema siguiente es conocido como la
desigualdad de Hardy, la prueba se puede consultar en [21] 6 [28].

Teorema A.l. Sean 1 <p < N y Q C RY abierto, suave y acotado, entonces si u € Wol’p(Q).

1. % e LP(Q).

[z]
2. (Desigualdad de Hardy)
p 1
ﬂdau < ~/ |Vu|Pdz
a lzfP 1 Jo

~ »\P ~ . .
con L = (%) . v es conocida como la mejor constante de Hardy.

Desigualdad de Hoélder

Sea 1 < p < oo; se designa por p’ el exponente conjugado de p, es decir, zl? + 1% = 1. La demostracion del

siguiente teorema se puede ver en [5] y [30].

Teorema A.2 (Desigualdad de Hélder). Sean f € LP y g € LY con1<p<oco. Entonces f-g € L' Y

/ 1£9l < Furlgl -

Una consecuencia muy tutil de la desigualdad de Holder es el siguiente corolario.

Corolario A.1. Sean fi, fo, ..., fr funciones tales que

1 1 1
fielP(Q) 1<i<k con —+—+..+—=1,
p1 D2 Dk

entonces

/mez e el < Ul | falirs « - |l e

Espacios de Sobolev
Definicion A.4. Sea p € [1,00]. El espacio de Sobolev WP(Q) se define como

= LP(Q)) tal
WLP(Q) = {U c LP(Q) . 91,92, -, gN € ( ) ates que v }

Jo ug,—i =— [q9i0 Vo € C°(Q), i=1,2,...

Proposiciéon A.2. El espacio WHP(Q) es un espacio de Banach para p € [1,00].
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Definiciéon A.5. Sea 1 < p < oo; Wol’p(Q) designa el cierre de C°(Q) en WHP(Q).

Es conocido que para tratar problemas como el que se esti desarrollando en esta tesis, los espacios donde
. . . 1 , .
pueden ser analizadas las soluciones son los espacios de Sobolev W (), la norma usual en éste espacio es

1
r
R \74,|P

Los encajes de Sobolev son una herramienta fundamental para el desarrollo de esta tesis, éstas desigual-
dades permiten estimar la norma en LY de una funcién ¢ € C°(€2) en términos de la norma en LP de su
gradiente. Estas desigualdades se extienden por densidad a VVO1 P(Q) y permiten obtener encajes continuos
de éste en otros espacios.

Encajes de Sobolev

A continuacion se enunciaran algunos resultados acerca de estos encajes cuya prueba se puede consultar en
[5], [13] y [43].
Sea 2 C RY abierto de clase C' con 9§ acotada o bien Q = Rf.

Teorema A.3. Sea 1 < p < o0. Se verifica

si 1 <p < N entonces WHP(Q) C LP (Q) donde I% = %
sip= N entonces WHP(Q) C L4(Q) para toda q € [p, >0),
si p> N entonces WIP(Q) C L*°(Q),

con inyecciones continuas.

1
N

Teorema A.4 (Rellich-Kondrachov). Supongamos Q acotado de clase C1, se verifica:
si p < N entonces WHP(Q) C L4(Q) para toda q € [1,p*),

si p= N entonces WP(Q) C L4() para toda q € [1,0),

si p > N entonces WiP(Q) C C(Q),

con wnyecciones compactas.

Los resultados anteriores son validos para Wo1 P(Q).

Teorema A.5 (Desigualdad de Poincare). Supongamos que Q es un abierto acotado. Entonces existe una
constante C' (depende de Q y p) tal que

lul o () < C|Vulps) Yu € WyP(2) (1<p < oo)

en particular la expresion |Vu|ry(q) es una norma en Wol’p(Q) equivalente a Hu||W1,p(Q).
0

Operadores de Nemytskij

El siguiente teorema es de suma importancia ya que enuncia condiciones necesarias para que un operador
de Nemytskij sea continuo. (ver Teorema 12.10 de [18] pagina 78)

Teorema A.6. Sean p1,pa,....pm y r nimeros reales, p; > 1 (i =1,2,....m), r > 1. Sea h = h(z,§) una
funcion definida para x € Q y € € R™, y h una funcion de Caratheodory (es decir, para toda ¢ € RN, la
funcion he(x) = h(x, &) es medible sobre Q y para casi toda x € 2, la funcion hy(§) = h(x,§) es continua
sobre R™ ). Denotemos por H(ui, ..., un) al operador de Nemylskij determinado por h.
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i) Entonces, para funciones arbitrarias u; € LPi(Q) (i=1,2,...,m),
H(ug, .ooyum) € L' (),
sty solo si se cumple la siguiente condicion

(a) Ezisten g € L"(Q) y ¢ € R, ¢ > 0 tal que para casi toda x € Q y para toda & € R™
m P
B 1y )] < () + € JE%

i=1

i) Si la condicion (a) se satisface, entonces el operador de Nemytskij H es un operador continuo de

LPL(Q) x LP2(Q) X ... x LP7(Q) en L™(Q).

Diferenciabilidad en espacios de Banach

En este apéndice mostraremos que el funcional asociado (2.4) es de clase C2, para esto, primero enuncia-
remos algunos resultados importantes.

Diferenciabilidad en espacios de Banach

Sean X,Y espacios de Banach con normas || - ||x y || - ||y respectivamente.

Lema A.1. Sea T : X — Y wuna funcion lineal. Entonces T es continua st y sdlo si existe una constante
C > 0 tal que
ITz|ly <Cllz||lx Vze X.

A una funcién lineal y continua T': X — Y se le suele llamar un operador acotado.

Denotemos por
B(X,Y):={T:X — Y : T es lineal y continua} .

Este es un espacio de Banach con la norma

ITlsx,yy == sup [[Txlly.

[zl x=1
Denotamos por X’ := B(X,R). El espacio X’ se llama el dual topoldgico de X.

Definicion A.6. Sea U un subconjunto abierto de X. Una funcion F : U — Y es Gateaux diferenciable
en un punto u € U si existe T € B(X,Y) tal que

lfm F(u+tv) — F(u)

=Tv, YveX.
t—0 t

T se llama la derivada de Gateauz de F' en u y se denota por DF (u) := T. Decimos que F' es continuamente
diferenciable o que es de clase C' si es Gateaux diferenciable en todo punto u € U, y la derivada

DF :U — B(X,Y), u+— DF(u)

es continua.
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Como B (X,Y) es de nuevo un espacio de Banach, tiene sentido preguntarse si DF : U — B(X,Y) es
continuamente diferenciable. Si lo es, decimos que F es dos veces continuamente diferenciable o de clase C?.
La derivada de DF se llama segunda derivada de F y se denota por D*F : U — B(X,B(X,Y)). Decimos
que F es k-veces continuamente diferenciable o de clase C* si existen todas sus derivadas hasta la de

orden k, que denotamos DFF, y son continuas. Decimos que F es de clase C™ si es de clase C* para todo
keN.

Los siguientes resultados seran de suma importancia para probar que el funcional asociado al problema (2.1)
es de clase C2.

Teorema A.7. Sir > 1, entonces ag(t) = |t|”, con t € R es una funcion de clase Ct, y
ap(t) = rlt|" ">t
Una consecuencia importante de este teorema son los siguientes lemas.
Lema A.2. Sir > 1, a,b € RV, entonces ay(t) = |a+ tb|", con t € R es una funcion de clase C' y
Ay (t) = rla+tb|" "% (a4 tb) - b,
ademds se satisface la siguiente desigualdad

la + tb|" — |a|"

. <rlb| (la + b)), Vit e [-1,1].

Demostracion. Observemos que

N 2
o (1) = (Z (ax + tbk)2> :

k=1
usando la regla de la cadena y el Teorema A.7 se tiene

. (N 3=l /N
O/l (t) = 3 (Z (ar + tbk)2> <Z 2 (ag, + tby) bk>
k=1

k=1
= rla+tb|""? (a +tb) - b.
Por otra parte, por el Teorema del Valor Medio, para cada t € [—1, 1] existe s € (0, 1) tal que
la + tb|" — |a|” a1 (t) — a1(0)
t t
— af(st)
= rla+ (st)b]""% (a+ (st)b) - b.

en consecuencia
o+ tb]" — |a|”

= rla+ (st)b]" | (a+ (st)b) - bl

rla + (st)b"2|a + (st)b|[b]
r[blla + (st)b|"!

rl8] (lal + |(st)b)"

rl8l (Jal + [o})"

IN A
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para todo t € [—1,1]. O

Lema A.3. Sir > 1, a,b € RY, entonces az(t) = |a+tb|""2 (a + tb), con t € R es una funcion de clase C*

Y
b (t) = (r —2)|a + tb|""* [(a + tb) - b] (a + tb) + |a + tb|"~2b

ademds se satisface la siguiente desigualdad

la + tb|"~2 (a + tb) — |a|"2a

t < (r=1)bl (la| + b)), Ve [-1,1].

Demostracion. Observemos que

N

az(t) =Y la+tb]""* (ax + tby) ek,
k=1

donde e, es un vector canénico de RY. Usando el Lema A.2 se tiene

N
= " [(r=2)la +tb]"* [(a+ tb) - b] (ar + tb) + |a + tb]""by] ey
k=1

es decir,
ah(t) = (r —2)|a+tb]" " [(a + tb) - b] (a + tb) + |a + tb]" 2.

Por otra parte, aplicando el Teorema del Valor Medio a cada entrada de la funciéon ay para cada t € [—1, 1]
existe s € (0, 1) tal que

la + tb|""2(a + tb) — |a|"2a as(t) — as(0)
t t
— a(st)
(r — 2)|a + (st)b|"~* [(a + (st)b) - b] (a + (st)b) + |a + (st)b|"~2b.

Por lo cual

la +tb|"2(a + tb) — |a|"2a

t < (r=2)la+ (s)b]"a+ (st)bl[blla + (st)b] + |a + (st)b]" 2 [b]
< (r—2)a+ (st)b]"2[b| + |a + (st)b]"2|b|
= (r=2)[blla+ (st)o
< (r—2)[bl (la| + |(st)b)"
< (r—2)lol (la] + b))~
para toda t € [—1, 1]. -
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Diferenciabilidad del funcional

Proposicién A.3. Sean Q C RV, N > 2, p € [2, N]. El funcional

Bpatw) = 3 [ (197 = a8 = sl ) o= = [ wolup”as

[P

es de clase C? y

p—2
DEy s r(u)v = /(|Vu|p2vu.vvu(x)|u UU)
Q

[P
—/ f (@) |ulP~2un — / k() |ulP” ~2uv
Q Q
para todo v € WyP(Q).

Probaremos esta proposicién mediante los siguientes lemas.

Lema A.4. Sean Q C RN, N >2, r € [2,N], Q(z) € L™(Q) y el funcional v : WOI’T(Q) — R dado por

v = 1 [ Qo) da

es de clase C? y
Dw(U)UZ/QQ(fU)IU(x)ITQU(x)v(I)dl‘-

Demostracion. Primero probaremos que el funcional esta bien definido. Como @ € L®(2) entonces existe
una constante Cy tal que |Q(z)] < Cx c.t.p. en £ lo cual implica

vlw) < < [ fu)da,
Q

por las desigualdades de Sobolev se tiene

Coof 1r

por lo cual, el funcional 1 esté bien definido.
Ahora probaremos que 1 es Gateaux diferenciable.

Sean u,v € Wol’r(Q) entonces u,v € L"(Q), usando el Lema A.2 se tiene que

|u+to]" — Jul”

; < r(lul + o))" ol, VE e [-1,1]

por lo cual
lu+ to]” — |u|”
t

J

yﬂwwwwvmmu
Q
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pero v € L™(Q) v (Ju| + [v])"! € L1 (), usando la desigualdad de Hélder se obtiene

T/Q(Iu + o))" ol < Joliroy llul + [0l (q)

asi
r(lul + o)) "ol € LHQ) VYt e [-1,1]
y T '
W e LYQ) Ve [-1,1],
ademas
t T __ T
%1'11(1) ‘u(x) + ’u(x)\ ‘u( )‘ — r|u(x)|r_2u(x)v(x), Ve € Q)
%

t
|u(e) + to(x)]" — fu(z)]"

; < r(lu(@)] + [v(@)) ()|, YoeQ,te[-1,1].

Del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue se sigue que

P(u+tv) — p(u) u(z) + to(z)|" — Ju(z)]"

lim = lim - x) dx
t—0 t t—=071 Jo t
1 t T o_ T
~ [ iy e ),
t—0 t

= [ Q@@ ut@)o(a)da
Ahora bien, para u € W, (), la funcion 7 : W, (2) — R dada por
Tv:= / Q(x)|u|"*uv
Q

es claramente lineal, ademas como u,v € WOI’T(Q) entonces |v| € L"(Q), |u]""1 € Lﬁ(Q) y usando la
desigualdad de Holder y las desigualdades de Sobolev se tiene lo siguiente

Tl = | [ Q@

< / Q@) [ul" o]
Q
< Co [l
Q
< Coollul ™Y 2, @@
= Coolulirq MLT(Q)
<

oo’u‘Lr(IQ)CO””HWOLT(Qy
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como u es fijay Cy > 0, considerando C' = Cy \u|LT(Q Cp se tiene C' > 0 y en consecuencia
< .
Tol < Cloll oy
Lo cual significa que 7 es continua, por lo cual
T e B(W"(Q),R).

Por lo anterior obtenemos que 9 es Gateauz diferenciable y

u)v:/QQ(x)|u|r_2uv

Por otra parte, notemos que D : WOM(Q) — WL(Q) == B (W&’T(Q),R), ahora probaremos que 1) es

de clase C'! basta probar que D) es continua. Para ello consideremos una sucesién convergente wu,, — u en
1
W, mostraremos que

| DY (un) — DT/’(U)HI/V—LT(Q) — 0.

Notemos que

1D (un) — Dp(u) lyy-1r () = ol Sup | Dy (un)v — Dip(u)v],
Uwtr @)™

pero

| DY (un)v — Dy (u)v| =

x)un]T_Qunv—/Q($)|U\T_2uv

Q

/\Q (Jun|" 2 — |u""2u) |

< O / o] [t "1t — ™2
Q

< / 0 (Jun ™2 — Jul2u)
Q

COMO U, V, Uy, € WOI’T(Q) se tiene que v € L™(Q), (|un|"?up — |u|""2u) € Lﬁ(Q) Usando la desigualdad
de Holder obtenemos

IN

)

DY (un)o — D)ol < Coclolzr @) [lnl”2um = a2l =,

Consideremos la funcion ¢ : L"(Q2) — Lv%l(Q) definida como
$u) = |u""u,
dado que u,, —> u en L"(2), el teorema A.2 o A.4 de [43] asegura que
$(un) — $(u) en L=
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es decir,

=2 —0. (A.3)

[ s

Usando los encajes de Sobolev se tiene

| DY (un)v — Dy (u)v]

IN

COO|U|LT(Q) “Un|r_2un - |U|T_2u

CooCl|v

L7T(Q)

A

) —2
Iy [lunl™ o =l ] e

por lo cual

sup|D(an) — D(u)l

DY (un) = Dip(u) -1

ol 1,
Wy (@)

< | DY(un)v — DY (u)v|
r—2 r—2
< OxC Hun‘r_zun - ‘u’r_Zu errl(g) '

Por lo tanto, usando (A.3)
1Dy (un) — Dip(u) [ w-1.r(0) — 0

es decir, D1 es continua, asi ¢ es de clase O,
A continuacion probaremos que Dy es Gateauz diferenciable.

Sean u,v,h € WOI’T(Q) entonces u, v, h € L"(Q), usando el Lema A.3 se tiene que

|u+ th|"=2(u + th) — Ju|""2u
t

v < (r=1)[h] (Ju| +[B) v, Ve [-1,1]
por lo cual

lu+ th|""2(u + th) — |u|""2u
t

v

J

pero v, h € L™y ([u| + |h])"~2 € L72(RQ), usando el corolario A.1 obtenemos

<(r-1) /Q Bl (jul + |2 o], VE € [~1,1],

(r—1) /Q [l (Jul + A1) 2 [o] < (= D)lh| oy [lul + [l [0lor@), VE€ [F1,1], VEe [=1,1]

asi

(r = DI (Jul + [a))" " Ju] € LY(Q) Vt € [-1,1]

|u + th|""2(u + th) — |u|"%u
t

v| € LY(Q) Vt € [-1,1]
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ademas

o [02) + th(@) 2 (@) + th(x)) — u(z) [~ 2u(z)

0 ¢ v(z) = (r — 1)|u(@)|"2h(z)v(z), Yz €Q

|u(z) + th(z)|"*(u(z) + th(z)) — Ju(@)|"*u(z)
t

v(z)| < (r = D(lu(@)] + [h() ) 2[h(z)||v(z)|
Vt € [—1,1],x € Q. Del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesge se sigue que

Dip(u + th)v — Dy(u)v

D*y(u)(v,h) = lim

t—0 t
u(x )" 2 (u(z z)) — |u|""2u
iy [ QM) b el
- (ul@) + th(@)|" " (u(z) + th(z)) — |u["*u
= /QQ(:B)%E%< . v(x)) dx

= =) [ QW he) i
Ahora bien, u,v € W, () la funcién T : W, (2) — R dada por
Th:=(r— 1)/ Q(z)|u|""2vh
Q

claramente es lineal, ademas como |u|" "2 € Lrlj(Q) y v,h € L"(Q) entonces la desigualdad de Holder junto
con los encajes de Sobolev implica

Th| < (r—1)Ca /Q "ol A
< (r— 1)Coo|ulz7(2m\U|L7-(Q)|h!Lr(Q)
< (r— 1)COO|UVL:(QQ)‘U|L’"(Q)COWZHWOM(Q)

donde Cy > 0. Considerando C' = (r — 1)Coo|u|rLZ(QQ)]v|LT(Q)CO se tiene C' >0y
Th] < ClAllyae o)

es decir, T es continua. Asi Dy es Gateaur diferenciable y
D(w)(e,h) == 1) [ QGa)lul2eh.
Q

Ahora, para probar que ¥ es de clase C? basta probar que D3 : WOLT(Q) — B(WOI’T(Q), W=LT(Q)) es
continua. Consideremos una sucesién convergente u, — u en VVO1 (), notemos que

1D () — D26yt qyp-vriayy = Sup 1 DP(un) (v, h) — D2(u) (0, )|

1Al =1

1,
Wy (@)
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pero

|D*¢(up)(v, h) = D*P(u)(v, h)| =

(r—1) /Q Q) (junl™2 — [u"2)oh
(r—1) /Q Q)| [Junl™ — ful" 2] o]

(r—1)Cno /Q otnl”2 — 2] o] .

IN

IN

Por otra parte, consideremos la funcion A : L"(Q2) — LTTT2(Q) dada por
Au) = [uf"72.
Dado que u,, — uwen L"(12), el teorema A.2 0 A.4 de [43] asegura que A(u,) — A(u) en Lé(Q), es decir,

-2 -2

Como (|un|""2 — |u|"72) € Lﬁ(Q),v,h € L"(Q) y usando desigualdad de Holder junto con encajes de
Sobolev

[D*9(un)(v, h) = D*P(u)(v, h)] < (r—1)Coo [Jun|" ™% — Ju| ™

Lri2 Q) |U|LT(Q)C||h||W01’T(Q)
donde C > 0. Por lo cual
\|D21/1(un) - D21/J(u)HB(W1,T(Q)7W,LT(Q)) — 0

0

es decir, D?1) es continua. Por lo tanto v es de clase C2, lo cual concluye la demostracion. ]

Para el siguiente resultado necesitaremos el siguiente lema.
Lema A.5. Sean Q C RN, N > 2, p € [2,N]. La funcion o : LP(Q) — Lp%l(Q) dada por

JulP~?u
 app?

o(u)
es continua.
Demostracion. Supongamos que o no es continua, entonces existe una sucesion (uy,,) en LP(Q) tal que u,, —»
p—2 p—2
Unp, U U i
uwen LP(Q) y [un P i il

p
n — . : 2
[P no converge a p1 en L»—1. Por tanto, existen g9 > 0 y una subsucesion (v,) de
x|P~ x|P~

(uy) tales que

p—2 p—2
[on]" v — [ul”"u >ep, Vn €N

—1 1| »
|z[P 2P~ | 5t Q)
Como v, — u en LP(Q), la sucesion (v,) contiene una subsucesion (wy,) con las siguientes propiedades

wp(x) — u(x) c.d. en €

A4
|wn+1 — wn‘Lp(Q) < 2% Vn € N. ( )
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Definamos

= |wi(z H‘Z’U)JH wj(z)|,

entonces w, € LP(Q)) y para m > n se tiene

m—1

W () [wjt1(x) — w;(z)].
j=1

Usando la desigualdad de Minkowski (es decir, la desigualdad del triangulo para la norma |-| P (9

m— m— 1
| Wy, — wn‘Ll’ Z wjy1(w |LP Z %5

Esto pueba que (wy,) es de Cauchy en LP(£2), en consecuencia w, — w en LP(Q).
Notemos que

|wn (2)] < wn(2) = wp1 ()| + - + |wa(z) —wi(2)] + [wi(z)] = wn(2) < w()
para todo x € €. Y tomando el limite cuando n — oo
lu(z)] < w(x) c.d.en Q

en consecuencia, se sigue de (A.4) que

2

[ (2)[P~2wn () = [un (2) [P~ >un(z) |77 _ Nwn(@)[P~?wn (2) — Jun (@) [P~ un (2)| P

—0
|z[p=1 |z [P

c.d. en Q, ademas de (A.5) y (A.6)

en (@)~ 2wn(2) = [un @) P 2un(@)| 7T (o)™ + fu(z)P) 7T

[P - | [P
_p
27T (Jwn(2)P + |u(z)P)
- |z [P
2p—1
20 |iD(x) P
- |z [P
entonces »
p—2 _ p—2 P _
/ o)l unl2) _|1un(x)\ un(@) |77 dz < 22;—111/ |\Vw(z)Pdr < oo
Q |z|P HJo
es decir,
p—2 _ p—2 p—1
‘|wn<x>| wn@@ (@) (@) [ g
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Aplicando el teorema de la convergencia dominada obtenemos que

Jwn [P~ — JufP?u

— 0
|z|p—1 P
Lr—1(Q)
es decir,
o(wy) —o(u p — 0
own) =0, ey o
esto contradice nuestra primer suposicién y demuestra que o es continua. O

Usaremos este resultado para probar el siguiente Lema.

Lema A.6. Sean Q C RN, N > 2, p <€ [2,N]. El funcional ¢ : Wol’p(ﬂ) — R dado por

[ @
ew) "p/g 2

p—2
Do)y = / p)|uf"uv
Q |z[P

es de clase C?, ademds

para todo u,v € Wol’p(Q),

Demostracion. Primero probaremos que ¢ es Gateaux diferenciable, para ello consideremos nuevamente el
Lema A.2, u € C(92), Q acotado y procediendo como en el Lema A.4 aplicando el Teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue. Se tiene para u,v € Wol’p(Q).

i £y 1) (et ),
t—0 t t=0p Jo |z/P t
L[ o) (0 Ju(@) 4+ to(@)]? = |uz)]?
- / yg;\p Qﬂ% / )d“’
= |;13|p ) [P~ 2u(x)v(x)de
/ )u(a) PPl
Q [P .

Ahora bien, para u € Wy (Q), la funcién F : W) ?(Q2) — R dada por
p—2
e [ M
Q

Edi

claramente es lineal. Ademaés, para v € Wol’p(Q) se tiene

p—2
ol | [ el
Q |z [P
o [ el
- |z [P
< max|u(z /Mp 1‘0
=) | ’p

uf? 1><|vr>
— — )d
mibx|pu( ‘/ (:c|p1 2l )
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Notemos que |‘ |p_1 € Lt Q) y [ ¢ LP(Q) pues

||

p P 1
/M dm:/Mdm§~/|Vv|pdx<OO
allz| o |zlP i Jo
y
[ufp=1 771 Jul? 1
/ T de = | +—dx =< ~/ |Vul|Pdr < oo.
ollzlP o lzlP HJo

Entonces, usando la desigualdad de Holder

Jufr~!
[P~

lol

P
LT ()

P < (mixleco)
zeN

|| LP(Q)

P VTl T
max |pu(x)] /dx
reo oo™ ot
p=1 1
1 P
< (maxm |>[ /|Vu]pdx} {N/ |Vv|pdac]
xef) HJQ
e 1) Sl el
HRET ) Ty e o 1P TTwg P (@)

donde [z es la constante de Hardy. Considerando C' = (max, g |u(z)]) %HUHI‘;l > (0 obtenemos,

ARA(®)!

[Fo] < Clloll o

lo cual significa que F' es continua, por lo cual

17

FeB(WP(Q),R).

Por lo anterior obtenemos que ¢ es Gateaux diferenciable y

()l 2uv

De(u)v = / —
Q ||

Por otra parte, notemos que Dy : Wol’p(Q) — W-LP(Q) =B (Wol’p(Q),R), ahora probaremos que ¢ es

de clase O, basta probar que Dy es continua. Para ello consideremos una sucesiéon convergente u,, — u en
17
W,P(£2), mostraremos que

Do (un) — De(u)llw-100) — 0.
Notemos que
[Dp(un) — Do(u)llw-100) = sup  [De(un)v — Dp(u)v|,

”’U” 1, P(Q) =1

/M(w)\un\p_%nv _/ p()[ulP v

Q [P [P

maxlu / unl? un — Jul Py v
|z|p~1 =] |
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Notemos que, dado que v € Wol’p(Q) entonces & € LP(Q), en efecto, por la desigualdad de Hardy se tiene

|]
p 1
ﬁ < ~/ ]Vv|p < 00
olzlP — g
|un|p_2un |u|p—2u
lz[p=t 7 fzfpt

_p_
ademads, como u,,u € WOLP(Q) se tiene que € Lr-1(Q), asi

’un’p72un - ‘U‘IFQU
|z [P~

€ Lit1(Q).

Por lo cual, aplicando la desigualdad de Hélder obtenemos

) \un]pfzun — \u|p*2u v
Dg(un)v — Dep(u)s| < <maX|u(:v)|> - o
" e ol L o]
, 1 [un P20, |ulP2u
< max T PV 1, —
< (ol 7o [ ™ = e

Por el lema anterior y dado que Hv||W01,p(Q) =1 se tiene
1
Dp(un)v — Dolu)o] < (mx Iu(w)l> i b lo(un) — olw) s —0
z€Q Lr=1(Q)

Por lo tanto
[ Do (un) — DSO(U)HW*LP(Q) — 0.
Es decir, ¢ es de clase C!. O

Lema A.7. Sean Q C RN, N > 2, p € [2, N]. El funcional x : Wol’p — RY dado por

x(w =3 [ [Vurds
Q

p

es de clase C? y
Dx(u)v = / |Vu|P~2Vu - Voda
Q

para todo v € WyP().

Demostracion. Claramente x estd bien definida gracias a los encajes de Sobolev. De manera anéloga al lema
A4 se obtiene que

x(u+ tv) — x(u) %f9(|Vu+th|p— [VulP) dz

lim = lim
t—0 t t—0 t
1., |Vu+ tVolP — |[VulP
= —lim dx
p t—0 Q t
1 . |Vu+tVo|P — |[VulP
= - lim dzx
P Q t—0 t

= /Vu|p_2Vu-Vvd:L‘.
Q
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Ahora bien, para u € Wy*(Q), la funcién G : W, ?(Q2) — R dada por
Gv = / |Vu|P~2Vu - Vodz
Q
es claramente lineal. Notemos que

Go| < /|Vu|p_2|Vu-Vv|d:v
Q

IN

/ |Vu|P~2|Vu||Voldz
Q
- / VP! |Vo|da.
Q
Como u,v € Wol’p(Q) se tiene |Vu| € LP(Q), ademas |VulP~! € Lﬁ(Q) pues;

_p_
/ ‘|Vu|p_1‘1’—1 dx = / |Vu|Pdz < oo,
Q Q
entonces, usando la desigualdad de Holder se tiene

|Gv|] < Hvu|p_1’L%(Q)||vv||LP(Q)

i wdx}”f { wdx}?’

p—1
wir@ Ve @)

[l

p—1

se obtiene
WyP(Q)

Dado que u es fija y considerando C' = ||ul|
1ol < Clolly oy

es decir, G es continua, por lo cual
GeB (W(}’p(Q),R)

con lo cual se obtiene que x es Gateauz diferenciable y

Dx(u)v :/ |Vu|P~2Vu - Vodz.
Q

Para probar que x es de clase C! mostraremos que Dy : Wol’p(Q) — WLP(Q) := B (Wol’p(Q),R> dada
por

Dx(u)v = / \Vu|P~2Vu - Vodz
Q

es continua.
Sea {u,} una sucesion en W, ?(Q) tal que u, — u en Wy (), probaremos que

[ Dx(un) — DX(U)”W*LP(Q) — 0.

108



Anexos

Notemos que

[Dx(un) — Dx(u)|lw-1p0) = sup  [Dx(un)v — Dx(u)v]
flvll Wi (o) =t
= sup / (IVun P2 Vu, - Vo — [VulP"?>Vu - Vo) dz
flvll Wiy~ Q
= sup / (IVun P2 Vu, — [VulP7?Vu) - Vodz
flvll wi () =1 Q
< /‘ (Vi |P~ 2V, — |VulP~ QVU VU|d:L‘ (A.7)
floll lp(g)
pero
o 9 26un 5 Ou| Ov _9 Oup 5 Ou ov
(Vunl? >V = [VaP=290) - Vo = [ [Vualp 2 92 = [9up=2 22| P |92 S0 a2 2] 2
entonces
N ou ou| Ov
—2 —2 —2O0Un 2
| (\Vun\p Vu, — |[Vul? Vu) V| < ; [\Vun\p o1 [VulP™ o ] oz |
Asi obtenemos
N ou ou | Ov
|Dx(tn) = Dx()lw—rray € sup T2~ gup 2 0t (A5)
ol 1= 1; Oz; Oxi] O

Dado que v € Wol’p(Q) se tiene que - € LP(QQ) paracadai=1,2,...,N.
Ademés \Vun\pfz%?, ]Vu\pﬁa% € Lpfl (Q) para cada i = 1,2,..., N, en efecto, como u, € Wol’p(Q)

p p
0 p—1 (»=2) | O -1
/ |V, [P~2 Un )\ g = |Vun|ppp—1 i
)
< /|Vun| = |V, |?=1 dx
Q
= /\Vun\pdx
Q
< o0,

_p_ .
es decir, |Vun|p_2% € Lr»1(Q) para cada i = 1,2,..., N. De la manera analoga se obtiene |Vu]p_2% €

Lp%l(Q) para cada ¢ = 1,2, ..., N, con lo cual obtenemos

(1venlr 25 - [vup2 0 ) € L7 (@)

i
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para cada i =1,2,...,N.
Usando la desigualdad de Holder en la ecuacion (A.8) obtenemos

N

Ooup, ou ov
[Dx(un) = Dx(u)lw-100) < sup Y |[Vun P2 — [Vl -
@ Ivll 1 o)=L i=1 O 9zi| 15" () 10%i | Lo ()
0
Y ov
Record oy = ) tonces, k fija t o0 <1.P
ecordemos que HU’W(} ) [v| o) + 2. 821 | ooy entonces, para una k fija tenemos |5 o) = or
lo cual
ol ou ou
Dx(up) — D _ < NP2 — P2 . A.
IDx(0n) = DXty < 32 [Pl G0 (V5| (A9)

Por otra parte, consideremos la funcién hy : Q x RN — R dada por
hy (z,y) = Y|P %ye, k=1,2,...,N

donde z € Q C RY, y € RN con y; medible.

Claramente cada hi(x,y) es una funcion de Caratheodory. Definamos el operador de Nemytskij (6 superpo-
sicion) Hy, generado por hi actuando sobre y = y(z) = (y1(x), y2(z), ..., yn(x)) (yx : & — R es una funcion
en LP(Q)), dado por

Hy (y1, 92, -, yn) (@) = h(z,y(z))
= h(xayl(x)va(x)7"'7yN(x>)

para x € €.

Notemos que Hy (y1,y2, .., yn) () € Lﬁ(Q), en efecto pues

p—2 _p_ p(p—=2) 2
/ 2|7 T de = [ y)"F T |yl 7T d
Q Q

p(p—2)
N 2(p—1) Y
< / [Z(.%)?] |77 da
@ Li=1
N
(p=2) -
< [ ni lz\yx;m”] el 71 de
Q i=1

p(p=2) 4 N p(p—2) _p_
= N26-D Z /’yi’ =1 |yp|PTdx
i=1 L/

p(p—2) p—1
)

y dado que ]yklp%l e L1 Q) y |yi| T € L»2(Q), usando la desigualdad de Holder se tiene
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N
p(p—2) p(p—2)
p=2, |5-1 g < NZo-D -1 i ‘ =
k T g p— L p—
/Qlyl Y| ;1 [yil o L P
p(p—2) p(p 2) D
= N2 g |yl b Q) |y1€‘Lp(Q

< OoQ.
De esta manera se tiene ,
Hy, : [LP(Q)Y — L-1(Q).

Ademas hy(z,y) cumple la condicién de crecimiento, es decir,

h(z,y)] = |yl |
|y [P~ 2y

< |ylP2lyl

= |yt

VAN

I
/\
IX >

]
<
S~—
N——
[N

IA IA
L
g Mz
= =3
= =
- T

El teorema A.6 del apéndice A, asegura que el operador Hj, es continuo de LP(2) x LP(Q) x ... x LP(Q)

N —veces
_p_
en Lr—1(Q).
Ahora recordemos que, dado que u, — u en W&’p(Q) se tiene que %1;" — %“i en LP(Q) para cada
i=1,2,...,N lo cual implica que Vu, — Vu en LP(2)". Retomando la ecuacion (A.9)

N

IDx(un) = Dx(w)llw-1r@) < >
=1 L7 (@)

N
0 0 0 ou 0 0
] T1 O0T2 TN r1 O0T2 TN
pero H; es continua para cada ¢ = 1,2,..., N , entonces

ou,, Ou, ouy, du Ou ou
’HZ <8$1 ) 8562 g vooy axN> (.'1:) — Hl (axl, 875527 veuy 8$N> (.’1}')

Ouy, B

Oun_ g ou
axi

Y, |P~?
[Vin| ox;

ulP= o

_Dp_
LP1(Q)

. — 0
LP-1(Q)
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para cada i = 1,2, ..., N, por lo cual
[ Dx(un) — Dx(u)|lw-100) — 0
es decir, Dy es continua, lo cual implica que x es de clase C1.

Ahora mostraremos que Dy es de clase C. Primero calculemos la derivada de Gateauz de Dy : VVO1 Q) —
WLP(Q). Sean u,v,h € W P(€).

li 22Xt th)o = Dx(uv -y 1 ( / [V (u+ th)[P2V (u + th) - Voda — / Va2 Vu wdx)
t—0 t t—0 ¢ Q Q
p—2 — p—2
_ h’m/ |V (u+th)|P~*V(u+th) — |VulP~*Vu Vede.
t—0 Q t
Del Lema A.3 se tiene
‘ |Vu(z) + tVh(z) P2 (Vu(z) + tVh(z)) — |[Vu(z) P72 Vu(x) V()
t

< (p = DIVh(@)| (|Vul(@)| + | VA@) )" [Vo(z)],

Vr € Q,t € [-1,1], ademés

/Q Vh(@)| (|Vul(@)| + [Vh(z)])P? [Vo(z)|dz < oo

1

Vo € Q,t € [-1,1], pues, dado que u,v,h € W P(Q1), usando el Corolario A.1 se tiene

/Q VAl (IVul + VA" [Voldz - < |[Vhl|zoq) [(Vul + [VAN2| o) IVollzo)

2o
(@)

= hllgroey [1Vul + I9R22 ol
< Q.

De esta manera se puede aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue. Por lo cual

lim Dx(u+ th)v — Dx(u)v
t—0 t

B / [ [Vt VA2 (Vu 4 tVh) — [Vul’~2Vu
o QO t—0 t

- Vodzx

_ / [1m(p — 2)|Vu + 1VHP~ [(Vu + £Vh) - ] (Vu -+ 1) + [Vu+ 0V 2VA] - Voda
[¢) —
_ / [(p— 2)|ValP* [Vuu- VA] Vu + [ValP>Vh] - Vodz
Q
Ahora bien, dados u,v € Wy () la funcion
F WP () — R
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dada por
Fh = / [(p = 2)|VulP™* [Vu - VR] Vu + [Vu[P~2Vh] - Vudz
Q

claramente es lineal y dado que

Fh < /\(p—g)vu|p—4[w-vmw+|vu|p—2w||vU|dx
Q

IN

/ ((p = 2)|VulP~4|Vu||Vh||Vu| + |VulP~?|Vh]) |Vo|da
Q
— /Q((p—z)\vuyp2\Vh|+|Vuyp2\Vh|) |Vo|d

_ /(p— )| VulP2|Vh|[Vo|dz
Q
—2
o= iww rﬁ(m\|Vh|\m<m||w|rm>
( _

se tiene que F es continua. Por lo tanto Dy es Gateaus diferenciable y
D*x(u)(v,h) = / ((p — 2)|VulP~* [Vu - V] Vu + |VuP">Vh) - Voda.
Q

Finalmente, para probar que x es de clase C? solo hace falta probar que
D2 Wi P(9) — B (W (), W7())
es continua lo cual se hace de manera analoga a como se probdé que la primer derivada es continua. ]

Finalmente, podemos dar la demostracion de la proposicion A.3

Demostracion. Consideremos el funcional

Bpopa) = 5 [ (1907 = a2 — faul? ) o [ wofu”as

Podemos dividir el funcional como la suma de los siguientes funcionales

1 p
O1(u) = 5/§1|Vu| dx.
RN
0t = = [ ey
O3(u) = /f YulPdx.
Ou(u) — E/ﬂk(x)|u|p da.
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donde 0; : Wol’p — RY para i = 1,2,3,4. El lema A.7 prueba que el funcional 6; es de clase C?, el lema A.6 prueba
que el funcional 0 es de clase C?, el lema A.4 considerando Q(x) = f(z) y 7 = p prueba que el funcional 65 es de
clase C?, finalmente el lema A.4 considerando Q(x) = k(z) y 7 = p* prueba que el funcional 6, es de clase C?. Ademas
estos lemas tienen como consecuencia que

p—2
DE, ;r(u)v = / <|Vu|p_2Vu -V — u(m)|uuv>
Q |[P

—/Qf(ac)|u|p_2uv—/Qk(x)|u|p*_2uv

para todo v € W, ?(Q). O
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