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El objetivo de esta investigacion, es la implementacion eficiente del método de

avance cuantico (ACUA), en un modelo orientado al transporte de frentes de contaminantes.

Primeramente se reconceptualiza el ACUA como un método de tipo cuantico, y luego
se realiza un andlisis probabilistico para demostrar que en problemas tridimensionales, se
requiere que la secuencia de vectores para el muestreo sea equidistribuida. Para generar los
vectores, se propone un procedimiento de replicacion simétrica. Segtn el analisis estadistico y
los experimentos numéricos realizados, las secuencias unidimensionales y bidimensionales asi
generadas, son mejores que las previamente reconocidas como Optimas. Asimismo, se

propone una secuencia tridimensional con buenas cualidades estadisticas.

En esta tesis se replantea el ACUA como un método en diferencias finitas, y se
propone un esquema tridimensional sin separacion dimensional de operadores. Al realizar un
analisis numérico del esquema propuesto, se muestra que el esquema es consistente, estable y
convergente. Asimismo, se deduce la estructura de la difusion numérica, y se confirma que el

esquema no introduce oscilaciones ni amortigua la solucion.

Dado que el ACUA tiene validez al interior de una celda computacional, se propone
un modelo (RASTREO ACUA) que integra globalmente las soluciones locales. El modelo se
evalu6 mediante experimentos numéricos, tomando como referencia el esquema veleta
(upwind) de primer orden. En ese sentido, se muestra que el RASTREO ACUA es mas
preciso que el esquema veleta, destacando su capacidad para conservar el 100 % de la masa, y

su elevada correlacion con la solucion tedrica, la cual es cercana a 1.

Finalmente, se concluye que el RASTREO ACUA es capaz de simular
satisfactoriamente el transporte de frentes. Otra conclusion, derivada de su clasificacién como
un esquema tipo veleta, es que el ACUA puede aprovechar las mejoras que han beneficiado a

los esquemas veleta, ampliando asi sus perspectivas de desarrollo.
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The objective of this investigation, is the efficient implementation of the Random

Choice Method (RCM), in a model oriented toward transporting fronts of contaminants.

In a first stage, the RCM is reconceptualized as a quantic type method, and then, a
probabilistic analysis is performed in order to show that in three-dimensional problems,
equidistribution of sequences of sampling vectors is required. In order to generate the vectors,
a symmetric replying procedure is proposed. According to the statistical analysis and to the
numerical experiments carried out, one-dimensional and two-dimensional sequences generated
this way, are better than those previously recognized as optimal. Likewise, a three-

dimensional sequence with good statistical qualities is proposed.

In this thesis, the RCM is restated as a finite differences method, and a three-
dimensional scheme without dimensional operator splitting is proposed. After performing a
numerical analysis of the proposed scheme, it is shown that the scheme is consistent, stable
and convergent. Also, the structure of numerical diffusion is deduced, and it is confirmed that

the scheme does not introduce oscillations, nor does it dampen dampen the solution.

Since the RCM is valid inside a computational cell, a model (TRACKED RCM)
which globally integrates the local solutions is proposed. The model was assessed through
numerical experiments, taking the first order upwind scheme as a reference. In this sense, it is
shown that the TRACKED RCM is more accurate than the upwind scheme, detaching its
capacity to conserve 100 % of mass, and its high correlation with the theoretical solution,

which converges toward 1.

Finally, it is concluded that the TRACKED RCM has the capacity to satisfactorily
simulate transport of fronts. Another conclusion, derived from its classification as an upwind
biased scheme, indicates that the RCM can make use of improvements that have benefited

upwind schemes, this way widening its development perspectives.
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NOTACION

Variables

b= cantidad de digitos de (n), .

C = solucion numérica obtenida por el RASTREQ ACUA.

C = solucién numérica obtenida por el ACUA.

C = solucién numérica de los problemas de Riemann.

C, = I-ésimo modo de Fourier de la solucion.
¢ = valor tedrico de la concentracion del contaminante.

D = coeficiente de difusion.

d = dimensionalidad del problema fisico.

I = tasa de flujo entre celdas.

J = namero de grados de libertad.

G = término difusivo del factor de amplificacion.

g = vector de parametros de la secuencia de Van der Corput.
i = unidad de los nimeros imaginarios.

i, j, k = vectores unitarios a lo largo de los ejes x, y, z; respectivamente.

/ . o, % d
k = nimero de subregiones en que se divide el espacio muestral AR

N = numero total de nodos en el dominio computacional.
Nr = numero total vectores o de pasos de tiempo.
n = numero de paso de tiempo particular.
nm = cantidad de vectores que caen en la /-ésima subregion del espacio
muestral.

(n) = namero n expresado en base 7, .

O(") = notacién O grande para indicar orden de magnitud.

Pe = nimero de Peclet.

p = probabilidad de avance de la solucion.



[1]

o

N

N\
viii
probabilidad de que un vector particular caiga dentro de la /-ésima
subregion.
velocidad total del flujo.
velocidad cuantica total del flujo.
conjunto de los nimeros reales.
direccion en el espacio.
tiempo.
componentes de la velocidad del flujo en las direcciones x, y, z;
respectivamente.
componentes de la velocidad cuantica en las direcciones x, y, z;

respectivamente.
avances de las interfaces de C a lo largo de las direcciones x, y, z
respectivamente.

chi cuadrada calculada con (-) grados de libertad.

coordenadas del centroide del dominio computacional.
nivel de significancia.

numero de avance.

separacion temporal de la malla computacional.
separaciones espaciales de la malla computacional.
error residual.

error residual absoluto.
vector seudo aleatorio.
fase del /-ésimo modo numérico.

relacion de malla.
desfasamiento entre la solucion calculada y la solucién exacta.
factor de conservacion de masa.

vector equidistribuido que rige el avance de las ondas.

factor de amplificacion de la I-ésima componente de la serie de Fourier.
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p = coeficiente de correlacion.

G, O,,, 0, = nimeros de onda de la /-ésima componente de la serie de Fourier.
T = desplazamientos locales de la nube de isoconcentracion.
v = niumero de Courant.
x® = funcién de densidad chi cuadrada.
R = cociente de sucesivas divisiones de (n) entre r, .
I = digito de (n)rx.
Y = error normalizado en la concentracion pico.
Subindices
i, J, k = indices enteros asociados respectivamente con las coordenadas X,z
de los nodos de la malla computacional.
X, y,z = componentes a lo largo de las direcciones x, y, z; respectivamente.
Superindices
n = paso de tiempo particular.
Abreviaturas

1D, 2D, 3D
ACUA

Il

unidimensional, bidimensional, tridimensional; respectivamente.

Il

método de avance cuantico (traduccién al espaiiol de RCM).
CFL = Courant - Friedrichs — Lewy.
EAD = ecuacion de adveccion — difusion.
EDP = ecuacion(es) diferencial(es) parcial(es).
FD = funcion de densidad de probabilidad.
MDF = método en diferencias finitas.

MEF = método en elementos finitos.



MOE =
MOT =
RASTREO ACUA=
RCM =

Simbolos

Cov{}=
E{)=
esc(:) =

max ()

Il

MOD(-,-)

sgn () =

Var {} =

X
|

derivadas de orden superior en el espacio.
derivadas de orden superior en el tiempo.
rastreo de ondas con avance cuantico.

método de avance cuantico.

operador covariancia.

operador esperanza matematica.

funcion escalon.

mayor valor del argumento () en el .dominio de las variables

indicadas al pie de la expresion.

funcion que regresa el residuo de la division entera del primer

argumento entre el segundo.

funcion signo.

operador variancia.

union tipografica de los identificadores de los nodos en la malla
espacio — tiempo.

secuencia de vectores.

intervalo espacial cerrado.

especificacion de parametros en la secuencia de Van der Corput.

= operador de producto cartesiano.

indicador de que la variable (-) es uniforme dentro de un intervalo.

media de la variable (-).



CAPITULO 1

INTRODUCCION



1.1. Importancia de la presente investigacion

Entre las tareas que se deben afrontar para el manejo y proteccién de la calidad de los
recursos hidraulicos se pueden mencionar: (a) evaluacién del impacto ambiental ocasionado
por patrones histéricos de disposicion de contaminantes; () estudio de las consecuencias a
corto plazo de un vertido catastréfico de contaminantes; (c) desarrollo de soluciones para la
remediacion a la degradacion de la calidad del agua. Para realizar estas tareas, es necesario

conocer la forma en que los contaminantes son transportados por las corrientes de agua.

En ausencia de inyecciones y / o extracciones, el transporte de contaminantes pasivos
(4. e. que no experimentan reacciones) en cuerpos de agua superficiales puede representarse

mediante

(1.1)0§~C~+u9~c~+vﬁ+w—a—c—:—a— ngf +i D ge +_6_ ngc_ ,
ot 9x dy 0z Ox ox) oy\ ’oy) oz 0z

que se conoce como ecuacion de adveccion - difusion (EAD), y en la cual:
c es la concentracion del contaminante en estudio.
t es el tiempo.
u, v, w son las componentes de la velocidad sobre los ejes coordenados x, Y Z;

respectivamente.

Dy, Dy, D: son coeficientes de dispersion sobre los ejes x, y, z; respectivamente.

La ecuacion (1.1) se encuentra sujeta a las condiciones iniciales
(1.2)¢ ¢(x, y, 2,0), x,y,z € R;

y forzada por las condiciones de frontera



(L3)e c(x, ¥, z, t), X, Y,z € alasuperficie de frontera.

La busqueda de una técnica eficiente para resolver numéricamente la EAD €s un area
de investigacién muy activa. El gran interés por la solucion numérica de esta ecuacion,
obedece a que muchos problemas en ciencia e ingenieria involucran el modelo matematico de
la EAD. Pero la aplicacion que motiva la presente investigacion, es la simulacion del

transporte de frentes de contaminantes en cuerpos de agua superficiales.

Baptista [1987] resume la principal dificultad en la solucién numérica de la EAD
como consecuencia del hecho de que, mientras la adveccion y la difusién son procesos
simultaneos, éstos desarrollan el transporte de masa muy diferentemente. En el caso de la
adveccion el transporte de masa tiene lugar en la direccion del flujo, mientras que el transporte
difusivo se da en la direccién contraria al gradiente. Este comportamiento fisico contrastante
se traduce en propiedades matematicas diferentes, las cuales se pueden identificar

caracterizando la EAD por los ntimeros adimensionales de Peclet

(1.4)¢ Pex:mx— s peyzlvfﬂ : Pezzlwaz,
D, D, D,

donde Ax, Ay y Az son las separaciones de la malla computacional en las direcciones x, y y z;
respectivamente. Cuando Pe es pequeiio, la difusion domina, y la EAD es de tipo parabélico,
mientras que cuando Pe es grande, la adveccién domina, y el tipo de la ecuacién cambia a
hiperbdlico [Neuman, 1981]. A su vez, las diferentes propiedades matematicas se reflejan en
distinto tratamiento numérico. Si el flujo es altamente difusivo, la distribucion de la
concentracion tiende a ser suave. Por esta razon, la componente difusiva de la EAD es
apropiada para resolverse con cualquier técnica numérica tradicional, especialmente por medio
de diferencias centrales [Glass y Rody, 1982]. En cambio, cuando el proceso advectivo
domina y, sobre todo, cuando el contaminante de interés presenta un frente (gradiente
pronunciado en su concentracion), la mayoria de los procedimientos numéricos arrojan

resultados plagados de errores numéricos como dispersion y / o difusion.



Una complicacién que puede surgir durante la simulacion numérica del transporte en
condiciones de flujo altamente advectivo, es que sin importar que tan suaves sean las
condiciones iniciales, su solucién puede desarrollar discontinuidades que no satisfacen la EAD

debido a que la derivada no esta definida en las discontinuidades.

Como consecuencia de las mencionadas complicaciones matematicas y numéricas, la
simulacion del transporte de frentes en campos de flujo dominados por la adveccién es uno de
los problemas mas desafiantes en la dinamica de fluidos computacional. La presente tesis
muestra el desarrollo de un algoritmo numérico para simular el transporte de discontinuidades
(representacion numérica de los frentes) en procesos dominados por la advecciéon. En
particular, el modelo se concibe como una técnica aplicable a la simulacion del transporte de -

frentes de contaminantes en cuerpos de agua superficiales.

1.2.  Revision de métodos numéricos para la solucién de la EAD

Los métodos deterministas resuelven la EAD transformandola en un sistema de
ecuaciones algebraicas. Usualmente, esta transformacién se efectia usando el método de
diferencias finitas (MDF), o bien el método de elementos finitos (MEF). La mayoria de los
esquemas numéricos desarrollados en las ultimas cuatro décadas mediante estas técnicas,

pueden clasificarse en tres categorias: eulerianos, lagrangianos y euleriano - lagrangianos.

Los métodos eulerianos de diferencias finitas resuelven la EAD en los nodos de una
malla computacional fija, y se han usado desde las postrimerias de los 1950s. Inicialmente se
usaban esquemas centrados para aproximar tanto los términos de adveccién como los de
difusion, obteniéndose buenos resultados en la descripcion de procesos predominantemente
difusivos, aunque en problemas dominados por la adveccion se observo la aparicién de
dispersion numérica (oscilaciones). La literatura reporta que para evitar las oscilaciones de
origen numérico, se disefié el esquema veleta (upwind) de primer orden [Forsythe y Wasow,

1960; Lilly, 1965], el cual determina el sentido de la diferenciacion espacial de acuerdo al
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sentido del flujo. Esta adaptabilidad, es apropiada para el disefio de esquemas orientados al
transporte de frentes [Van Leer, 19774]. Sin embargo, el esquema veleta de primer orden
introduce difusion numérica que disipa la solucion. Un desarrollo natural para eliminar la
disipacion de este esquema numérico, fue el disefio de esquemas veleta de segundo orden.
Esta mejora redujo la disipacion pero introdujo dispersion en la vecindad del frente. En virtud
de la gran aceptacion de esta estrategia de reducir los errores numéricos mediante un
incremento del orden de las aproximaciones, se ha extendido el uso de esquemas veleta de
orden superior [Li, 1997]. Entre las alternativas de alto orden, destaca el esquema
esencialmente no oscilatorio (ENO), desarrollado por Harten et al. [1987], el cual resuelve
leyes de conservacion no lineales con soluciones discontinuas., Para lograr una precision de
alto orden en regiones en que la solucidn tiene una pendiente pronunciada, el ENO hace
interpolaciones sobre esquemas numéricos (stencils) localmente adaptables. Otra opcion que
se ha empleado para mejorar la precision, es el refinamiento de malla y la reduccion del paso
de tiempo, pero estas medidas al igual que los esquemas de alto orden, incrementan el

esfuerzo computacional [Healy y Russell, 1993].

En lo referente a los métodos eulerianos en elementos finitos, se presenta el mismo
problema. En los albores de los 1970s, el esquema Galerkin se usé para resolver la EAD
usando la misma funcién para interpolacién y para ponderacion.  Pero este enfoque es
equivalente al uso de diferencias centrales en un método de diferencias finitas, y por
consiguiente estd plagado de dispersion cuando la adveccion es importante [Holly y Useglio,
1984]. Para considerar la direccion del flujo, Christie et al. [1976] introdujeron una versién
veleta del método del elemento finito (esquema Petrov-Galerkin), el cual evita exitosamente la
dispersién. En este método, la funcién de ponderacién (weighting function) incrementa el
peso relativo de la informacion de aguas arriba (upstream). Sin embargo, Baptista [1987]
comenta las siguientes limitaciones de este esquema: a) introduccién de difusion numérica
(estrecha similitud con el esquema veleta en diferencias finitas); ) mayor esfuerzo
computacional requerido para generar las funciones de ponderacion,; ¢) dificultad en el manejo
de elementos que no son cuadrilaterales. Por otra parte, existe incertidumbre en la eleccién de
la funcion de ponderacion (weight function), ya que tiene que ser definida arbitrariamente por
el analista [Celia ez al., 1989].



Por otro lado, los métodos lagrangianos tratan el transporte de masa mediante
particulas que se mueven a lo largo de las lineas caracteristicas. Esto se logra resolviendo la

ecuacion

Aol n 0l 0 @0}, B/, do)
Dt ox ox) oy\ "oy) oz 0z

que es la forma lagrangiana de la EAD [Leith, 1965].

En el enfoque lagrangiano, la ‘dispersién numérica desaparece como consecuencia de
la ausencia de términos advectivos en la ecuacion (1.5). Esta simplificacion le confiere
efectividad en el manejo de problemas de transporte dominados por la adveccion. Sin
embargo, los métodos lagrangianos, involucran la deformacién continua de coordenadas, o
mallas siguiendo globalmente el movimiento del fluido. Esto implica que para simulaciones
prolongadas, habra una deformaciéon excesiva de la malla, lo cual puede complicar
enormemente la simulacion [Neuman, 1981]. Segin Healy y Russell [1993], los métodos
lagrangianos también tienen las siguientes limitaciones: (a) Imposibilidad para tratar
rigurosamente los flujos en la frontera cuando las caracteristicas las interceptan, lo cual se
refleja en su inhabilidad para asegurar la conservacion de masa, () La introduccion de
dispersion numérica para algunos métodos, debido a interpolaciones o integraciones de

pequefio orden.

Existe ahora una marcada tendencia a combinar la simplicidad del uso de mallas fijas
con el poder de calculo del enfoque lagrangiano. Esto se logra aplicando algin método
lagrangiano para resolver la parte advectiva de la EAD, y usando algin método euleriano para
abordar la componente difusiva de la ecuacién de advecciéon difusién. Un tipico método
euleriano - lagrangiano es el método de caracteristicas (MOC) desarrollado originalmente por
Garder e al. [1964]. Este método se implementa resolviendo el término de adveccion

mediante el sembrado de un conjunto de particulas méviles que son rastreadas. Para simular
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el transporte de masa, a cada una de estas particulas se le asigna una concentracion y un
volumen fijo. © A pesar de que el MOC es virtualmente libre de dispersion numérica, no es
capaz de conservar la masa, y requiere una gran cantidad de recursos computacionales, lo cual
se vuelve mas severo en simulaciones tridimensionales, haciendo al método impréctico para
muchas aplicaciones de campo [Zheng, 1993]. Una alternativa que requiere menos memoria
de computadora y que generalmente es mas eficiente, es el método modificado de
caracteristicas (MMOC) presentado por Douglas y Rusell [1982], el cual rastrea directamente
los nodos de una malla fija, eliminando la necesidad de rastrear una gran cantidad de
particulas moéviles. El MMOC tiene la desventaja de que introduce dispersion numérica en
presencia de gradientes pronunciados de concentracién, y no es capaz de conservar la masa del
contaminante. ~ Por su parte, Mao [1995] present6 una técnica de rastreo de las
discontinuidades en problemas unidimensionales. El rasgo distintivo de su técnica, es que
para el rastreo usa las leyes de conservacion en vez de la condicién de salto de Rankine -
Hugoniot. Es decir, retoma las ideas de los métodos de captura de discontinuidades para
realizar el rastreo de las mismas. A su vez, LeVeque y Shyue [1996] presentaron un método
totalmente conservativo de alta resolucién para el rastreo de frentes en sistemas no lineales de
leyes de conservacion en dos dimensiones espaciales. Este método mueve las
discontinuidades resolviendo problemas de Riemann normales a cada segmento del frente, y
aplicando luego un método de volumen finito para actualizar los valores de la solucién en las

celdas.

Como consecuencia de que la solucién de los términos difusivos de la EAD no
representa dificultades numéricas, el principal interés de los modeladores numéricos se ha
orientado a la solucion de los términos advectivos (ecuacion de adveccion), por lo que se han
desarrollado una gran cantidad de esquemas para resolver esta componente del transporte.
Pero como sefiala Rood [1987], muchos de ellos son reformulaciones de esquemas
previamente existentes. Con el fin de mostrar las ideas generales que se han manejado para
resolver la ecuacion de adveccion, la siguiente revision bibliografica reporta métodos
representativos que reflejan el desarrollo de los métodos numéricos que abordan el transporte

de frentes.



La monotonicidad de un esquema en diferencias finitas implica que no genera nuevos
maximos y / o minimos [Godunov, 1959]. El cumplimiento de esta propiedad garantiza que si
las condiciones iniciales son definidas positivas (como es el caso de las concentraciones de
contaminante), entonces la solucion calculada sera también positiva. El reconocimiento de
esta propiedad, permitié el desarrollo de esquemas carentes de oscilaciones artificiales. Asi,
Godunov [1959] publico un método en el cual el valor inicial de ¢ en cada celda
computacional se considera uniforme. En este método, los estados uniformes se obtienen al
promediar la masa en la celda, y las discontinuidades resultantes son avanzadas en el tiempo

mediante la solucion de problemas de Riemann.

Aprovechando que se conoce de antemano la difusion espuria de un determinado
esquema numérico, se desarrollaron métodos que introducen “antidifusion” artificial para
reducir la disipacion de la solucion. Asi, Boris y Book [1973] desarrollaron el método
llamado transporte de flujo corregido (FCT), el cual es una nueva version del esquema veleta.
En este método, la positividad se asegura corrigiendo un flujo de primer orden por medio de la
adicion de una cantidad limitada de una correccion de segundo orden. Desafortunadamente, la
aplicacién de este método requiere un excesivo tiempo de cémputo, especialmente en

problemas multidimensionales [Smolarkiewicz, 1983].

Representando la distribucion de las variables en una celda mediante segmentos
lineales por tramos, y permitiendo discontinuidades entre los segmentos, Van Leer [1974,
1977b, 1979] desarrollo en una dimension el esquema monétono en diferencias veleta -
centradas hacia atras para leyes de conservacion (MUSCL), el cual aplica difusion artificial y

generaliza el método de Godunov a un segundo orden.

Harten [19835] actualizd el FCT en una version que introdujo el concepto de
variacion total decreciente (total variation diminishing), el cual reemplaza los requisitos de
preservacion de monotonicidad presentes en el FCT. Holly y Usseglio [1984] encontraron que
cuando se aplica el esquema FCT a problemas bidimensionales se eliminan la dispersion, pero

al hacer esto, se introduce difusion numérica.



Smolarkiewicz [1983, 1984] desarroll6 el algoritmo multidimensional de transporte
advectivo definido positivo (MPDATA), el cual aplica iterativamente el esquema veleta de
primer orden a las ecuaciones modificadas determinadas por el error de truncamiento de la

iteracion previa.

En tanto que Colella y Woodward [1984] presentaron el método parabdlico por partes
(PPM) unidimensional. En este método, simplificaron y extendieron el método MUSCL a

funciones cuadraticas por tramos, incrementando la precision espacial a un tercer orden.

El método de Godunov es idéneo para el transporte de frentes porque involucra
problemas de Riemann. Su principal inconveniente es que el proceso de promediacion
ocasiona disipacion [Harten, 1983a]. Con el fin de evitar esta desventaja, Glimm [1965]
retomd los conceptos de Godunov, e introdujo un método unidimensional que reemplaza la
promediacion por un muestreo aleatorio. Para resolver numéricamente el método de Glimm,
Chorin [1976, 1977] implementé el RCM (Random Choice Method), el cual, a diferencia del
método de Godunov, preserva la integridad cada onda individualmente tratada, aunque su

posicion oscila en torno a los valores correctos.

No obstante sus bondades, los métodos mencionados en esta revision bibliografica
tienen una o mas de las siguientes desventajas: difusion numérica, dispersion numérica,
incapacidad para conservar la masa, excesivo esfuerzo computacional y/o desarrollo limitado a
problemas 1D o 2D. Sin embargo, de entre los métodos abordados, destaca el RCM por
conservar la resolucion de las discontinuidades. Esta cualidad es deseable para la simulacién
del transporte de frentes, por lo que con el fin de identificar mejor el potencial del RCM, en la

seccion 1.3 se documenta més detalladamente el desarrollo de este método.
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1.3. Evolucion del RCM

La justificacion tedrica del RCM fue presentada por Glimm [1965], quien probé la
existencia de soluciones débiles (weak) de sistemas de leyes de conservacion estrictamente
hiperbolicos en una dimension espacial. ~ Asimismo, Glimm [1965] demostré que las
soluciones de las ecuaciones son limites de aproximaciones en diferencias que involucran una
eleccion aleatoria.  Este planteamiento dio origen a una linea de investigacion que se

desarroll6 paralelamente a las técnicas mencionadas en la seccién 1.2.

Para realizar la eleccion “aleatoria”, Lax [1969] propuso el uso de la secuencia de

Richtmyer - Ostrowski, definida por §x|n =MOD (n Jr, 1), donde r es un entero que no es el

cuadrado de otro entero, n es el paso de tiempo particular y, MOD (,) denota la funcién que

da como resultado el residuo de la division entera del primer parametro entre el segundo.

Al analizar la teoria del método de Glimm, Smoller [1969] probo¢ la existencia de una
solucion débil (weak), toda vez que ésta es uniforme excepto por un sencillo salto arbitrario (el
problema de Riemann). Las soluciones débiles no estan determinadas Ginicamente por sus
condiciones iniciales. Se requiere un criterio de admisibilidad para seleccionar la solucion
fisica. En ese sentido, Lax [1971] mostr6 que la solucién satisface las desigualdades de
entropia siempre que la ecuacion admita una ley de conservacion adicional. Kuznecov y
Tupciev [1975] mostraron que el teorema del método de Glimm permanece valido sin la

suposicion de estricta no linealidad del sistema.

El algoritmo numérico del método de Glimm, fue propuesto por Chorin [1976, 1977],
quien implementé el RCM como una técnica de captura de choques (shock capturing). Asi,
propuso un procedimiento para introducir las condiciones de frontera y, sugiri6 extender la
aplicabilidad del RCM a situaciones multidimensionales mediante el uso de separacién

dimensional (dimensional splitting) de operadores.
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Una tarea crucial en el RCM es la generacion de una secuencia de nimeros
“aleatorios” para usarse en la etapa de muestreo. En el contexto del RCM, histéricamente se
han utilizado funciones matematicas, las cuales producen secuencias idénticas cada vez que se
repite una simulacién. Por tal motivo, esas secuencias son deterministas [Bendat y Piersol,
1971]. Sin embargo, retomando los conceptos de Yakowitz [1977] y Niederreiter [1992], a las
secuencias con apariencia de independencia y uniformidad que se obtienen mediante

algoritmos deterministas, en esta tesis se les considerara como seudo aleatorias.

En las primeras implementaciones del RCM, la operacion de muestreo se realizaba
generando un nimero seudo aleatorio para cada nodo en cada paso de tiempo. De esta
manera, existia la probabilidad de que un determinado estado de ¢ en el tiempo »n, se propagara

hacia ambos lados generando un estado espurio de ¢ en el tiempo n+1. Para remediar esa
deficiencia, [Chorin, 1976] introdujo la idea de tomar un solo namero seudo aleatorio (Eu)
por paso de tiempo, lo cual mejor6 la precision y la eficiencia computacional del método.
Para reducir la varianza de la secuencia seudo aleatoria, Chorin [1976] propuso un muestreo

estratificado. Segun esta estrategia, el espacio muestral se divide en m, subintervalos, y luego

ny+

§x[l se extrae del primer subintervalo, éxlz del segundo subintervalo, ---, &, ' del primer

subintervalo, éx["wz del segundo subintervalo, ---. En vez de tomar los subintervalos en la

., % o 1 2 3 .
sucesion natural, el ordenamiento de los intervalos (g ,gl ,gl ,~--), es determinado

n+l

mediante la formula g

:MOD(m, + gl",mz), donde: m,, m, son nimeros no divisibles

, 1 s 1
entre si, tales que m, <m,; y g[ es un entero seleccionado de tal forma que g] <m,.

Con este procedimiento, cada m, pasos de tiempo se muestrean todos los
subintervalos. En su trabajo, Chorin [1976] menciona que /m, no debe ser muy grande porque
se introduciria un error sistematico en los calculos. En sus experimentos numeéricos, este autor

adoptdé m =3 y m,=7. La secuencia {{‘,x} propuesta por Chorin [1976] se obtiene a partir
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de una secuencia de nameros seudo aleatorios {w}, equidistribuidos sobre el intervalo

" _ (gln +y +%) 1

[-%; 4] y modificada por la ecuacion &, i donde n=1,2,3,---.

m,

En los articulos de Chorin [1976, 1977] no se especifica cuél fue el generador de
nimeros que se utilizo6 para obtener {\;/}, inclusive no se especifica cual valor de g'l se

utilizd.

Para incorporar lo mas pronto posible las condiciones de frontera, Chorin [1977]

n
)&1

(siendo 7 un numero non) un valor de &_ caiga atras y el otro caiga adelante del centro del

n+l

propuso adaptar la estrategia de muestreo estratificado para que en cada pareja &,

espacio muestral unitario.

Sod [1977] aplicé el RCM en geometrias no rectangulares al resolver la ecuacion de
dinamica de gases para flujo simétrico cilindrico o esférico. Para resolver el problema de
Riemann con términos no homogéneos, Sod [1977] implement6 una técnica de separacion de
operadores consistente en un procedimiento de dos pasos. En el primer paso removié el
término no homogéneo, resultando un sistema en forma conservativa que se resuelve mediante
el RCM. En el segundo paso, usando como condiciones iniciales la solucién obtenida en el

primer paso, resolvi6 deterministamente un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El RCM parece tener rasgos estocasticos, pues aparentemente depende de una
secuencia aleatoria. Sin embargo, Liu [1977] probo que la demostracion de Glimm realmente
no depende de una secuencia aleatoria, y que converge para cualquier secuencia
equidistribuida (no necesariamente aleatoria). Estos resultados de Liu, le confieren al RCM

un caracter determinista.
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Otra contribucién de Chorin [1978] fue la extension del RCM para su aplicacion a

situaciones en que las fronteras del dominio computacional cambian con el tiempo.

Al profundizar sus investigaciones, Sod [1979] concluyé que en vez de resolver
deterministamente un sistema de ecuaciones diferenciales, el segundo paso de la técnica de
separacion de operadores que habia propuesto en 1977, debia resolverse con “aleatoriedad”

para obtener una solucién en fase con la obtenida en el primer paso.

Respecto a la precision con que se resuelven los problemas de Riemann, Liu [1979]

sugiri6 que no-hay necesidad de resolver exactamente las discontinuidades.

Para corregir un error en la posicion de las discontinuidades debido al muestreo en el
RCM, Glimm y Marchesin [1979] introdujeron el concepto de rastreo, insertando un punto de
malla en la posicion calculada de cada discontinuidad a ser rastreada. El rastreo de las ondas

se simplifico sustancialmente después de que Glimm et al. [1980] eliminaron del RCM la

etapa en que la malla computacional se desplazaba una distancia A% en cada paso de tiempo.

Al hacer un analisis comparativo de los errores en la posicion de las ondas, obtenidos

al aplicar al RCM los generadores £ _|" = MOD (n V2, 1) y Van der Corput (2,1), Glimm et

al. [1980] no identificaron que alguno de ellos fuera mas preciso que el otro para todas las

velocidades analizadas. Un afio més tarde, Glimm et al. [19815] introdujeron la secuencia

equidistribuida &_

" =MOD ((n + k)2, 1) , donde & es una constante. Al aplicar el RCM al

calculo del avance de la interfase agua - petréleo en un medio poroso, Glimm ef al. [19815]
simularon la heterogeneidad del medio, aplicando el generador de nimeros con un distinto

valor de k en cada columna (i constante) de la malla computacional. Es decir, supusieron

k=k(i).
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Por su parte, Marshall y Menéndez, [19815] extendieron el RCM para incluir formas
no conservativas de las ecuaciones de aguas someras, i.e., sistemas no homogéneos tales como
los que resultan de la consideracion de efectos de friccion o aquellos que surgen en flujos
radiales. Para ello, aproximaron localmente la solucion resolviendo problemas de Riemann
para el sistema no homogéneo, integrando las curvas caracteristicas, y a continuacion

muestreando esa solucion.

No obstante las bondades del RCM en problemas 1D, en la solucion practica de
problemas multidimensionales, Osher y Salomén [1982] encontraron que si un operador
multidimensional es separado en una secuencia de operadores 1D, surgen problemas para
manejar el avance oblicuo de una discontinuidad mediante el RCM. En sus investigaciones,
Glimm et al. [19815] también notaron que en flujo bidimensional el RCM tiende a degradar la

solucion de frentes que se propagan oblicuamente a la malla computacional.

En relacion al problema de Riemann, Glimm et al. [1981a] advirtieron que el RCM
no réquiere una solucidn exacta de este problema, porque de todas formas en el proceso de
muestreo se pierde informacion. A su vez, Harten y Lax [1981] propusieron reemplazar la
solucion exacta del problema de Riemann por una aproximacion apropiada en diferencias
finitas, la cual sufre la desventaja tedrica de no sustentarse en condiciones de entropia
naturales [Roe, 1981]. Por su parte, Colella [1982] justifico el uso de soluciones aproximadas

porque se pierde informacion en el muestreo.

—

Posteriormente, al aplicar sin estratificacién el generador de Van der Corput (2,1),

Colella [1982]i reporta resultados mas precisos que el muestreo estratificado de Chorin [1976];
inclusive, Colella [1982] sugirié una expansiénA del uso del generador de Van der Corput a
problemas d - dimensionales mediante la descomposicion del problema original en d
problemas unidimensionales, y generando vectores d - dimensionales cuyas componentes sean
variables equidistribuidas sobre intervalos unitarios (centrados en 0) mutuamente

perpendiculares. Para problemas 1D, Colella [1982] concluyé que la secuencia Van der
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—

Corput (2, 1) arroja resultados que calificd como Optimos, mientras que en situaciones 2D,

concluyé que la secuencia Van der Corput (3,2) junto con la secuencia Van der Corput

—

. . - e . 2
(5, 3), generan una distribucién supuestamente 6ptima en el espacio muestral [— w; %] ,

Al resolver ecuaciones de dinamica de gases mediante separacion dimensional de
operadores, Colella [1982] encontré errores inaceptables en la posicion de = las
discontinuidades. Esto lo llevé a desarrollar un método hibrido que usa el RCM en las partes
continuas del flujo, y el método de Godunov en lugares donde se generan discontinuidades en
la presion. Por su parte, cuando Olivier y Gronig [1986] simularon el problema 2D de una

onda de choque que se difracta en una esquina de 90°, observaron errores similares.

La técnica de rastreo de las ondas también fue abordada por Plohr [1987], quien
rastreo las fronteras materiales de una placa en movimiento refinando localmente la malla con

una relacion 3:1.

Cientificos de diversos campos de investigacion han reportado aplicaciones exitosas
del RCM. Este método fue adaptado primeramente a flujo en medio poroso por Concus y
Proskurowski [1979], y posteriormente por Glimm y Marchesin. [1979]. Chorin [1980] us6 el
RCM para aproximar el movimiento del frente de una flama delgada que es adveccionada por
un fluido. En tanto que Marshall y Menéndez [1981a] emplearon el RCM en el problema de
falla sibita de una presa (dam-break problem). El RCM fue aplicado también a la solucién de
un sistema hiperbélico homogéneo unidimensional en la teoria de aguas someras [Marshall y
Méndez, 1981]. Glimm ef al. [1981a y 19815] usaron el RCM para calcular la interface agua -
aceite en un medio poroso bidimensional. Otra aplicacién del RCM fue el célculo de la
perturbacion producida por la explosion subacuatica de una esfera de gas [Flores y Holt, 1981;
Li y Holt, 1981]. Posteriormente, el RCM fue aplicado por Marshall y Plohr [1984] a flujo
supersonico, permanente, bidimensional plano y tridimensional axisimétrico de un gas. Sin
embargo, en su trabajo hicieron la suposicién de axisimetria porque la implementacion del

RCM usada es aplicable solo a la ecuacion de transporte con dos variables independientes.
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Por su parte, Charrier y Tessieras [1986] aplicaron el RCM acoplado al método de Lax -
Wendroff para modelar la explosion subacuética de una esfera de gas. Recientemente, el
RCM fue aplicado a flujo supersonico e hipersénico 2D y 3D permanente y simétrico [Loh y
Hui, 1993; Loh et al, 1999], y fue usado en polucién atmosférica por Jazcilevich y Fuentes

[1994, 1999], asi como al transporte de masa en estuarios por Jazcilevich ef al. [1995].

Segin  los investigadores que han aplicado el RCM, este método es capaz de
mantener la resolucion de las discontinuidades individuales. En situaciones 1D, se le

atribuyen al RCM las siguientes ventajas con respecto a otros métodos:

i) Como consecuencia de que la solucién avanza o permanece estacionaria, pero nunca
adquiere valores intermedios, las discontinuidades son calculadas sin difusién

numérica y sin dispersion,

ii) Debido a que la solucion de los problemas de Riemann, y el muestreo de su solucion,
se realizan de la misma manera tanto en los puntos del interior del dominio
computacional como en los puntos de la frontera, las condiciones de frontera son

facilmente manejables.

Estas cualidades que se le reconocen al RCM unidimensional, lo hacen apropiado
para simular el transporte de frentes de contaminantes en procesos dominados por la
adveccion.  Sin embargo, el precio de mantener bien definida la resolucién de las
discontinuidades, es que su localizacién en un tiempo determinado esta sujeta a errores
“aleatorios” [Glimm e al., 1980], requiriéndose suficientes pasos de tiempo para que el efecto

acumulativo del muestreo arroje el desplazamiento correcto [Colella, 1982].

Las aplicaciones multidimensionales del RCM han sido en flujo: 2D con separacién
dimensional de operadores, 2D no transitorio o 3D permanente simétrico. Es decir, el
esquema del RCM usado es esencialmente 1D, excepto la aplicacién de Loh [1999] que es

esencialmente bidimensional, aunque las condiciones de flujo son relativamente sencillas.



Otra desventaja del RCM, es que no se comprende cabalmente desde un punto de
vista numérico, porque no es facil ubicarlo en un marco teérico apropiado [Glimm et al.,
1980]. Por ejemplo, aunque las soluciones son calculadas sobre una malla computacional, el
RCM no es considerado un método en diferencias finitas [Colella, 1982]. Esta falta de
comprensiéon del RCM ha dificultado su desarrollo, a tal grado que permanece practicamente

estancado desde hace varios afios.
1.4. Hipétesis, objetivos y metodologia de la investigacion

Mientras que las técnicas convencionales que se usan para resolver la EAD generan
disipacion y dispersion numérica, sobre todo cuando un frente es adveccionado, el RCM es
capaz de conservar la resolucion de discontinuidades sin producir este tipo de errores. No
obstante ese comportamiento satisfactorio del RCM en problemas unidimensionales, al
aplicarse a situaciones multidimensionales, se acentfian las dificultades para ubicar con

precision las discontinuidades. Esta complicacion deteriora la calidad de la solucién.

Con el estimulo de las perspectivas promisorias del RCM, y con el reto de sus
limitaciones, la meta que se persigue en la presente tesis es, proponer un modelo numérico en
diferencias finitas, orientado a resolver eficientemente el transporte advectivo de frentes sin
desacoplamiento espacial de operadores. Es preciso resaltar que el principal interés en esta
investigacion, es implementar el RCM para funcionar bien bajo condiciones dominadas por la
adveccion, y en consecuencia se pondré poca atencién a los términos difusivos, los cuales no

tienen problemas numéricos serios.

Dos factores que podrian incidir en el pobre comportamiento multidimensional del
RCM son: una definicién inapropiada de la secuencia de vectores, y el desacoplamiento
espacial de operadores. A partir de la identificacion de estas posibles causas, a continuacion

se comentan las hipotesis a probar en esta tesis.
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Respecto al primer factor, a pesar de que se sabe que en problemas unidimensionales,
la equidistribucion de la secuencia de vectores es un requisito para Que la solucion avance a la
velocidad correcta, esta conclusion no puede extenderse automaticamente a problemas
multidimensionales, por lo que en la presente investigacion se busca probar que este requisito
también es valido para problemas tridimensionales.  Adicionalmente, para atender la
necesidad de vectores 3D para el esquema tridimensional, se espera que al adoptar
generadores de nimeros equidistribuidos, y predefinir dos estratos de muestreo en cada
direccion coordenada, se obtenga una secuencia también equidistribuida, que a su vez

implemente la alternancia de signos establecida por Chorin [1977].

Con relacion al segundo factor, no obstante que el desarrollo matemético original de
Glimm [1965] se refiere a un método en diferencias, la implementacién numérica actualmente
en uso (el RCM) no se considera un método convencional en diferencias finitas. Esta
diferencia de planteamientos hace suponer que bajo una reconceptualizacion apropiada, seria
posible desarrollar una implementacion tridimensional (sin separacion espacial de operadores)
del RCM en diferencias finitas, y con ello evitar la falsa difusion mencionada por Patel et al.
[1985]. En particular, dado el caracter hiperbolico de la componente advectiva del transporte,
se buscaria una implementacion del tipo veleta (upwind) de primer orden. De lograrse este
cometido, la estabilidad y convergencia del RCM podrian determinarse mediante los
procedimientos acostumbrados en los métodos de diferencias finitas. Por otra parte, la
implementacién tridimensional del RCM complicaria la solucion de los problemas de
Riemann asociados a cada celda de la malla computacional. Al respecto, por simplicidad se

supondria una solucién lineal.

La presente investigacion tiene como objetivo principal la implementacion eficiente
del RCM, en un modelo orientado a simular el transporte tridimensional de frentes de
contaminantes conservativos, en cuerpos de agua superficiales dominados por procesos

advectivos. Para ello, se han establecido los siguientes objetivos especificos:
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i) Determinar un procedimiento de generacion de vectores, adecuado al RCM 3D.

if) Plantear una alternativa eficiente de solucion del problema de Riemann tridimensional.

iii) Disefiar un esquema en diferencias finitas para el RCM, y determinar su estabilidad y

convergencia.

v) Evaluar la capacidad del algoritmo resultante para simular el transporte de frentes.

Después de que en este capitulo 1 se situ6 al lector en el tema de estudio, y una vez
hecho el planteamiento de la investigacion, en el capitulo 2 se plantea una version 3D de la
simulacién numérica mediante el RCM. Ahi se presenta una version local simplificada de la
EAD, asi como sus condiciones iniciales y de frontera. Para facilitar la comprension de
detalles relativos al RCM, se establece la terminologia, la notacion y conceptos bésicos de este
método.  Asimismo, se indica el procesamiento que se debe dar a las condiciones iniciales
para transformarlos en una funcion uniforme por partes. Ademas, se muestra el procedimiento
de muestreo de la solucién de los problemas de Riemann, asi como las restricciones que se

deben imponer a los nimeros de Courant para evitar interacciones entre ondas adyacentes.

El nicleo de esta tesis lo constituyen los capitulos 3, 4 y 5, ya que en ellos se

desarrolla Ia metodologia adoptada.

Considerando la forma en que el RCM avanza las ondas, en el capitulo 3 se hace un
planteamiento alternativo del campo de velocidades. Luego, acudiendo a un analisis
probabilistico, se demuestra una condicion necesaria para que las ondas avancen a la velocidad
“correcta”.  Posteriormente, se establecen cualidades que debe poseer un generador de
vectores a emplearse en la etapa de muestreo del RCM, y se propone un nuevo procedimiento
de generacién. Con el fin-de validar este procedimiento, las secuencias de vectores obtenidas
con el generador propuesto, se comparan con las de los generadores que actualmente se
consideran Optimos. Esta tarea se lleva a cabo mediante un analisis estadistico y se

complementa con experimentos numéricos.
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El capitulo 4 esta dedicado al planteamiento de un esquema numérico para resolver
localmente la EAD en tres dimensiones. Para ello, primeramente se propone una
discretizacion de una version local de la componente advectiva de la EAD. Adoptando un
tratamiento vectorial de los desplazamientos y de las velocidades locales, se deduce el
esquema numérico del RCM. Para permitir la inclusiéon de la componente difusiva del
transporte, se propone un esquema euleriano — lagrangiano en el que los términos advectivos
de la EAD local se resuelven con el RCM, y la parte difusiva se calcula mediante el tradicional
esquema de diferencias centradas. El comportamiento numérico local del nuevo esquema se
obtiene mediante analisis de consistencia, estabilidad y convergencia. La consistencia se
investiga mediante expansiones en series de Taylor; la estabilidad se analiza mediante el
método de Fourier; y para identificar la convergencia se recurre al teorema de equivalencia de
Lax. De los resultados del analisis de consistencia se determina la difusion numérica, y del

andlisis de estabilidad se obtiene informacion acerca de la disipacion y la dispersion numérica.

Con el fin de conferirle utilidad practica al RCM, en el capitulo 5 se presenta un
modelo de integracion global de las soluciones locales. Para ello, se hacen hipétesis
simplificatorias relativas al desplazamiento y rastreo de las ondas. Asimismo, se analizan
estrategias de refinamiento real y virtual para obtener mayor precision.  Especial atencion
recibe la conservacion de masa, para lo cual se efectiia un balance de la transferencia entre
celdas adyacentes.  Por (Gltimo, el comportamiento del modelo se evalia mediante
experimentos numéricos 1D, 2D y 3D bajo condiciones de flujo permanente, transitorio,
uniforme y no uniforme. La evaluacién experimental se efectia comparando una serie de
parametros representativos de los resultados numéricos del modelo propuesto y del esquema

veleta (upwind) de primer orden, el cual fue tomado como referencia.



CAPITULO 2

PLANTEAMIENTO TRIDIMENSIONAL DEL RCM
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Aunque el RCM se ha aplicado a problemas multidimensionales, esto se ha hecho
mediante separacion de operadores en componentes unidimensionales [Glimm ef al., 1981a y
19815; Colella, 1982; Olivier y Gronig, 1986; Loh y Hui, 1993], o bien en problemas
idealizados con un campo de flujo que admite simplificaciones por consideraciones de
simetria [Marshal y Plohr, 1984]. Por ese motivo, la literatura cientifica describe el RCM solo
para el caso unidimensional. Retomando las contribuciones que diversos autores han

realizado, en este capitulo se plantea una version tridimensional del RCM.

Considérese un espacio tridimensional con un sistema coordenado x, y, z, en el cual
existe un contaminante cuya concentracion esta dada por c(x, ¥, z, t), donde ¢ es el tiempo.

Para discretizar este sistema espacio - tiempo, por simplicidad se adoptard una malla
computacional con una separacion internodal uniforme de Ax, Ay Az, (para la distancia) y At
(para el tiempo). Ahora, con el fin de obtener una expresion concisa, se denotara con
subindices la localizacion espacial y mediante superindices la especificacion temporal. Segun

esta nomenclatura, una variable dependiente (-) definida en la malla puede representarse como
@ -(iAx, jAy, kAz, nAl)={
donde i, j, k y n son nimeros enteros positivos.

La componente advectiva del transporte de un contaminante (c) en el interior de un

dominio 3D, se describe mediante los siguientes términos de la EAD:

(2.2)0 ngfu%— v@*wgg’
ot ox_ .0y oz

sometida a las condiciones iniciales

@23)¢c(x,y,2,0), -0<xy z<ow,
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y a las condiciones de frontera

(24)# ¢(x,y,2,1) ; donde x, yy z son puntos sobre la superficie de frontera.

El RCM involucra dos tipos de celda. Las celdas computacionales que estan
delimitadas por los nodos de la malla computacional; y las celdas riemannianas que tienen las

mismas dimensiones de las celdas computacionales, pero estan centradas en los nodos. Es
decir, las celdas riemannianas tienen un desfasamiento A%, 5 A% y % con respecto a

las celdas de la malla computacional (figura 2.1). Esto implica que la rejilla de la malla

computacional pasa por el centro de las celdas riemannianas (figura 2.2).

El RCM requiere que sin importar la distribucién espacial y temporal real de la
concentracion del contaminante, su valor al interior de cada celda riemanniana sea

considerado como uniforme.

Adoptando la notacion testada = para indicar que una variable se define mediante un

estado uniforme dentro de un intervalo, y que solo varia mediante discontinuidades con

respecto a los intervalos adyacentes, entonces la solucién aproximada se denotara por C.

La representacion de la distribucion de valores del contaminante mediante una

funcion uniforme por partes (C) se indicara como:

C(X,y,z,t)zér,k 5 (m)Ar<t<(n+1)At
1,7
(2.5)¢ (i—%)AxSxS(inL%)Ax

(J-R)Aay<y<(j+%)ay
(k=Y%)Az<z<(k+ }%)Az



Figura 2.1. Celda riemanniana centrada en el nodo (i, 7, k) ’
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La expresion (2.5) establece que no hay variacion espacial de C |n . dentro de una
1, )5

. . . . ~|n
determinada celda riemanniana y, en todo caso, el cambio de C‘ , representado como una

variacién del sombreado en la figura 2.2, sélo puede darse mediante una discontinuidad entre
celdas riemannianas adyacentes. De esta manera, dentro de cada celda de la malla

computacional 3D, pueden existir hasta 8 subregiones con diferentes estados uniformes de
¢ r (figura 2.3). Adoptando la terminologia acufiada en la literatura, en lo sucesivo se hara

referencia a la propagacion de estos estados como si se tratase de la propagacion de una onda.

Si se considera la aplicacion local de las expresiones (2.2), (2.3) y (2.4) sobre la celda

riemanniana (i, j, k) , el problema original se simplifica al problema de Cauchy:

aérw e
2.6)8 — 1k =g
(2.6) 5 u

n

) ac"[j‘k_~

i,j.k ~
==
i)k Ox

oy

¥ iJ.k
con condiciones iniciales
~10
ened| |
i, gk

y forzado por las condiciones de frontera de Dirichlet

n

28)eC :
i—esc(ur'j‘k ),j~—esc(v£"j_k ),k ‘“C(er,j,t )

donde la funcion escalon se define como

1 ; si >0
(29)¢esc()=4 0 ; si .=

-1 si -<0.
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Figura 2.2. Aproximacion de c(x, Y, 2,1 ) mediante un conjunto de estados uniformes C
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Figura 2.3. Subregiones con diferentes estados uniformes de € dentro de una celda computacional.
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Las expresiones (2.6), (2.7) y (2.8) definen el problema de Riemann para la celda

computacional delimitada por los nodos:

(4 ). k), (i - Sg“(”':,-,k)’ J» k), (i, J—sgn (v]:”), k), (i, J. k—sgn (w|:j‘k )),
(i —sgn ("Ln,k ), j —sgn (v]:]_'k ), k) ’ (i —sgn (”I:,-.k)’ J,k —sgn (WIZJ,k )),
(i, j- Sg“("l:,-_k)’ k —sgn (w‘:” )) e (i —sgn (u[jm ), j—sgn (VIZ,-,::)’ k —sgn (WIZM )) )

Donde la funcion signo se define como

si -20

l .
2.10)¢ sgn ()= ’
cwesm()-{ |1

Por otro lado, la figura 2.3 ilustra el problema de Riemann asociado al nodo (i, 7 k)

% & n .5 ;
para el caso particular en que las velocidades ll‘i P vl?l . ¥ w{:'j , son positivas. Notese que

el problema de Riemann 3D involucra un conjunto de 8 estados uniformes C |" . Obsérvese
también que en el centro de la celda computacional se presenta la interfase entre esos ocho
estados uniformes. Entonces, el problema de Riemann en el nodo (4, j, k) estara determinado

por el campo de flujo, pudiendo involucrar cualquiera de los siguientes conjuntos de estados

uniformes:



e Estados uniformes para # >0, v>0 y w>0.

n

i-1,j-Lk—1

n

i-1,j-1,k

n

i~1,7.k=1

n

i-1,j.k

n

7, j-1.k~1

n

i,j-1.k

n

i,j.k-1

n

i.j.k

Ji-1i- %) Ax
Ji-Li- 1) Ax
Ji-1i-%)Ax

Ji-1i-%)Ax

Ji- %50 )Ax
Ji- %50 )Ax
Ji- w50 )Ax
i %) Ax

x[j-Lj-n)ay
(=1 j- 1)y
x[j= %57 )y
x[j= %57 )8y
x[j=Lj-%)Ay
x[j=Lj- %)y
x[j=%:J )by

x[j=%;J )y

x[k-1k-})Az
[k~ 1k )Az
x[k =1 k- })Az
x[k - Yk YAz
X[k 1 k- %) Az
x[k— Y4k ) Az
[k -1 k- Y%)Az

x[k = Y5: k ) Az.

e Estados uniformes para # 20, v>0 y w<0.

n

(EpY

i~1, -1k

n

O

i1, j—Lk+1

n

(@Y

i~1,7,k

n

=17k

i, 71k

i, j-1k+1

ik

n

i, k+1

Ji-1i-4%)Ax
,[i—1;i—y2)Ax
Ji-1i-%)Ax

Ji-Li- 4)Ax

Ji-%0)Ax
Ji-%si)Ax
Ji— %50 )Ax
Ji-%5i)Ax

x[j =1, j-1%)Ay
x[j =1 j~1%) Ay
[~ %7 )By
x[j= 7 )y
x[j =L j-1%)ay
x[j=1j - %)ay
x[j=%:J )y

x[j-%;7 )y

X[k k+%)Az
[k + Yk +1)Az
[k k+)%) Az
X[k + Vo ke +1) Az
[k k+ ) Az
x[k+ Y5k +1)Az
[k k+ 1) Az

X[k + %5 k+1)Az.



e Estados uniformes para # >0, v<0 y w>0.

e Estados uniformes para #>0, v<0 y w<0.

=

n

i1, k=1
n

i-1,j.k

n

i1, j+1,k-1
n
i-1,j+1k
n

i,j k=1

n

i,j.k

n

i, j+1k-1
n

i, j+1k

n

i-1,7.k

n

i1, j.k+1
n
i-1,j+Lk
n
i1, 41 k+1
n

i,Jk

n

i, k+l

n

i, j+1,k

n

i, j+1,k+1

Ji=1i-%)Ax
Ji-1i-y%)Ax
Ji—-1i-3%)Ax
Ji-1Li-Y)Ax
Ji- %50 )Ax
Ji- %0 )Ax
Ji- %50 )Ax

Ji-¥si )Ax

Ji-1i- 4)Ax
Ji—Li-3)Ac
Ji-Li-%)he
Ji-1i- %) A
i %50 )Ax
Ji= %50 )Ax
Ji— 05 )Ax

Ji-Jasi)Ax

x[j; j+ %)y
x[jsJ+ %) Ay
x[j+ % j+1)Ay
x[j+ Vs j+1)Ay
x[js i+ ))dy
x[jsJ+ %) Ay
x[Jj+ ¥ j+1)Ay

<[+ %; i+ 1) Ay

x[isj+ %) Ay
x[jj+%)ay
x[j+%;j+1)Ay
x[Jj+%; j+1)Ay
x[j;Jj+4%)Ay
x[j; i+ 4h)Ay
[+ 5 j+1) Ay

x[j+%; j+1)Ay

X[k -1 k- %) Az
x[k =1 k Az
x[k -1 k- 1) Az
[k Yk )Az
x[k =1k - %) Az
[k -tk )z
x[k -1 k- ))Az

x[k—%;k )Az

X[k k+Y%)Az
X[k + Y k+1)Az
X[k k+ 1) Az
><[k+%;k+l)Azr
x[k sk + ) Az
x[k+ Y k+1)Az

x[k;k+%)Az

x[k + Y5; k+1) Az
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¢ Estados uniformes para u <0, v>0 y w>0.

L A)A
~:J_1‘k Jisi+ p)Ax
. :j.k—l i+ p5)Ax
SN (VAT
~:,,,-.,k_, i+ %si+1)Ax
~:H_,»_,,k Jit+ s i+1)Ax
e Sl s A
j!;,,,k i+ %si+1)Ax

e Estados uniformes para u <0, v=0 y w<0.

n

~i.j—l,k Jisi+ %) Ax
SN (HEVAT;
A, livh)a
SN (RS AV
e i+ K%iv1)ac
s e o[i+ K+ 1) A
~:.,,,,k i+ ssi+1)Ax
. :.1,1,“; i+ Jsi+1)Ax

x[j=1j-%)ay
x[j=1j-%)ay
x[j=%;7)ay
x[j— % J ) Ay
71 i = %)ty
(=1 j-%)ay
x[j= %7 )ay

x[j=%;7)Ay

x[j =1, j - %)y
x[j=1j- %)y
x[j=%;) )y
x[j=%;J )y
x[j=1L j- 1) Ay
x[j=1 j-%)ay
x[i= 1 )y

(=% J )y

x[k~1 k- %) Az
x[k =Yk YAz
X[k =1k~ $) Az
x[k - Yk ) Az
X[k =L k- ))Az
x[k =)k )Az
x[k~L k- 4)Az

x[k =Yk )Az.

x[k;k+Y)Az
[k + )5k +1)Az
x[k; k+))Az

k+ )55k +1)Az

x|k k+))Az

X

[
[
[k + Y k+1)Az
[k;k+1%)Az
[

x|k + 5k +1)Az.
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¢ Estados uniformes para u <0, v<0 y w>0.

n

i,j. k-1

C

n

i,J.k

C

n

i, j+1,k—~1

n

i, j+lk

~ |1

i+1, /. k-1

n

i+, j.k

n

i+, j+1,k—1

~|n

i+, j+1.k

Jisi+ p)ax
isi+ %) Ax
Jisi+ %) Ax

Jisi+ %) Ax

x[j+%;j+1)ay

x[j+ ¥ j+1)ay

x[j;J+ %)My

x[j;j+ %)y

,[i+%;i+1)Ax x[j;j+%)Ay

i+ Ysie ) A <[ j+ %) Ay
,[i+%;i+l)Ax x[j+%; )+ 1)Ay

i+ %si+1)Ax x[j+%;j+1)Ay

* Estados uniformes para u <0, v<0 y w<0.

C

n

i.j.k

C

n

i,j.k+1

n

i,j+Lk

n

i, j+k+1

C

n

i+1,7.k

n

i+1, 7, k+1

=

n

i+, j+ 1,k

n

i+, j+1,k+1

Jisi+ ) Ax
Jisi+ %) Ax
Jisi+ 4)Ax
Jisi+ y)ax
i+ Ksi+1)Ax
i+ %si+1)Ax
i+ M+ 1)Ax

i+ i +1)Ax

x[k = Y1k YAz

X[k~ k- 1) Az

x[k =Yk )Az.
x[j;j+ %) Ay [k k+ 5) Az
x[isi+5)ay  x[k+ Y k+1)Az
[+ s i+ DAy x[k;k+¥)Az
[+ %57+ 1) Ay x[k+ % k+1)Az
[jsi+ Ay [kik+ p)az
isi+W)dy  x[k+ Yk +1)Az
<[+ %; j+1) Ay x[k; k + 1) Az
[+ Y5 i+ 1)Ay x[k+%; k+1)Az.

X

X

X

k—l;k~%)Az

k=) k )Az

[k=1:k - 1) Az
x[k~ 4k YAz

k=1k-¥)Az
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Cuando al menos una de las componentes de la velocidad es igual a cero, las
condiciones de frontera estan sobreespecificadas en el problema de Riemann asociado a un
determinado conjunto de estados uniformes, pero computacionalmente esto no representa
problemas porque en ese caso el RCM no avanza la solucion a lo largo de la direccion en que

se presenta el estancamiento.

El RCM se basa en resolver aproximadamente sendos problemas de Riemann en los
nodos de la malla computacional. Este replanteamiento del problema original definido por la
ecuacion (2.2) sometida a las condiciones (2.3) y (2.4), permite encontrar una solucién mas

facilmente.

Para representar los datos iniciales mediante una funcion uniforme por partes, las

condiciones iniciales se aproximaran como el siguiente promedio de ¢

~(0 1 1 1 (ke Y)Az o(j+J)ay pli+)f)nx
2.1 ¢ =l — || —|| — (%, y,z,0)dx dy dz .
1D CI*‘-”‘ (Az)(Ay)(Ax)J.(k%w J(r%m.v L%)Mc(x y.2,0)dedy dz

Al hacer esta representacion en cada nodo de la malla computacional, es posible que
. haya discontinuidades en la nueva funcion uniforme por partes. Estas discontinuidades se

localizan en el punto medio (sobre los ejesx, y y z) de las celdas computacionales.

Si se supone que en el lapso de un intervalo de tiempo la velocidad se mantiene

uniforme, la solucién (6 ) del problema de Riemann se obtiene con

=G

n+]
i i

@2.12) C

n
3 5
i

Lk .1k

donde el dominio de C queda definido por
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i-l+u-A—t— Ax<x< i+l+ué£)Ax
2 Ax 2 Ax
At

. 1 At 1
213) 8| j-—4+v— |[Ay<y<| j+—+v— |A
(2.13) (] > v yJ \y <y (] 5 y] \y

El rasgo distintivo del RCM, es que obtiene la nueva representacion de la solucion en
el nuevo tiempo, a través de un muestreo de la solucion de los problemas de Riemann en un
punto dentro de la respectiva celda computacional. Este procedimiento de muestreo proyecta

las soluciones de los problemas de Riemann hacia la malla computacional mediante

n+l
>

@.14)¢ C‘[J’k i 6(:‘ +E[J+E, [ k+ §zl")

~ |+l . 7 . . .
lo cual implica que Cl_ " Unicamente podra tomar cualquiera de los siguientes valores:
1,7,

~1n ~in ~|Nn ~|\n ~|n ~|n ~|n ~|n ~|n
5 5 2

A EREVE L RS PRI i=tik= ik gk e o jeie? -1, j+1k41 7
~1n ~|n ~Jn ~’n ~ln »;vn ~ln ~|n ~,n ~1n

ig-k=1” Tl T etk it Tl e’ k=1 ikl jenkeet” b oo ?
~1n ~ N ~n ~ |0 ~n ~ N ~|n ~|n

5
N N S 20 M 'S i PP g FIPPIRE /Ji+1,j+1,lc—l SR PRy

La ecuacion (2.14) es la esencia del RCM. En ella interviene el vector

g =(el.8 L,

"), siendo gobernado el avance de la onda a lo largo de cada direccion por

- n . .7 . ‘ .
la respectiva componente de §| - La especificacion de un mismo superindice n para todos los

nodos ,indica que s6lo se genera un vector en cada paso de tiempo.

La ecuacion original (2.2) es una EDP hiperbélica, por lo que los niimeros de Courant



35

n n n
u|,_'j,k At P Y - WL_,.k At
bl N e v, | L £

> Uy Pk
Ax LV E Ay

@I5)ev [ = i =

deben satisfacer las siguientes condiciones de Courant - Friedrichs - Lewy (CFL)

(2.16) ¢ max (le A)S], max(\)yl;w)sl y max(uz]:#)sl,

.zt ol Xzt x,p,2.t

las cuales también se aplican a la ecuacion local (2.6). En las desigualdades (2.16), max()

indica que debe tomarse el mayor de los valores que adopta el argumento en el dominio de las
variables indicadas al pie de la expresion. Sin embargo, dado que computacionalmente es
dificil manejar exactamente las interacciones entre ondas adyacentes, éstas se evitaran

restringiendo alin mas los nimeros de Courant, los cuales deben satisfacer:

(2.17)¢ max (le) < y ; max (uy]) < % y max (uzl) < % .

x,p,2,t

Las desigualdades (2.17) determinan A¢ de tal forma que ninguna onda recorra mas

- de la mitad de una celda, permitiendo que las soluciones de los problemas de Riemann (uno

por cada celda computacional), puedan unirse para formar conjuntamente la solucion C™' en
el dominio computacional en el nuevo paso de tiempo. Este procedimiento puede aplicarse

repetidamente para valores sucesivos de 7, avanzando asi la solucion en el tiempo.

El principal inconveniente del RCM es la poca precision en la localizacién
instantanea de la discontinuidad. En las figuras 2.4a, 2.4b y 2.4c se representa el avance 1D
de un frente en el sistema espacio — tiempo. La linea continua representa la solucién exacta, y
la discontinua la solucion obtenida mediante el RCM. En los dos primeros casos el avance es

incorrecto porque la generacion de &, es sesgada. El tercer caso corresponde a valores de €.

apropiados.



i+1
i+2
i+3
i+4
i+5
i+6
i+7

Figura 2.4a. Avance sesgado hacia delante debido a muestreo inapropiado.
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i+1
i+2
i+3
i+4
+5
i+6
+7

Figura 2.4b. Avance sesgado hacia atras debido a muestreo inapropiado.

i+8

n+14

n+13

n+12

n+11

n+10

n+9

n+8

n+7

n+6

n+s

n+4

n+3

nt2

n+l1

37



i+1
i+2
i+3
i+4
+5
i+6
i+7
i+8

Figura 2.4c. Avance apropiado obtenido mediante un muestreo correcto.
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CAPITULO 3

GENERACION DE VECTORES ADECUADOS AL RCM
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3.1. La equidistribucion como requisito para que el RCM

avance las ondas a la velocidad correcta

Hasta la fecha, el requerimiento de equidistribucion de la secuencia de vectores, ha
sido mostrado tedricamente sdlo para problemas unidimensionales. En esta seccion se analiza
el caso tridimensional. Para ello, se supondré que durante cada paso de tiempo la velocidad es
uniforme dentro de cada celda riemanniana, ademas de que sélo se admitira que la velocidad

cambie hasta que haya transcurrido un tiempo Af, entonces durante ese lapso, las interfaces de

~|n
los estados uniformes C l e desplazaran
1,7

X ij.k = u|1,j,k At
Gher[ =y A
Z i, j .k = i,k At

Para analizar el avance de las ondas es util esclarecer la correspondencia entre las
celdas riemannianas y el espacio muestral de &. Para ello, las celdas se representan como
regiones unitarias (el espacio muestral ya lo es). Este escalamiento se efectia dividiendo las
cantidades correspondientes al dominio computacional entre Ax, Ay o Az, segiin la direccion
de que se trate. Pero esto no es suficiente para efectuar comparaciones, ya que mientras la
ecuacion (2.14) establece una asociaciéon del centro del espacio muestral con los nodos, la
posicion de las interfases entre los estados uniformes de ¢ (va escaladas) al inicio de cada paso
de tiempo, se consideran desfasadas + % en las tres direcciqnes (el signo del desfasamiento es
opuesto al signo de la velocidad correspondiente) con respecto al centro del espacio muestral.

Esta operacion de escalamiento y ajuste por desfasamiento se expresa mediante:
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£ b X \:,j,k i esc(u\:'_j‘k>

7!

S Ax g
YI"  esc(v]
GYeYY = _ML';-" - __%(2’”*)

’|" ~ Z,:j,k B esc(wL'jj‘k)

s =, 2

La transformacion (3.2) mapea los puntos (x.r,z ) referidos a las interfaces, hacia los puntos

(X', Y",Z') referidos al centro del espacio muestral.

En la figura 3.1, por simplicidad se muestra el caso en que todas las variables

involucradas son positivas. La posicion de la interfase O(O, 0, O) entre los estados constantes
de C al inicio de cada paso de tiempo, y su nueva posicion P(X I, Z ) al final del paso de
tiempo, son mapeadas a O'(O, 0, O) y P'(X "Y', Z '), respectivamente. Mientras que las

dimensiones de las celdas del dominio computacional son Ax, Ay, y Az, las del espacio

muestral son 1, 1, y 1. Para no saturar la figura, en las variables se omite la especiticacion de

’ . n
indices ~|'_ s

En la figura 3.2 se asocia una celda riemanniana con el espacio muestral (caso en que
todas las componentes de la velocidad son positivas). X', ¥'y Z' representan la posicion de
la interfase respecto al centro del espacio muestral. El cubo externo representa el espacio
muestral, y la region sombreada corresponde a la probabilidad de que la solucién avance desde
un nodo del dominio computacional a uno adyacente. Los desplazamientos de la interfase (ya

At At PRAY)
j,kE’ vi.j,kg; y w’i,],kE"

escalados) son uf,"
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‘Celda computacional

x.v,z2)=T(x,7,2)

Espacio muestral

Figura 3.1. Mapeo de puntos del dominio computacional al espacio de muestreo.



N

S

ul |

Figura 3.2. Condicién de avance de la solucion.
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Segun las ecuaciones (2.14) y (3.2), la onda avanza si &l = (&x

region sombreada, lo cual en general se expresa como:

n

esc (u]l””) X ":,;k > esc(u[:j) ,,)éx
(3.3)¢ esc(v]:j)k)Y ',:,,k > esc(vlzjvk)ély !

eSC(W’:,,k ) Z”:j,k > esc(wl:]_’k )&z [".

Sustituyendo la ecuacion (3.2) en la ecuacion (3.3) se obtiene:

esc ( "L',', i )[Xi;k o (;"rnzk ) ] > esc( u|:}.‘ . ) gl

(3.4)¢ esc (v]:j,k ){%ﬂ - ESC(;L")} > esc(VI: Tk )E_,y

o\ Pl _ oM « ep
esc(w(ka)i: JAZ = (2 )j;Zesc(wﬂU.k}izu .

n

Introduciendo la ecuacién (3.1) en la expresion (3.4) resulta:

esc(u]:j'k )[%"Al. i WJ > esc(”':j, e )§,|"
el

(3.5)¢ esc (v

n,éy
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Definiendo las relaciones de malla

Ggyen, =21 g st
Ax Ay

la desigualdad (3.5) se reduce a:

esc(u," )uf,"jk A -V esc(u|:j'k)§x["

i, 7.k

3.7+ esc(vl:j’k)v]:” A, =M= esc(v[i"_j_,k)ﬁy

n

n

2 A, —4%> esc(“":,;k)&zf" ’

n
€sc wli‘j.k L
lo cual se puede rescribir como:

esc(ulzj,k )(u,:j_k Ay~ éx,") 2
(3.8)¢ esc(vl:j,k)(lej,k A, ~E, 'n) 2%
e.sc(w[:jyk)(w:]vk A, - ézln) >4
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El RCM retiene la solucion en el mismo nodo o la avanza desde un nodo adyacente,

pero no mueve la onda a posiciones internodales. Entonces, satisfacer las desigualdades (3.8)

para que la onda avance, es equivalente a definir una velocidad cuantica

:}Lk E i]l:ljk i # Glrnjk j+ 1:‘DI:/.I« l; 2

(B9e §

A

donde i, j, k son vectores unitarios orientados sobre los ejes x, y, z, respectivamente; y las

componentes de q se definen como:
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- 0, si esc(u[f}vk )(u :m B, gxl") <Y
ik~ esc(u|:1_k)% si esc(u]:j,k)(u]:j‘k . —§x|")>%
| 0, si eSC(VZJ,k)(v:jk 3 ’é,")syz
(3.10)¢ v|i'j_k = o il ; ) ,, T -
esc (vli‘j_k) v si esc(v]”‘k)(v Lt & )> Y
C 0, si esc(wzjvk)(w:” .- &, ")S%
ijk eSC(w|:1'.k)% si eSC(WI:],‘k)(Wl:j'k z éz n) >%-

Analizando la figura 3.2, se tiene que para una secuencia equidistribuida, la

probabilidad de avance de la solucion esta dada por la subregién sombreada. Considerando que

las velocidades ’ ,, v,, ¥ wl,, no necesariamente son positivas, en el caso general las

probabilidades de avance se cuantifican mediante:

i j.k ) u]i,j,k A,

s

ks T

n
pxli,j’k = esc(u

G.1)e p,

n n
:esc(v|, _ )v
i,j.k ij.k

4 :esc(wl" )w[" A

i)k i.J.k ijk 2

P;

donde pr_"}, - py’;jk y pz,:]_ . son las probabilidades de que la onda experimente un

desplazamiento de esc(u’i"j k)Ax, esc(v,:'j k)Ay y esc(w):j k)Az, respectivamente.

Entonces, los valores esperados del avance de la solucién calculados mediante el RCM son:

o ) Ax} = [esc(uj:jx ) Ax] D,
() ]e
[esc(w]:j‘k)Az] .

n

E{esc(u

i,j.k

B.12)e E {esc (v,:j_k ) Ay}

n

]
<
ey
—
&
N
Il

i gk
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o bien:

Blee{ul o} =[esclu e [ el o
)W) [esc(v[:j‘k)AyJ[esc(v

[esc(w :M)Az] [esc (WIZM )w’:],_k 7&.2] = w,:j,k At.

-y J= u’:M At

ijk X

n

n n
z,_/,/:)v,i,],k }\'J/] - viJ,k

At

G.13)¢ E{esc(v

Fs
kS
N—
&
N
I

Lo cual indica que los valores esperados de las velocidades cuénticas de avance son:

E{ﬁ[:’jk} =u

G.14)¢ E{ﬁ:J‘k}

n

i, j.k

n

I

in,].k

Dado que en las ecuaciones (3.11) se supuso la condicién de equidistribucién de la

secuencia {é}, las ecuaciones (3.14) prueban que muestrear mediante una secuencia

equidistribuida asegura el avance de las ondas a la velocidad del campo de flujo.

Con anterioridad, Liu [1977] habia demostrado que en problemas unidimensionales

puede esperarse que el RCM converja para cualquier secuencia equidistribuida {§} Inclusive,

este autor conclufa que la tasa de convergencia depende de qué tan bien esté distribuida la
secuencia en el espacio muestral. Los resultados de esta seccion, extienden las conclusiones de
Liu [1977] a situaciones tridimensionales. Por €s0, aunque el planteamiento original del
método de Glimm hacia alusién a una secuencia de vectores aleatorios, estos resultados indican
que en realidad, el RCM funciona bien con vectores generados por una funcion matematica
determinista. De hecho, segun la literatura, quienes han aplicado el RCM lo hacen con

secuencias no aleatorias.
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Una vez establecido que las secuencias de vectores no necesariamente tienen que ser
aleatorias, y después de haberse identificado que se puede considerar un avance cuantico de la

solucion, en lo sucesivo se emplear4 el acrénimo ACUA como una traduccién de “RCM” al

espafiol.

3.2. Caracteristicas deseables de un generador de vectores

El ACUA debe ser capaz de avanzar las ondas a la velocidad correcta. Para tal efecto,
en problemas 1D, Chorin [1976] recomienda empiricamente que los valores de la secuencia
{E} deben tender tan pronto como sea posible a una equidistribucién aproximada. Esto puede
explicarse porque al haber una equidistribucion temprana, se propicia no sélo que la solucién
aproximada sea una fepresentacién valida de la solucion real a largo plazo, sino que también en
momentos intermedios [Concus y Proskurowski, 1979]. Adicionalmente, en un articulo de Liu
[1977], y en la seccién 3.1 de esta tesis, se demuestra que la equidistribucién de la secuencia de
vectores. es un requisito para que las ondas avancen a la velocidad impuesta por el campo de

flujo.

De acuerdo con lo anterior, para situaciones unidimensionales se busca una secuencia
n n . . .
de vectores E_,l :éxl en el espacio muestral [— Vs %], que posea mejores cualidades de

precisiéon que la actualmente recomendada para el ACUA. Ademas, en problemas

. qe . . n r
bidimensionales se busca una secuencia de vectores &,]" :(ﬁx ",éy‘ ) mas tempranamente

equidistribuida en el espacio muestral [~ J4; %]x[~%; %] que la recomendada como 6ptima

por Colella [1982]. En cuanto al caso tridimensional, no se conoce una propuesta de

generacion de vectores apropiada para su uso en el ACUA, por eso, se busca una secuencia de
vectores |’ = (EM B, £l ") en el espacio [-%; K] x[-%; 4] x[-1%4; 4], que posea un

comportamiento estadistico propio de secuencias equidistribuidas.
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En problemas unidimensionales, Chorin [1977] establecio que para la correcta
imposicion de las condiciones de frontera, los signos de la variable €, deben alternarse en cada
par de pasos de tiempo n, n+1 (siendo # un ntimero non). Con ayuda de la figura 3.2 se puede
identificar que si alguna de las componentes de g fuese del mismo signo que la

correspondiente componente de la velocidad, entonces seria imposible que el muestreo
incidiese dentro de la region sombreada. Esto es, cada signo influye tnicamente en un sentido

de flujo (sobre la correspondiente direccion). Asi, cuando una componente de la velocidad
tiene signo positivo, el avance de la solucién sélo es posible si la respectiva componente de §|"

tiene signo negativo, y viceversa. De esa manera, el ACUA solo puede atender un sentido del
flujo en cada paso de tiempo, siendo la alternancia de signos lo que permite procesar ambos
sentidos en una direccion determinada. Para considerar de inmediato cualquier informacién
surgida en el dominio computacional, se buscar que en cada pareja non — par de pasos de

tiempo consecutivos, los vectores posean el siguiente comportamiento:

® Uno de los nameros &, obtenido cae en el intervalo [— w. 0] y el otro en el intervalo

[0; %]

 En problemas bidimensionales y tridimensionales, uno de los nimeros €, obtenido cae en

el intervalo [~ ;0] y el otro en el intervalo [0; 4]

* En problemas tridimensionales, uno de los nimeros &, obtenido cae en el intervalo

[-%;0] y el otro en el intervalo [0; 4].
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3.3. Procedimiento de generacion de vectores

Debido a que el avance de la solucion se determina a partir de un muestreo de la
solucion de los problemas de Riemann, es evidente que una eleccion optima del generador de
vectores es crucial para el éxito del ACUA. Retomando las caracteristicas identificadas en la
seccion 3.2 como deseables en un generador de vectores, a continuacion se presenta un

procedimiento de generacion adecuado para optimizar el desempefio del ACUA.

Segin refiere Colella [1982], las secuencias de Van der Corput son equidistribuidas,
siendo la mejor opci6n para aplicarse al ACUA. Para aprovechar esta cualidad, se retomara la

forma general del procedimiento de Van der Corput para generar un vector en la regién

[0; 1]d :

Sean r =(rx, v, rz), g= (gx, o gz) triadas de enteros mayores que cero; 7, > g,

r,>8&, Y I >g,; con: r, no divisible entre g,, r, no divisible entre g, y r, no divisible

entre g,.

La secuencia {{} de Van der Corput (r,g) se define formalmente a partir de la

expansion de » en base r,, es decir:

b
B =0, 7,
I=1

donde

(3.16)¢ a, =MOD (g, 11,,1.),



S1
G.17¢ [, =MOD(X,,r,), y

(),

=
x

G.18)¢ R, =

En las ecuaciones (3.16) y (3.17), MOD(;,-) es una funcion que da por resultado el
residuo de la division entera del primer argumento entre el segundo, 7 es el niimero de paso de

tiempo, (1) es el niimero n expresado en base %, b esla cantidad de digitos de (n) , Resel
cociente de sucesivas divisiones de (n), entre r.,y JT, es el I - ésimo digito de (n) . Asi, por
ejemplo, el nimero decimal 7 = 29164, en base hexadecimal se expresa como (n) =7IEC,

n

siendo b=4, JT, =C, H,=E, I,=1y I, =7. De manera analoga se obtienen Cyln y €,

Con el fin de garantizar la estricta alternancia de signos (descrita en la seccion 3.2) de
cada componente de los vectores, se propone un muestreo estratificado en el que los estratos se
definen a partir de la division de) espacio muestral en mitades a lo largo de cada direccion de
coordenadas. La reticula muestral resultante, define dos semiejes en problemas
unidimensionales, cuatro cuadrantes en problemas bidimensionales u ocho octantes en
problemas tridimensionales (segun el caso). La alternancia de signos en las componentes de los
vectores se logra forzando que cada dos muestreos se incida una sola vez sobre cada linea, una
sola vez sobre cada columna (en problemas 2D y 3D), y una sola vez sobre cada capa (en
problemas 3D) de la reticula muestral. Este comportamiento de los puntos de muestreo se

logra predefiniendo una secuencia ciclica de estratificacion.

Una caracteristica deseable en el procedimiento de generacion es la rapidez. Al
respecto, para simular la generacion de 2¢ vectores en cada paso de tiempo (en vez de uno

solo), se propone el siguiente algoritmo computacional:
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i) Generar un vector equidistribuido en el espacio [0; l]d aplicando las ecuaciones (3.15),

(3.16), (3.17) y (3.18).
if) Mapear el vector (mediante un escalamiento de sus componentes) al espacio [O; }é]d.

#if) Replicar simétricamente este vector del primer semieje, cuadrante u octante (segun el
caso) sobre los restantes semiejes, cuadrantes u octantes. Esta replicacion se lleva a
cabo tomando el vector generado y formando nuevos vectores mediante cambios en los

signos de las componentes.

Este algoritmo de replicacion simétrica de la secuencia de Van der Corput, atiende los
criterios comentados en la seccion 3.2, y es similar al procedimiento de generacion de Van der

Corput convencional, ya que el paso (i) es igual en ambos casos. En tanto que en el paso (ii),
. . 3 & d
los vectores obtenidos mediante el generador convencional se mapean al espacio [~%; %] ,a
. . CRAI 2 . d %
diferencia del generador simétrico que mapea al espacio [0; %] . Sin embargo, en el

procedimiento convencional no existe un tercer paso.

Para simplificar la notacion de los generadores multidimensionales, en este trabajo se

adoptara la notacién

—— T

(3.19)¢ Van der Corput (r,, gx)(ry, gy)(rz, g.)

alternativamente a la nomenclatura Van der Corput (r, g), la cual expresa el producto

cartesiano

(3.20)¢ Van der Corput (r,, g,) x Van der Corput (7,, g,) x Vander Corput (7, g,).
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3.4. Propuesta de secuencias de vectores

En problemas unidimensionales, la secuencia de Van der Corput @ se reporta
como la més apropiada para el ACUA. Considerando ademas, que de entre todas las posibles
secuencias de Van der Corput, el generador (71—5 es el mas eficiente en términos de tiempo de
ejecucion porque permite aprovechar que las computadoras operan en sistema binario, en la

presente investigacion se adopta como base la secuencia de Van der Corput (2, l), y se

propone transformarla en una secuencia simétrica con el procedimiento mencionado en la

seccion 3.3,

Para generar vectores d - dimensionales, se pueden formar infinitas combinaciones
entre los generadores equidistribuidos conocidos. Con el fin de identificar una propuesta mas

eficiente que las actualmente en uso, se generaron secuencias de Van der Corput con distintos
parametros @ siguiendo el procedimiento de replicacion simétrica mencionado en la
seccion 3.3. A continuacion, se sigui6 el criterio de inspeccién visual de la nube de puntos de
muestreo en el espacio d — dimensional, sugerido por Anderson [1990], descartandose las
secuencias de vectores que presentasen una distribucién en forma de rejilla (figura 3.3) o con
alguna forma de aglomeracion no uniforme de puntos, y buscandose las que aparentasen
densidad uniforme. Después de una inspeccion visual inicial, de entre todas las secuencias

graficadas, para aplicaciones bidimensionales se seleccioné (esta seleccion se valida mas delante

en la secciones 3.5 y 3.6) el generador Van der Corput (2, 1) (3, l) simétrico, y para problemas

tridimensionales se escogi6 el generador Van der Corput (2,1)(3,1)(7, 3) simétrico (figuras

3.4,3.5,3.6,3.7y3.38).
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Figura 3.4. Primeros 10000 vectores obtenidos con el generador Van der Corput (2, 1)(3,1) simétrico.

55



56

Figura 3.5. Proyeccion xy de los primeros 10000 vectores de la secuencia Van der Corput
2.1 G1(7, 3) simétrica.
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Figura 3.6. Proyeccion yz de los primeros 10000 vectores de la s
@B 1)(7, 3) simétrica.

ecuencia Van der Corput
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Figura 3.7. Proyeccién xz de los primeros 10000 vectores de la secuencia Van der Corput
21)En(, 3) simétrica.
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Figura 3.8. Primeros 10000 vectores de la secuencia Van der Corput (2.1)(3.1)(7,3) simétrica.
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En las figuras 3.9 se muestran los primeros ocho vectores 2D obtenidos con los
generadores Van der Corput (3,2)(5,3) convencional y Van der Corput (2,1)(3,1) simétrico.

En estas figuras, el eje horizontal corresponde a las componentes £, y el vertical a £,. La

figura 3.9 muestra la secuencia Van der Corput (3,2) (5,3) convencional, reportada como

optima por Colella [1982] para problemas bidimensionales. Como se aprecia, los vectores no
se distribuyen por igual en los cuatro cuadrantes, lo cual no favorece la incorporacién

apropiada de las condiciones de frontera. En cambio, notese que en la secuencia simétrica
(figura 3.95), el vector 1 cae en la regién [0; 1]d =[0; l]Z y los vectores 2, 3 y 4 son simétricos

al vector 1 con respecto al eje vertical, al centro y al eje horizontal, respectivamente. Este

comportamiento simétrico se repite cada 2¢ = 2% pasos de tiempo.
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der Corput (2_,15@ simétrica.

Figura 3.9. Primeros 8 vectores de la secuencia: @) Van der Corput (3,2)(5,3) convencional y, b) Van
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3.5.  Comparacién de pardmetros estadisticos de secuencias de

vectores

La prueba chi cuadrada de bondad de ajuste se usa frecuentemente para probar la
equivalencia entre dos funciones de densidad de probabilidad (FDP) [Bendat y Piersol, 1971].
En la presente investigacion, se requiere probar que las secuencias simétricas 1D y 2D
propuestas en la seccion 3.4, son mejor equidistribuidas que las secuencias convencionales en
uso. Asimismo, se requiere evaluar en que medida la secuencia simétrica 3D propuesta se
ajusta a la equidistribucién. En una primera valoracion, se analizaran las siguientes cualidades

estadisticas:

i) Lamedia aritmética (g) definida como

7‘ n=1

donde N, es el niimero total de pasos de tiempo.
De manera similar se obtienen S B

i) Para medir la discrepancia entre la FDP de las secuencias de vectores, y la FDP
uniforme (equidistribuida), se usari el siguiente estadistico con una distribucion

aproximadamente del tipo chi cuadrada:

>

(n - p,N, )
(3.22)¢ X?
.2 ; DN,
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. o g . d
donde £ es el nimero de subregiones en que se divide el espacio muestral [- | I
Si n; es la cantidad de vectores que caen en la subregion I y si p, es la probabilidad
de que cada vector caiga dentro de la subregion , entonces P, N, es la cantidad

esperada de incidencias en la subregién /.

La prueba chi cuadrada constituye un mejor indicador de la distribucién de
una secuencia que la media, sin embargo, es una base insuficiente para obtener
conclusiones. No obstante, se puede evaluar mejor la equidistribucion si se aplica la
prueba a varias particiones del espacio muestral, y luego se suman los estadisticos
individuales [Anderson, 1990], i.e.:

2 s WE2 2 2
G23) Xy i ropy =Ky + Ky +o b X

En el contexto del ACUA, los valores ideales de estos estadisticos son:

o r 2 —
§, =§y :§z =0,y X(f:fi+fz+“'ﬁ) =0.

Dado que cualquier desviacion de la FDP de la secuencia de vectores

respecto a la FDP uniforme provocaria un incremento de X g sep)»> 12 TEgION de

aceptacion de la hipotesis de que la secuencia de vectores se equidistribuye es

2 2
(ERZ)TD U 3%

donde 47, es la funcion de densidad chi cuadrada con J grados de libertad y un nivel

de significancia o .
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Enseguida se muesira una comparacion de las series de tiempo de estos estadisticos, la
cudl se realiza entre las secuencias establecidas como las mejores hasta el momento y las

secuencias propuestas en la seccion 3.4.

Debido a que en el procedimiento de replicacion simétrica 1D se genera un vector y

luego se reproduce cambiando de signo, cada dos pasos de tiempo se anula _. Por esta

—

razon, en funcion de su aplicacion al ACUA, la media de la secuencia Van der Corput (2, 1)

simétrica es mejor que la de la secuencia Van der Corput (2, 1) convencional.

Para elaborar la figura 3.10, se dividi6 el espacio muestral [—VZ; %] en2, 4,6, 8 10,
12, 14, 16, 18, 20, 22, 100, 150 y 200 subintervalos equidimensionados, y se calculo el
estadistico X para cada una de esas particiones. Luego, se sumaron los 14 valores de X2

obteniéndose X ?

(sss) - Paralelamente, para 568 grados de libertad y un nivel de significancia

(a) de 5%, se obtuvo 3. 005 =624.553. Al contrastar los valores de X’ (2568) para diversos
tamafios de la secuencia de vectores contra Xsss.00s = 624.553, se encontrd que en todos los

casos, X

(sss) €ae en la region de aceptacion de la hipotesis de que la secuencia Van der Corput

(2,1) simétrica es equidistribuida. Ademas, la figura 3.10 muestra claramente que los valores

Xsay

—
» SOn menores para la secuencia Van der Corput (2, 1) simétrica que para la secuencia
Van der Corput (2, l) convencional. Estos resultados, son un indicador de que la secuencia

propuesta se distribuye mas uniformemente que la convencional.

En una distribucién uniforme, 2 ,,s idealmente debe ser cero. La figura 3.10

también muestra que independientemente del tamario de la secuencia, la version simétrica del
7 .

generador Van der Corput (2, 1) muestra una tendencia general a cero conforme el tamafio de

la secuencia crece.
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Figura 3.10. Comparacion de Chi cuadrada maltiple entre secuencias Van der Corput (2,1)

convencional y simétrica.
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Al igual que en el caso 1D, en problemas 2D los valores E y 5_; de la secuencia Van

der Corput @@ simétrica, se cancelan cada dos pasos de tiempo. Esto significa que en
funcion de los requerimientos del ACUA, la media de la secuencia simétrica propuesta es mejor
que la media de la secuencia Van der Corput @(5,_35 convencional. Para obtener los
puntos de la figura 3.11, se dividi6 el espacio muestral en 4, 16, 36, 64, 100, 144, 196, 256,

324 y 400 subregiones equidimenisionadas, y se calcularon sus respectivos estadisticos X7 .

Posteriormente se sumaron esos 10 valores de X7, obteniéndose X 5530). Por su parte, para
1530 grados de libertad y un nivel de significancia o =5 %, Aisi0.00s =1622.112. Si se
comparan los valores de X, (2]530) correspondientes a diferentes tamafios de la secuencia, con el

valor de %5005 =1622.112, se encuentra que en todos los casos, es aceptada la hipétesis de

——

que la secuencia Van der Corput (2, 1) (3, 1) simétrica es equidistribuida. Asimismo, la figura
3.11 ilustra que la secuencia Van der Corput (2,1)(3,1) simétrica, tiene valores de X(fm)

menores que los de la secuencia Van der Corput (3, 2) (5, 3) convencional. Este resultado, es
sefial de que la secuencia simétrica propuesta, se distribuye mas uniformemente que la
secuencta convencional. La figura 3.11 también muestra que a medida que el tamafio de la

secuencia crece, X (f53[,> en general tiende al valor deseable de cero.

Para situaciones 3D no se tienen referentes de comparacion, por lo que la secuencia

—

Van der Corput (2,1)(3,1)(7,3) simétrica, solamente se sometié al andlisis estadistico. En el

caso de la media, cada dos pasos de tiempo se cumple que E:,_x E; y Ez— se anulan. Para
construir la figura 3.12, se dividio el espacio muestral en 8, 64, 216, 512 y 1000 subregiones
equidimensionadas, calculandose X para cada una de estas particiones. A continuacion, se

sumaron los 5 valores de X? para obtener X2... A su vez, si se tienen 1795 grados de
p 1795) g

libertad, y si se escoge oo =5 %, entonces % sno0s= 1894.678..
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La figura 3.12 muestra que para diferentes tamafios de la secuencia, X (2,795) siempre es

MeNor que %05 000 = 2062.083, lo cual indica que se acepta la hipétesis de que la secuencia

r——

Van der Corput (2,1)(3,1)(7,3) simétrica es equidistribuida. Ademas, conforme el tamafio de

la secuencia crece, X/, en general tiende a cero, lo cual es deseable.

(1795)

3.6. Comparacion de resultados numéricos

Para validar las secuencias en experimentos numéricos, se realizaron corridas

computacionales 1D sobre una malla de 500 nodos con Ax =1m y Af=1s. Se consideraron

campos de velocidades uniformes y permanentes de 0.10, 0.20, 0.25, 0.40 y 0. 50 m/s. Se
aplico el ACUA con una resolucién intramalla de 1, y luego en subsecuentes corridas se
incremento la resolucion intramalla hasta lograr que la posicion del frente coincidiera con la
solucion analitica conocida. El objetivo de estas pruebas fue medir el tiempo de computo para
que el ACUA avanzara el frente en 100, 200, 300 y 400 celdas sin errores numéricos. Los

generadores evaluados fueron Van der Corput (2, 1) convencional y simétrico. Los resultados

obtenidos se muestran en la figura 3.13, y evidencian un mejor desempefio del generador

simétrico propuesto.

Por otra parte, los experimentos bidimensionales se realizaron sobre una malla de

100x100 nodos con Ax=Ay=1m y Af=1s. Se consideraron campos de flujo uniformes y

permanentes con velocidades # de 0.10, 0.20, 0.25, 0.40 y 0. 50 m/s (en todo momento se
tom6 u =v). Aligual que en los experimentos numéricos ID, el objetivo de estas pruebas fue

medir el tiempo de computo para que el ACUA avanzara el frente en 20, 40 y 60 celdas, sin

errores numéricos.  Los generadores evaluados fueron Van der Corput (3.2)(5,3)

convencional y Van der Corput (2, l) (3, 1) simétrico. Los resultados obtenidos (figura 3. 14)

confirmaron claramente la hipétesis del mejor comportamiento de las secuencias simétricas.
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CAPITULO 4

ESQUEMA PARA LA SOLUCION LOCAL DE LA EAD
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4.1. [Esquema en diferencias finitas para el ACUA

El ACUA es un método concebido para al transporte advectivo de frentes, pero
actualmente su esquema numérico esta practicamente limitado a situaciones unidimensionales.
Partiendo de la ecuacion advectiva local (2.6), en esta seccion se desarrolla el esquema

numérico del ACUA tridimensional.

Si se escoge una secuencia equidistribuida para la operacion de muestreo, entonces en
la representacion en diferencias finitas de la ecuacion (2.6), se pueden considerar las
velocidades cuanticas definidas en las ecuaciones (3.10), lo cual segun las igualdades (3.14)

garantizaria el transporte de las ondas a la velocidad correcta. De esta manera, se tiene que

ACl,  oad Al Al
(4-1)’T:_ ,,j,kT* ik Ay” _w’i,f»k Az”

Considerando que en el ACUA, las ondas permanecen estacionarias o se desplazan
Unicamente desde un nodo a otro (las ondas no se mueven a posiciones internodales), podemos

definir ese desplazamiento (As) mediante

A

4.2)¢ As[:j‘k =esc ("}:/,k)AXE + esc(vlzj‘k)ij + esc(w, " ) Azk.

n
5]

Multiplicando As por cada uno de los vectores unitarios, se tiene:

i-AsL’jj’k =esc (u Zjvk)Ax
4.3)¢ j~As]:M = esc(v:M)Ay
lAc-AsL"’]_.k = esc(w :'Jk)Az
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Multiplicando 1las ecuaciones (4.3) por esc(u':j’k), esc(v|:1’k) y esc(wlzj‘k)

respectivamente, se tiene que:

n

Ax =esc (u]:}_* ) i-As

i, j .k
n

4.4e Ay = esc(vf:fj’k)j-As|

i,j.k

Az = esc(w[l_'fl_,k ) k- Asl’

N
Por lo que la expresion (4.1) se transforma en

n ~[n

AC| R R
- A;uc b esc(”],;,,k)(zl[,.)j'k)l-zs_:'%~ esc(vli""k)(v"””‘)lzsi
| AC|

) esc(wlzj‘k )(w|)k o

i.jk

El ACUA debera garantizar que cualquier perturbacion se propague principalmente en
la direccion del flujo. En busqueda de un €squema que posea este atributo, definido por
Roache [1976] como propiedad transportadora, la ecuacion (4.5) se discretiza con el esquema

veleta (upwind) de primer orden, resultando

n i

AC| ) AAC’W . s AC) o
4.6)¢ Tj;i:*(l;i,j‘k)i.As:]; ‘(vi.j»k)J'm_(w"-f"‘)k A 'n]k '

donde

~n

i—csc(u(:j'k ),j»esc(vr.“ )_kfesc(w{}l‘) ’

Ik

“.7)e Aﬁ‘ =C

n
i,
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Entonces,
A ~|7 % ~ e ~ 2 At = 1] ~n At s
(48)¢ ACL.M = _[I‘L,f.k Lk Vji.}',k I+ w!i,j.k k]'A_"ACI-,-,~ = q’i.j.k 'EI"_AC s
ik ijk

Si se define el nimero de avance (T') como

n ~|n At
(491 =q|  ——of,
i,j k i,j.k As']k

entonces la ecuacion (4.8) se convierte en

(€

Discretizando AC | i hacia delante en el tiempo, resulta
1, ]

n

4.10)¢ AC

=T
k

LxAéK,:‘r

7,7, i,7.k

~&l’ .
1—55(1{” ),j—esc(va'vu ),k—csc(n'tjj‘) )

~n n

@med” =1
L N

)+@—r

Fd €
Efcsc(u]:j'k)vj~dc(v]:j.k ),k—esc(wfﬂ )

i,j.k

n
i jk i, j.k :

Esta ecuacion es el esquema numérico del ACUA.

n P ~ |1

n
ik’ vli,}‘.k Y Son

Respecto al comportamiento de F|:1jk, notese que cuando ﬁ] -

todas cero, I"|:'j , también toma el valor de cero. Ahora, en el caso de que la onda avance

desde un nodo adyacente, segun la ecuacion (4.2) se tiene que

n

“.12) ¢ %ﬁ = esc(u]ﬁj,k)-i—ji B esc(v]i"’jyk)%ji + esc(wlzj‘k)%ﬁ .
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Retomando la definicion de las velocidades cuanticas dada por la expresion (3.10), se

obtiene

n

AS-]»,,
4.13)¢ —12 =g
(4.13) At

n

n

i+ﬁ;kj+wuiﬁ:q

i,j.k i, gk

Sustituyendo la ecuacion (4.13) en la expresion (4.9), se llega a

. A
@14er| =

Esto significa que, I’ solo puede tomar los valores de 0 ¢ 1. De esta manera, en un nodo

y un paso de tiempo determinados, dependiendo del término que se anule en el ésquema 4.11),

la onda avanzara desde un nodo vecino o permanecera en el mismo nodo.

4.2. Esquema ACUA - diferencias centradas

Al aplicar el esquema (4.11) del ACUA a la componente advectiva de la EAD, y el
conocido esquema en diferencias centradas a la componente difusiva del transporte, surge el

esquema euleriano - lagrangiano (4.15) que se aplica localmente en el entorno de cada nodo.

~1n+] n ~ (1 n ~|n
=1 ¢ +[1-17, ]¢
i,j.k i, ).k i—esc(urj'. ),j—csc(vL"J_‘ )‘k—esc(w':j") i,j k i, j k
. -20 +¢ [ =20 +cf
i1, J, i j, i+l, j, i, =L i, j, i j+,
@15)¢ +4r| D,| s h gk |y op | e ok Ty
Ax? ¢ Ay?
C‘I" & Y o
+D i,7,k-1 i,j.k i,7,k+1

z AZZ
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4.3. Analisis de consistencia

La consistencia implica que la discretizacién puede revertirse aplicando series de

Taylor para recuperar la EDP original. Para probar la consistencia, los valores nodales de

~ntl ~|n

C de C
y ifesc(uL"J* ),j—esc(vﬁjvk),k—sc(w[:}'

i, j.k

) se expandiran en series de Taylor en el tiempo y en el
k

espacio, y la solucion exacta sera sustituida en la ecuacion discretizada.

~|n+l
Expandiendo C . en el tiempo mediante una serie de Taylor de segundo orden, se
1,7

tiene que

(4.16) ¢ (?]f"i'k s
i,

2 2
e %) AL(2¢)  vor,
ijk ot 2.\ ot

donde MOT contiene las derivadas de mayor orden con respecto al tiempo.

Luego, suponiendo que los coeficientes de dispersion son constantes, se diferencia la

EAD con respecto al tiempo, quedando

& c o (oc o (oc o (dc
—= | —|-v=— = |-w— =
ot x| Ot oy\ ot oz\ ot

i > (o & (o & (o
D, 2~C+Dy Z—C+Dzh2‘c.
ox\ 0t oy \ ot 0z"\ ot

Sustituyendo la EAD,




¢ 0 oc dc ¢ oc dc dc

e T MoV = w—t D =t D, —— 4 D

ot Ox Oox dy 0z Ox oy oz

2 2 2

_vi _,,QC_MVQC_ oc xac+D oc Dzﬂ

oy\ ox oy oz ox> 7V ay? oz’

—wi ~u—a£—vﬁ— ai D O’c D oe D Oc

s oz\  0x 0y 0z Tox* ’0y* ‘oz’
R & ( dc e e  Fe & c o c
+D"6 | U ——v——w— + D, —=

X

Reagrupando términos,

oc i Fe & c & c [ &c &c
——= Y — | +uv tuw| —— |+v =~ [+uv +
419 ot Ox Ox0y 0x0z Oy 0x0y
: 2 2 2 V)
vw G- +w? gx +uw al: +yw 0c + MOE,
O0yodz 9z O0x0z 0ydz

donde MOE contiene las derivadas de mayor orden respecto al espacio. Reordenando,

2 2 2 2 2 2 2
(4.20)0%:u266+v260+ 29_04_2(” ga a9 ac]

=z ail 5 v +uw +vw +MOE.
Ox oy oz O0x0y 0x0z 0yoz .

Combinando las ecuaciones (4.16) y (4.20), se puede obtener

2 2 2 2
R YV L TIY Y
ijk i)k ot 2 Ox oy 0z

2 2 2
+2luv fre +uw g +vw o + MOE + MOT.
O0xdy 0x0z 0yoz

1

@21)e
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Suponiendo que MOT y MOE son despreciables, de las ecuaciones (4.15)y (4.21) se llega a

dc At| ,&c L, 8¢ ,0% ¢ ¢ oc
= Al > +w ~+2| uv +uw +vw
Ox oy oz 0xdy 0x0z 0yoz

[T
+ Il,},k :' n o (':w n
At [ Jhesc(ur'“),j—esc(v];"m)‘kfesc(wfj’k) L,j,lc)
(4.22)¢ éj"—ljk B /ij i+],j.k é’:j—lk_zé:1'k+é:j+lk
+Dx 2 J A'x~2» 5 J 5 +Dy > » Ay‘z‘ . »
D é’:],k—l B ZC‘ :j.k + C~ :j,k+l
+ z AZZ

n

Ahora, expandiendo € " "
p i_"'sc(“li,j,t ).jfesc(vfdik ),kfmc(wiu")

en el espacio mediante una serie de

Taylor de segundo orden, se tiene la siguiente ecuacién (4.23)¢

n

= €
‘“esc("r,j,p)J"°5°(Vr,,,kJ'k"sc( wr.j}k)

[esc (u]:j)k ) Ax g—i +esc (v|:jyk ) Ay 28 +esc (w

:j»k ) gﬂ B

0 oy
4 2
e, )T S-S T4 5
[esc(w Ly )T (A;)- 2273 +
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donde esc(u}:jk), esc(v]:jk), esc(w]:jk) solo pueden tomar valores de —1,0 6 1.

Si se supone que la velocidad durante cualquier paso de tiempo es uniforme, entonces

(4.24)0 As = q At =i Ati + P AL] + W Atk

Igualando las ecuaciones (4.2) y (4.24) se tiene que:

ﬁ|:]‘k At =esc (”l:,-,k Ax

)
4.25)¢ 7 ZM At = esc(v :}_vk)Ay

~|n

wli‘j.lc ’

At = eSC(W’:M )Az

lo cual al introducirse en la ecuacién (4.23), la transforma en la siguiente ecuacion (4.26) ¢

~n ~n FRRR ) s n Oc n Oc
) = Oy M| By oo F oo l],
i—csc(uﬁj_k)y/—esc(vﬂl.j!)’kiesc(wr‘jv") L.],k (zl i,k ax v i,5.k 6y w i,j.k aZ)
A[Z o 2520 . 262(; —n 2620
—2_((11 i,j,k) ox? +(vi-1'»k) 6—)/2 +(w,i”"k) a_zij '

2 2
Al al” v k£+*f’, 7 HE
ik ik gy Ttk ik 5
~|7 ~n azc
s i 557 )

Finalmente, sustituyendo esta expresion en la ecuacion (4.22) y recordando que en la

discretizacion:
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oc ~D CII’-LJ.’C = zc‘i,],/c & i+l )k
“ox Ax?
2 -26
427)¢ D, 0 ~~D, ’w—”f sz e g
oy Ay
62 c ’?i { ] 2("' L i
Dz azz NIDZ - Azzjk e >

resulta la siguiente ecuacion (4.28) ¢

ae. g @+\7ln 08 o g 9¢ L 626+D Tk,
o1 ik 5x i)k dy ik 5z T ox? y8y2 ‘oz’
At 2 & Fra v s o Tp 48 o' c
s 125 125 o -
n T 620 ~|n ~ |1 aZC
At[(u]”k )6x8y ( ,,kwl.-,j,k—Vw)ayaz+(u1,j.kwx,1',k—uw)axaz:l’

que esta compuesta de un tipo de EAD mas un residuo, el cual tiende a cero cuando Ax, Ay,

Az, At — 0. Bajo estas condiciones, la ecuacién (4.28) se reduce a

o 2 2 ox 2
a0 il 5% glep Oo ) Do Do
ot Ox 6}1 o0z ox ay oz

Ahora, de acuerdo con lo encontrado en la seccion 3. 1, si &, V,Ww se obtienen a partir
de secuencias equidistribuida, entonces los valores esperados E(@), E(¥), E(Ww), seran
iguales a u, v, w, respectivamente; por tanto, el valor esperado de la expresion (4.29) es igual a
la EAD, lograndose asi la consistencia local del esquema (4.15). Como se infiere de este
resultado, la forma en que el ACUA propaga la solucién es diferente a como lo hacen los

métodos convencionales, requiriéndose una cuidadosa seleccién de la secuencia {§} :
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4.4. Andlisis de estabilidad

Dado que la solucién exacta de la EAD tiene una norma (o energia) que no crece con
el tiempo, parece razonable pedir lo mismo de la solucion aproximada [Chan, 1984]. La
estabilidad esta relacionada con el crecimiento o decaimiento de perturbaciones espontaneas
(tales como errores de redondeo), introducidas en cualquier momento del computo. El
procedimiento mas sencillo para el establecimiento de condiciones necesarias y suficientes para
la estabilidad, es el método de Von Neumann, el cual tiene una amplia aceptacion dentro de la
comunidad académica [Trapp y Ramshaw, 1976], por lo que se aplicara al analisis de
estabilidad del ACUA. En la EAD frecuentemente se involucran velocidades de flujo variables
y no linealidades de ¢, pero si como sucede con el ACUA, la ecuacion en diferencias se linealiza
alrededor de una vecindad en el espacio y en el tiempo, entonces las condiciones para la

aplicabilidad del método de Von Neumann son satisfechas localmente.

Stone y Brian [1963] establecieron que la solucién de una ecuacién diferencial asi
como la solucién de la ecuacion en diferencias, pueden escribirse en la forma de una serie de
Fourier. Entonces, la solucion general del problema de Riemann definido por las ecuaciones

(2.6), (2.7) y (2.8) puede representarse mediante

C ef(nx,x-r Syt c,,zﬂn,l)
1

(4.30)¢ C =

I

>

e

donde: C, esla /- ésima componente de la serie de Fourier; o es la frecuencia; o, G,,G, son

los nimeros de onda en las direcciones x, Y, z, respectivamente; e 7 =+/—1 .

Dado que la solucion del ACUA se considera lineal, solo se necesitaria analizar una

componente de la suma (4.30), . e.



“431)¢ C(x V., 2 t) lx*cy,}”rcz,um,()

Aplicando la expresion (4.31) a la ecuacion (4.15), se tiene que

énﬂ _ F]" é nei{c,[x‘ esc(ur )]Axw [1 csc(VL )]Aym,,[k esc(u{ )]Azﬂn,nAt;

=
i,j.k
~ ll\,
( 1 g k C
1(' 1)Axto, jAy+a,, zkAZ"“’A"A’] 2eﬂ<, '+ ef[c,l(iﬂ)Ax+c,’jAy+c,,chzHo,nA/]
ALC, | 5 +
Ax
4.32)¢ ( )
,:Ax+c;” 7-1) Ay+0z,kAz+m,nAI] 26{‘(' 3 e{[c,,iAx+qyl(1+1)Ay4~0,,kAz+w,nAz]
Ay)’ +
(&)
,xAxocr JOy+o (k= I)Az+m,nAt] 26‘7“ " e?[cx,x‘Ax-myleercz,(k+1)Az+m,nAt]
2 X
(4)
siendo

(433)ex,=0,iAx+0, jAy+0, kAz +,nAt.

Factorizando en la ecuacion (4.32), resulta

~qntl =1 fe, W -1 c,,mc(u["jvk)An-cylesc(vf ")Ay+o,,esc(w|z vk)Aan,nAz}
',,,‘k:C’ ¢ ri,j.ke [ y ’ ( .]k)
~i(cx,,Ax) _ i(c"Ax) —i(cylAy) _ i(c”Ay)
340 Al D, € e J+Dy = 2re Ty
(4x) (&)
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De acuerdo con la ecuacion (4.31), (~’|n = C, " ¢'™ . Entonces (4.34) se convierte en
7

ntl

ik _ rn eff(c'”AiAx+0'y,AjAy+U,‘AkAz) % (1 _ rln . ) 4
~n ij.k i,j.k
ij.k
(e~fc,,Ax 24 efc,,Ax) (e';UyIAy Pt e{cJ’lAy)
(4.35)¢ Al D, = +D, = +
(e—;(s"Az —24 efo,,Az)
Dz A22 g

Usando ¢'") = cis () , la ecuacion (4.35) se modifica a

n+l

D D D

o O] e P B L T s
ij.k I:(Ax)z (Ay)2 (Az)z} [w,k (’|r.1,k)

_Wk T

~n

i,).k

D D )
At[(A;)Z cos(-o,,Ax) + (Ayy)z cos(—oYIAy) + (sz?cos (-o,,Az) +

D
(f:)z COS(Gx;Ax) +—Z COS(G”A}/) + £, cos(cz,Az)} +

(ay)’ (4z)’
f{r]i"ﬂ sen (‘I’, :j,k ) +

D D
At X -o_ Ax)+—2 - Ay)+
{( sen (-o,,Ax) @ sen( o, y)

Ax)’
D, D,
5% sen(-o,,Az) + 7S5 sen (o, Ax) +

4.36)¢ D D
(A;)Z sen (cylAy) & (AZ’)Z sen (GHAZ):I}’
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donde

n

@37 ¥, )Az.

n n n
Mam" esc(u[,:j’k)Ax -0, esc(v]i_jyk)Ay —0,,esc (w[,,’”

La expresion (4.36) equivale a la siguiente expresion del factor de amplificacion (H,):

¢
I, =—22f = 1~1‘,"1k—2At{ D‘2+ D’2+ Dzz:f'i'
o, Ty ey )
n n DX
(4.38)¢ I"L_M cos(‘}’,LJ,k) + ZA{(Ax - cos (-0, Ax) +

D i i
(Ayy)2 COS (—O'ylAy) * (XDZ_Z)?COS(_GZIAZ):| o r‘i.l‘k e (\Pllivak)’

la cual se reduce a

D, a D ~
I, = _ZAI{(A)C)Z [] cos (Gx,AXJ)] + (Ayy)z l:l cos (GylAy)} &
(4.39)¢ (fzz)z [1 —cos (Gz,AZ)]} +1- I“:Lk + l"l:j,k cos(‘}’, :,z;,) +

i, sen(ly,L"_M).

Esta igualdad se simplifica a

(@408 11, =1-T[" , ~24(G, +G,, +G, )+ T, cos(¥[" ) +7T]. , sen([" ).

donde
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L5 o Ax
e, -p, =20

y G,,, G,, son definidas de manera similar.

Para obtener condiciones de estabilidad del esquema (4.15) en el dominio real, se

utilizara la norma L” de la ecuacion (4.40), i. e.

1n1|2 = [— zAt(G,, O +Gzl) +(1 “r:j,kﬂz +

Z}_yk )} r|:,,;k cos (‘I’, |:'Jk) +

(l"|:j,k )2 cos? (lP1|Z}',k) + (F‘:}'k )2 sen? (‘P,|:j,k),

(4.42)¢ 2[—2At(Gx, +G, +G,)+(1-T

o bien

I,
(4.43)¢

|2 — [wZA[(Gx, +Gyz +G”)+(1_r

- 2
i)k ):} +
)T eos(< [, ) +(r

2[—2At((}xl +G, +G,)+(1-T

2
n
i,j.k ) 2

lo cual equivale a

[H,|2 = 4(le +G,, +G,,)2 A —4(Gx, +G,, +Gz,)(1 —I‘|:jyk)At+

n

(4.44) ¢ fire )2 ~4(G, +G, +G,)I | cos(\y’ Ifj,k)A’ "

- 2
ijk ) "

i,k

n

2(1 -T i,j‘k)l“|:]‘k cos(‘}’,ﬂj’k) + (F

Pero como Fj:'j , Solo puede tomar los valores de 0 6 1, entonces se cumple que
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n

@asye (1-1 )1, =0.

i,j.k

Este resultado permite simplificar la igualdad (4.44) para llegar a la siguiente expresion (4.46)¢

1,7 &

[ = 4(G,+G,+G,) ar -4(c, +G, +G,)[1-T

[1—21‘ f,,k)2]+(r:1,k)2’

que es equivalente a la siguiente expresion (4.47) ¢

S l"]:/_yk cos(‘l’,]zjvk)]At +

:M +(F

. l"l:}xk cos(‘}’, IZM )) Af +

IHIIZ = (Gxx i Gy; +G, )2 Al - 4((;"1 x Gyl . G”)(l b F:"

:j,k (rI:],k - 1)’

1+2T

o bien a la siguiente ecuacion (4.48) ¢

[ =4(G, +G, +G, )2 A -4(G, +G, + G,,)[l e dl cos(‘I’,[Zj‘k)J At +1.

Una interpretacion del anélisis de estabilidad es que cada componente en la serie de
Fourier, crecera o decaera dependiendo de la ecuacién discretizada. ~ Si una componente
particular puede crecer sin limite, la ecuacion discretizada tiene una solucion inestable.
Entonces, dado que avanzar la solucién en un paso de tiempo mediante el esquema (4. 15), es

equivalente a multiplicar una componente de la serie de Fourier por el factor de amplificacion

I1,, es deseable que [T, <1, es decir

(4490 4(G, +G, +G,) AP -4(G, +G, +G, J1-T1, . +T1, cos(¥, [,)]aest,
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o bien
msmo(Gﬂ+c&441JA:—[L-ﬂ;k+r[Mcoqqq;*ﬂso,
lo cual significa que

=T + F‘:j.k COS(LPII'V’""")

i,7.k

4.51)e At <
(@+@+@)

El esquema numérico que esta siendo analizado involucra problemas de Riemann.
Esto significa que alrededor del nodo la solucion se considera uniforme, por lo que:

(452)¢0,=0, =c

1 zl

lo cual hace que G,, = G,,=G,, =0, que a su vez implica que Af en la ecuacién (4.51) puede

ser tan grande como se quiera, confiriéndole al ACUA una estabilidad local incondicional.

No obstante que este resultado indica que desde la perspectiva de la estabilidad no hay
restriccion en el nimero de Courant, en el ACUA se requiere prevenir la propagacion de las
ondas de los problemas de Riemann mas alla del intervalo de muestreo, lo cual condiciona que

el nimero de Courant se restrinja a lo establecido en las desigualdades (2.17).

Por otra parte, para que un anlisis heuristico local sea relevante en todo el dominio
computacional, éste debe efectuarse sobre cada punto de la malla. Ordinariamente, todos los
puntos interiores de la region de computo son equivalentes, i. e. estan acoplados a sus vecinos
por ecuaciones de forma idéntica. Por ello, sélo se necesita analizar un punto interior
representativo. Sin embargo, en muchos modelos numéricos, las ecuaciones en diferencias de

los puntos en la frontera son diferentes a las de los puntos interiores. Esta falta de simetria
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entre los puntos de la malla tiende a generar errores, y debido a que los sistemas hiperbolicos
permiten a los errores propagarse sin amortiguarse, estos errores pueden hacerse presentes en
todo el dominio computacional. Consecuentemente, los puntos en la frontera conducen a
condiciones de estabilidad diferentes a las de los puntos interiores [Trapp y Ramshaw, 1976;
Rood, 1987]. En el caso del ACUA este problema no se presenta, ya que el esquema numérico

es el mismo tanto para los puntos interiores como para los puntos en la frontera.
4.5. Anilisis de convergencia

Una propiedad basica que el presente esquema debe tener para ser util, es que sea
convergente. Es decir, que su solucion se aproxime a la solucién del problema de Riemann
definido por las ecuaciones (2.6), (2.7) y (2.8); y que la aproximacion mejore conforme el
espaciamiento de la malla se acerca a cero. Al respecto, el teorema de equivalencia de Lax
establece que para esquemas consistentes en problemas lineales, la convergencia es equivalente

a la estabilidad [Thomas, 1995]. Por ello, una vez asegurada la consistencia del esquema (4.15)

a través de una seleccion apropiada de {&}, y después de mostrar su estabilidad, se concluye

que este esquema es convergente localmente.
4.6. Difusion numérica

Los esquemas veleta evitan las oscilaciones a expensas de introducir difusion artificial
[Holly y Usseglio, 1984]. En el caso de la implementacion tipo veleta del ACUA, la difusion

numérica esta dada por el residuo de la ecuacion (4.28),i. e.

@,y -] 2e [

(4.53)¢

(57, -0) -2 ooy
uL,/.k‘i,;,k uv ox0y .,

) -2 ]2

Wl ~vw) K (] ol —uw) O |
i Oyoz ek 0x0z
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Sea un campo de flujo q=ui+ v:i +wk. Siel eje x de la malla computacional se
orientase coincidente con la direccion de la velocidad total (q), entonces no habria
componentes de velocidades sobre los otros ejes. En tal caso, se anularian cinco de los
términos difusivos de (4.53), ilustrando esto que el esquema (4.15) es sensible a la orientacién

de la malla.
4.7. Disipacién y dispersion

La expresion del factor de amplificacién (4.40), contiene informacién valiosa acerca de
los errores inducidos por el esquema numérico al propagar la solucion. Estos errores se pueden
determinar si se conoce la disipacion y la dispersién de los modos de Fourier. Considerando la

ecuacion (4.52) en la expresion (4.40), se obtiene que

(4.54)¢ 11, =1,

Esta identidad (4.54) revela que el esquema numérico (4.15) no disipa la solucién

(localmente).

De la ecuacion (4.40) se puede obtener informacion adicional. El hecho de que las
velocidades numéricas de fase puedan ser diferentes de las velocidades reales de fase, da origen
a las familiares oscilaciones en las inmediaciones de las discontinuidades. Segiin la teoria del

analisis de Fourier, la fase del modo numérico esta dada por

l]ksen(lyll" )
1-T[, -2M(G,, +G G} COS(T”:J?*) |

(4.55)¢ O, = arctan
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que al considerar la ecuacion, (4.52) se simplifica a

(4.56)¢ ®,=0.

Este resultado muestra que el esquema (4.15) no tiene dispersion local, y que en
consecuencia, localmente no tiene oscilaciones; asegurando que C se mantiene dentro de sus

rangos fisicos, i. e. que C siempre es una cantidad positiva.

4.8. Error local de truncamiento

El error de truncamiento (fruncation error) es inevitable cuando se usan diferencias

finitas para encontrar la solucién de una EDP.

El orden de aproximacién del esquema numérico se puede determinar mediante la
estimacion del error de truncamiento. El error de truncamiento es equivalente al término

dispersivo numérico [Neuman, 1981].

n 5

x,j—mc(v‘:j*),k 2

n ~

Fesc(uL’jjvk)\j.k p

n

i._]',k—esc(wl."v“)

n ~

Expandiendo C N O
p 1—esc(u|:j‘k ),jfesc(vr,“ ),kfesc(w[ilu)

1l
y C , en series de Taylor, y sustituyendo en la expresion (4.15), se obtiene que
LW

9c  30¢,50¢ GOc_ | Pe p &
@4s57e 0t ox oy oz 0%’ ey

O(Ax)+ 0 (Ay) + O (Az) + O (1),

2
+D,‘.Lf+
oz

lo cual demuestra que el esquema numérico (4.15) tiene un error local de truncamiento de

O(A%) +0(by) +O(Az) + O(Ar).



CAPITULO 5

INTEGRACION GLOBAL DE LAS SOLUCIONES
LOCALES
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5.1. Método de rastreo de ondas con avance cugéntico (RASTREO
ACUA)

Al aplicar el ACUA se supone que en el tiempo inicial, cada celda riemanniana
contiene una nube de isoconcentracion con volumen finito igual al volumen de la celda, el cual
se desplaza sin deformarse bajo la accién del campo de flujo. Al implementar localmente el
ACUA, estas nubes avanzan en la direccion del flujo o permanecen estacionarias.
Dependiendo de la variabilidad del campo de flujo, las nubes adyacentes pueden permanecer
en sus mismas posiciones relativas (onda de contacto), separarse (onda de rarefaccion) o
traslaparse (onda de choque). Cada uno de estos tipos de onda puede tener un efecto diferente
en relacion a la conservacion de masa. La figura 5.1 muestra el comportamiento del ACUA
unidimensional. Las ondas de contacto involucran lineas caracteristicas paralelas por lo que la
masa se conserva en todo momento. En cambio, las ondas de rarefaccion implican lineas
caracteristicas divergentes, trayendo como consecuencia que en un momento determinado, el
ACUA genere masa. En contraste, las ondas de choque tienen asociadas lineas caracteristicas
convergentes que eventualmente provocan pérdida de masa. Para comprender este
comportamiento del ACUA, hay que tener presente que segln el esquema (4.15), este método
realmente no decide avanzar una nube de concentracién hacia un nodo adyacente, sino desde
un nodo contiguo. Conviene precisar que en campos de flujo complicados, las interacciones
entre ondas son complejas, por lo que en un momento determinado pueden presentarse
diferentes tipos de onda en las distintas direcciones coordenadas. En la figura 5.2 se ilustra
una onda bidimensional compuesta por una onda de choque en la direccién x y una onda de

contacto en la direccion y. Por simplicidad, se supone una interaccién lineal de las ondas.

Siendo el ACUA un método del tipo de caracteristicas, su solucion de la ecuacion de
transporte no conserva masa. Para que el ACUA conserve masa, es conveniente implementar
un procedimiento de correcciéon de flujo que integre apropiadamente las soluciones locales
para obtener una solucion global. En respuesta a esta necesidad, a continuacion se describe el
modelo de rastreo de ondas con avance cuéntico (RASTREO ACUA), que se propone para

aplicar el ACUA al transporte de frentes de contaminantes en cuerpos de agua superficiales.
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Figura 5.1. Efecto de los distintos tipos de onda sobre la variacion de masa en el ACUA 1D.
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Paso de tiempo n+1

Paso de tiempo n

Figura 5.2. Avance de una pluma de contaminantes sujeta a la accion de una onda de rarefaccion en la
direccion x, sobrepuesta lincalmente a una onda de contacto en la direccion y.
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Con el fin de evaluar mejor los flujos de masa en cada celda, el modelo se
implementa con una resolucion intramalla, i. e., se usa una malla virtual mas fina que la malla
computacional. Esta malla virtual se utiliza sélo en el manejo de la componente advectiva del
transporte. Es preciso sefialar que a diferencia del refinamiento de malla, la implementacion
de resolucion intramalla no implica aumento en el tamafio de las matrices que contienen los

datos en el programa computacional.

Adicionalmente, se requiere conservar la identidad de cada onda presente en el
dominio computacional, por lo que se implementa un procedimiento de rastreo (tracking) de
las nubes asociadas a los nodos, tomando como referencia la posicién de las nubes en el

tiempo inicial.

Tanto la malla computacional como la malla virtual, son usadas simultineamente
para el rastreo de la pluma de contaminantes, aunque la segunda de estas mallas solo se
emplea en las simulaciones que involucran resolucién intramalla. En este caso, la malla

virtual es usada para el rastreo de las nubes al interior de las celdas.

En el RASTREO ACUA, el avance intramalla de las ondas esta gobernado por el
ACUA. Al aplicar el RASTREO ACUA, la posicién de cada nube se referencia a un
determinado nodo de la malla computacional, hasta que su posicion rastreada intramalla llega
a una celda vecina del dominio computacional, en cuyo caso se reasigna la referencia de la
nube a esa celda adyacente (figura 5.3). En esta figura, la reticula corresponde a la malla
virtual, y se considera que la nube sigue asociada al mismo nodo de la malla mientras la
posicion rastreada desde el nodo no llegue a una celda adyacente. Para realizar el rastreo
intramalla, las velocidades que se consideran son calculadas (mediante interpolacion) en la
posicion rastreada intramalla. Tomando en cuenta que los problemas de Riemann se definen
centrados en los nodos, el refinamiento de malla virtual necesariamente debe ser una particion
impar.  Como consecuencia de esto, en todo momento del rastreo, las nubes de
isoconcentracion estaran centradas sobre los nodos de la malla computacional, o sobre los

nodos de la malla virtual refinada (esto Gltimo cuando se aplica resolucion intramalla).



La nube no se reasigna

La nube se reasigna

b)

Figura 5.3. Rastreo intramalla (linca discontinua) de una nube.
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El modelo considera que cada nube se mueve a la velocidad del flujo en el nodo
respectivo de la malla computacional, o de la malla virtual refinada, segun el caso. Para
simplificar el calculo de la solucion, la interaccion de las ondas se supone lineal, por lo que
dentro de cada subregion, la isoconcentracién de las nubes en el siguiente paso de tiempo se
obtiene haciendo un balance de la transferencia de masa del contaminante entre subregiones
vecinas (traslape de nubes). Para ilustrar este procedimiento, considérese una nube 2D de
contaminante centrada en un nodo, la cual se representa por el cuadrado delimitado con linea
continua de la figura 5.4, y la misma nube después de transcurrido un tiempo Ar, dibujada
como un rectangulo con linea discontinua. En el RASTREO ACUA, la transferencia de masa
entre celdas se calcula como las areas sombreadas que invaden desde una celda a la adyacente.

De acuerdo con este planteamiento, en el caso 3D el modelo determina los siguientes flujos:

#, = ‘Tx|(1 - |Ty|)(l —|Ir, )
Fy = ‘Tyl(l -7, )(1 — TZ)
E =) -1~

E. =l 7|1,

B =, 7, ( - |T$])

F, =7,
donde:

F. esel flujo entre las celdas (i, 7, k) e (z + sgn(ul?;,), 4, A)
F, es el flujo entre las celdas (z‘, 7 k) e (i, 7+ sgn (vl;jj,k), k)
E esel flujo entre las celdas (i, 7, k) e (z‘, 4,k + sgn (w Efj,k))~

F,, esel flujo entre las celdas (i, 3, lc) ¢ (4 +sgn(ul;p), 7+ sgn (v, lc)
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F., esel flujo entre las celdas (i, 74 k) e (z + sgn (ul;’,jyk), 7, k + sgn (wl;j]’k))‘
F,, esel flujo entre las celdas (z’, 7, k) e (z’, j+ sgn(vl;.), k + sgn (wir, ))

F,, es el flujo entre (z’, 9, k) e (z + sgn(ulf;,), 4 + sgn(viry,), k + sgn(wi;, ))
T, es el desplazamiento local (en la direccidn x) de la nube de isoconcentracion.
7, es el desplazamiento local (en la direccion y) de la nube de isoconcentracion.

T, es el desplazamiento local (en la direccion z) de la nube de isoconcentracion.

Figura 5.4. Flujo de contaminante entre celdas, caso bidimensional.

Una vez calculada la adveccion, el RASTREO ACUA determinaria la difusion
mediante diferencias centradas. Sin embargo, para apreciar mejor el desempefio del ACUA en
la simulacion de la componente advectiva del transporte, todos los experimentos numéricos

consideraron difusion nula.
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5.2. Anadlisis experimental del RASTREO ACUA

La discusion de convergencia, consistencia y estabilidad, desarrollada en el capitulo
4, se enfoco al anilisis del comportamiento de la solucién aproximada en el limite Ax, Ay,
Az y At — 0. Sin embargo, en la practica las soluciones aproximadas se obtienen sobre una
malla finita, por lo que se hace necesario evaluar la precision en estas condiciones [Fletcher,
1991].  Adicionalmente, el anélisis numérico del ACUA efectuado en el capitulo 4, se

desarrollo en el ambito local, por lo que es imperativo revisar la precision de la

implementacion global propuesta (RASTREQ ACUA).

Un procedimiento usual para determinar la precision de un modelo sobre una malla
finita, consiste en aplicarlo a un problema simplificado del cual se conozca la solucién tedrica,

para luego comparar ambos resultados [Rood, 1987; Fletcher, 1991].

La precision de la solucion del RASTREO ACUA con respecto a la solucion analitica
puede examinarse cuantitativamente mediante algunos criterios estadisticos [Quamrul, 1993;
Zheng y Bennett, 1995]. En la presente investigacién, a los resultados obtenidos al final de la

simulacion, i. e. en el instante £ = N, At , se le aplicaran los siguientes indicadores:
i) El error normalizado en la concentracion pico (Y), definido como

max (cl’,) — max(C|"r ]
(5.2)¢ Y| = L2er o,z ( " )

max (cl’, ) ;

,Y,2

donde:

C es la solucion obtenida mediante el RASTREO ACUA.

¢ es la solucién tedrica.
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max () es la funcion que da como resultado, el mayor valor del argumento en el

dominio computacional asociado a las variables indicadas al pie de la expresion.

N, esel paso de tiempo final.
i) La varianza de los errores residuales, Var (e), definida como

Ny €|'ﬂ
>

&

(5.3)¢ Var( e]N") = ﬁ[i

=1
donde:
N es el nimero total de nodos del dominio computacional.

El error residual se define como

Nr Nr

>

Ny -
Gaee | =C, !

y la media (€) de los errores residuales se obtiene con

N
=

6356 &' = %Z

i

(&

Y

iii) La media de los errores residuales absolutos (g)

Ny

G6)e e,

N, i
1

N, _l i
5 _Nl;'c,l

) El coeficiente de correlacion lineal (p CC) entre la solucion del RASTREO ACUA y la

solucion teorica, es determinado por
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donde:
C es la media (de todos los nodos) de la solucion obtenida mediante el RASTREO ACUA.

¢ es la media (de todos los nodos) de la solucién exacta.

V) El desfasamiento entre la solucion calculada y la solucion analitica de la pluma de

contaminantes. El cual en el caso de la direccion x, se define mediante

BB (L] D sl =

de manera similar se definen 1, y i, para las direccionesy y z.

vi) El factor de conservacion de masa (=), calculado mediante

Ny

cwoawzﬁi—T.
thl

=1

Segun Rood [1987], este factor es de suma importancia porque la conservacion de

masa puede ser usada como un criterio para el diagnostico del desempefio de un algoritmo.

Idealmente, los valores de estos seis estadisticos a considerar son: Y =0, Var(g)=0,

8ahs:0’ p(,‘czl’ E:] YI’Lx:u’y:p‘zZO.
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El desarrollo del ACUA es relativamente incipiente. Por eso, se considerd apropiado
evaluar la precision del RASTREO ACUA comparandolo con la precision del esquema veleta
de primer orden, ya que el esquema numérico del ACUA fue concebido como una
discretizacion del mismo tipo. De esta manera, se podria resaltar la percepcion de que futuros
refinamientos del ACUA, podrian conducir a mejores resultados que su correspondiente
version veleta. Ademas por su amplia divulgacion, el esquema veleta de primer orden es una

muy buena referencia para comparacion con otros métodos.

Para efectuar la evaluacion comparativa sobre bases cuantitativas, se emplearon los
seis criterios estadisticos definidos por las ecuaciones (52) a (5.9), ademas del tiempo de
computo, para lo cual se efectuaron experimentos 1D, 2D y 3D bajo diversas condiciones de

flujo.

Los algoritmos se codificaron en lenguaje FORTRAN 90, y las corridas
computacionales se realizaron en una computadora con procesador Pentium II a 450 Mhz y

256 Mb de memoria RAM.

En algunas situaciones sencillas de flujo en cauces fluviales, el sistema puede
considerarse unidimensional. ~ Para representar este tipo de problemas hidraulicos, se
realizaron experimentos numéricos sobre una malla unidimensional de 500 nodos con

Az =1.0m. El tiempo total de simulacién fue 7 = 40000s, con At =1.0s. La difusidén

considerada fue D,=0. A su vez, las condiciones iniciales consistieron en un pulso de

contaminante con ¢f° = 30.0%o, el cual abarcaba desde la celda 5 hasta la 30, y en el resto de
las celdas se considero ¢’ =0.0%o (figura 5.5), mientras que en las fronteras se impuso la

condicion ¢ = 0.0 %o .
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c A
30
0 >
0 100 200 300 400 500  Celdas

Figura 5.5. Condiciones iniciales en experimentos numéricos unidimensionales.

En los experimentos 1D, el pulso de contaminante fue sometido a la accion de dos

campos de flujo diferentes. En unos se consider6 u = 0.010 "%, y en otros se impuso

Tt \
u = 0.010cos| —| MY/ .
)00 5 /s

7

En ausencia de difusion, el pulso de contaminantes teéricamente debe desplazarse
como un cuerpo solido, por lo que en el experimento en que se consideré velocidad

u = 0.010 "%, al final de la simulacion, el pulso de contaminantes debe ubicarse sin

deformacion en las celdas 405 a 430; mientras que en los experimentos en que se considerd

e
1 = 0.010 cos i My, el pulso debe regresar a su posicién inicial sin deformarse,
,000 s

siempre y cuando no exista pérdida de masa a través de las fronteras. Estas condiciones
finales de ambos casos, se toman como solucion  tebrica (analitica) para efectos de

comparacion con los resultados de los experimentos.

En los primeros dos experimentos unidimensionales, con flujo uniforme que genera
una onda de contacto, el RASTREO ACUA se aplico sin resolucién intramalla (factor de

resolucion intramalla igual a uno). Los resultados de estos experimentos 1D se consignan en
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las tablas 5.1 y 52. A excepcion del desfasamiento (1), en todos los criterios estadisticos

evaluados, el RASTREO ACUA tiene igual o mejor desempefio que el esquema veleta. Se
sabe que el principal defecto del ACUA es su dificultad para ubicar con precision la posicion
de las ondas, por lo que el ligeramente mejor resultado del esquema veleta, reportado en la

tabla 5.1, puede tener esa justificacion. Es preciso sefialar que el tanto el RASTREO ACUA
como el esquema veleta, son capaces de conservar la masa (E = 1) ya que sus algoritmos de

transferencia entre celdas computacionales la garantizan. Sin embargo, el esquema veleta
disipa la solucion, por lo que en los ultimos instantes del segundo experimento expulsa masa a
través de las fronteras del dominio computacional. Para explicar la mayor rapidei de
ejecucion del RASTREO ACUA en estos dos experimentos unidimensionales, es conveniente
recordar que el ACUA es similar al esquema veleta. La ventaja del ACUA estriba en que este
esquema decide avanzar la solucion o mantenerla en el mismo nodo con ayuda de una

secuencia de vectores equidistribuidos, lo cual reduce la cantidad de operaciones aritméticas.

Tabla 5.1. Estadisticos para flujo permanente uniforme con « = 0.010 7% .

T Var(e) | €, Pee He 5
en %0 en s
RASTREO 0.000 7214 0.239 0914 0.004| 11.423
ACUA
Veleta 0.530] 20.084 1.690 0.762 ‘ 0.000| 15.819

Tabla 5.2. Estadisticos para flujo transitorio uniforme con v = 0.010 cos[ e ] .
,000s
T Var (e) = Pee g I3
en %o en s
RASTREO 0.000 3.607| 0.119| 0957 0.057| 16.753

ACUA
Veleta 0.431| 14.133 1.178| 0.860| -0.083| 27.386
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Para conocer de qué manera mejora la precisién del RASTREO ACUA al aumentar
el factor de resolucion intramalla, se efectuaron experimentos 1D en los que el pulso de

contaminantes se sometié a un campo de flujo uniforme y permanente con u = 0.010 7%

Los resultados se ilustran en las figuras 5.6 a 5.9. En ellas se aprecia que la mejora mas
significativa (entre las resoluciones evaluadas) se presenta al pasar de una resolucién

intramalla de 1 a otra de 11.

Con el fin de estudiar la respuesta del RASTREO ACUA a la resolucién intramalla
bajo diversos campos de flujo transitorio y uniforme, se hicieron experimentos en los que

mediante una variacion sinusoidal de la velocidad, se asemejan el flujo y reflujo de marea en
; . . ! ;
un estuario. Para ello, se impuso la velocidad u:OKOIOcos(?—), donde 1 es el tiempo

transcurrido, y 7" es el tiempo total de simulacion.

Ademas de haberse verificado que en todo momento se conserva la masa, en esta

serie de experimentos se obtuvieron los resultados que se reportan en las figuras 5.10 a 5.13.

1D
50 -(
40
~ 30
p—
§ 20
10 -
A
0+ r Tk T T T
0 10 20 30 40 50 60
Factor de resolucién intramalla

Figura 5.6. Varianza de los errores residuales, obtenida bajo flujo 1D uniforme y permanente.
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1D

2.5

2.0
15~
8abs

1.0 -

0.5 -

A
0.0 J“ A T T T T
0 10 20 30 40 50 60
Factor de resolucion intramalla

Figura 5.7. Media de los errores residuales absolutos, obtenida bajo flujo 1D uniforme y
permanente.

1D
1.0 — ——A- A A A A
0.9 |4
0.8 -
pCc
0.7 -
0.6
0.5 -
0.4 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
Factor de resolucién intramalla

Figura 5.8. Correlacién entre la solucién del modelo y la solucién analitica, obtenida bajo flujo 1D
uniforme y permanente.
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Factor de resolucién intramalia
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Figura 5.9. Desfasamiento (p,) entre la solucién calculada con el RASTREO ACUA y la solucién
analitica, obtenido bajo flujo 1D uniforme y permanente.

1D
50
40 -
—~ 30 -
B,
2 20
10
A
0+ A rA rh rA rh
0 10 20 30 40 50
Factor de resolucion intramalla

60

Figura 5.10. Varianza de los errores residuales, obtenida bajo flujo 1D transitorio uniforme.
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1D
2.5 *r
2.0 -
1S
8;\!)5
1.0 1
0.5 -
0.0 ”5“ |‘ —TA T IA |A 1
0 10 20 30 40 50 60
Factor de resolucion intramalla

Figura 5.11. Media de los errores residuales absolutos, obtenida bajo flujo 1D transitorio uniforme.

1D

»>
»

1.0 -

0.9 -

P Ce

0.7
0.6 -

0.5 -

»

0.4 3 . - T T T

10 20 30
Factor de resolucion

40 50
inframalla

60

Figura 5.12. Correlacion entre la solucion del RASTREO AC
flujo ID transitorio uniforme.

UA y la solucién teorica, obtenida bajo
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1D

0.10 +—
0.05 TA

0.00 - A A a
Jr-0.05 )
-0.10 -
-0.15 -
-0.20 -

"{)-25 T T T T T 1

0 10 20 30 40 50 60
Factor de resolucion intramalla

K

Figura 5.13. Desfasamiento en direccion x de la solucién del RASTREQ ACUA con respecto a la
solucion tedrica, obtenido bajo flujo 1D transitorio uniforme.

Para imponer una dura prueba a los algoritmos que resuelven la adveccion, se han
disefiado experimentos numéricos que exponen un pulso de contaminantes a un campo de
velocidades  rotatorias (Zalesak, 1979; McRae er al, 1982, Smolarkiewicz, 1982;
Smolarkiewicz, 1983; Smolarkiewicz y Grabowski, 1990; Chen y Falconer, 1994; LeVeque,
1996; Gross ef al., 1999). Por esta razon, y para semejar las corrientes rotatorias de marea en
mar abierto, en la presente investigacion se realizaron experimentos 2D de ese tipo. La malla

empleada tiene un espaciamiento de Az =1.0m y Ay =1.0m, con un paso de tiempo
At =1.0s, y un tiempo total de simulacién 7'=1,000s. La difusion considerada fue
D,=D,=0. A su vez, las condiciones iniciales consistieron en un pulso de contaminante en
forma de disco ranurado con ¢® = 30.0%o en la zona interior del disco, y ¢’ = 0.0%o en el

exterior del disco ranurado, mientras que en las fronteras se prescribid la condicion

" =0.0%0 (figura 5.14). El pulso fue sometido a un campo de flujo rotatorio con

velocidades:
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ZW(ﬁ—y)Ay

5.10)¢ u =
(5.10)0 u 7
¥
21((3‘771‘)A[1I
G1lHey=—"——"—
T

donde  y ¥ son las coordenadas del eje de rotacion (centroide del dominio computacional),
x y y son las coordenadas de cualquier punto en el interior del dominio computacional, y 7" es
el tiempo total de simulacion. Bajo estas condiciones, el pulso demora 1,000 s en dar una
revolucion completa en torno al punto central. Idealmente, el pulso de contaminante debe
trasladarse como un sélido rigido alrededor del eje de rotacion. Debido a que se esta
considerando difusion nula, después de una revolucion completa el pulso debe regresar a su
posicion inicial sin deformarse. De esta manera, las condiciones iniciales se pueden tomar
como solucion teodrica (analitica) de las dos series de experimentos bidimensionales que se

realizaron.

En todos los experimentos bidimensionales, la posicion del pulso inicial de

concentracion se definid con los valores mostrados en la tabla 5.3.

Tabla 5.3. Dimensiones del pulso inicial de concentracién. En su interior ¢|° = 30.0 %o, mientras que

en su exterior ¢’ = 0.0 %o .

Factor de Radio T y Largo x de ranura | Largo y de ranura
refinamiento de
malla
1 T5m 375 m 25.0 m 8.0m 35m
2 15.0 m 750 m 50.0 m 16.0 m T70m
4 30.0 m 150.0 m 100.0 m 32.0m 14.0 m
8| 60.0m| 300.0m| 200.0m 64.0 m 28.0m
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Figura 5.14. Condiciones iniciales de los experimentos numéricos 2D.

En la primera serie de experimentos 2D, se analiz6 la sensibilidad de los esquemas
estudiados respecto al refinamiento de la malla. Los experimentos se realizaron sobre mallas

de 50 x50, 100 x 100, 200 x 200 y 400 x 400 nodos; correspondientes a factores de

refinamiento de malla de 1, 2, 4 y 8, respectivamente. Los resultados se ilustran en las figuras
5.15 a 5.21. Estas figuras revelan que el desempefio del RASTREOQ ACUA en general es
mejor que el esquema veleta. Otro aspecto favorable del RASTREO ACUA es que el tiempo
de computo es similar al del esquema veleta. Es preciso sefialar que tanto el RASTREO
ACUA como el esquema veleta conservan la masa, aunque debido a la disipacion, el esquema

veleta expulsa masa a través de las fronteras del dominio computacional.
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0.0 1 A A A 2
-0.5
-1.0 -
"'1-5 B R T T T T
0 2 4 6 8 10
Factor de refinamiento de malla J

2D
50 —
A
T 4 RASTREO ACUA
40 o Veleta
o)
7~ 4
w 30 o 3
= o]
= . s
A
10 -
A
0 R T T T T
0 2 4 6 8 10
Factor de refinamiento de malla

Figura 5.16. Varianza de los crrores residuales en experimentos con flujo 2D rotatorio.
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Figura 5.17. Media de los crrores residuales absolutos en experimentos con flujo 2D rotatorio.
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A
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pCc A

0.7 - o o : o
0.6 | ©

A RASTREO ACUA
0.5 - A

0 Veleta
0.4 3 T T T T

0 2 4 6 8 10
Factor de refinamiento de malla

Figura 5.18. Correlacion entre la solucion del modelo y la solucién analitica, obtenida bajo flujo 2D
rotatorio.
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2D
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o 0 Veleta
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Factor de refinamiento de malla

Figura 5.19. Desfasamiento (j1,) entre la solucién del modelo y la solucion exacta, obtenidas bajo
flujo 2D rotatorio.

T 2D
0.30 -
0.25 - o A RASTREO ACUA
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Factor de refinamiento de malla

Figura 5.20. Desfasamiento (py)cntre la solucién del modelo y la solucién tedrica, obtenido bajo
flujo 2D rotatorio.
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Figura 5.21. Tiempo de calculo requerido por el RASTREO ACUA en experimentos con flujo 2D

rotatorio.

Adicionalmente, se ejecuto6 una serie de experimentos bidimensionales para

identificar el efecto de la resolucién intramalla sobre la precision de la solucién calculada. Las

velocidades se definieron mediante las expresiones 5.10 y 5.11; las condiciones iniciales y de

frontera, se definieron iguales a las de la serie de experimentos 2D en los que se evaluo la

influencia del refinamiento de malla. Los resultados de este conjunto de experimentos se

muestran en las figuras 5.22 a 5.27. En el caso de Var(e), p.,, 1, y K, , las graficas muestran

que la resolucién intramalla mejora la precision del RASTREO ACUA. Es preciso sefialar,

que la masa se conservé en todos los experimentos de la serie.



117

2D

1.00 — —’

0.50

0.00 -a
Y " A

-0.50 - 4

A A
-1.00
A
-1.50 +— | T . T T
0 20 40 60 80 100 120
Factor de resolucion intramalla

Figura 5.22. Influencia de la resolucion intramalla sobre el error normalizado de la concentracion pico
en experimentos con flujo 2D rotatorio.
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Figura 5.23. Influencia de la resolucion intramalla sobre la varianza de los errores residuales en
experimentos con flujo 2D rotatorio.
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Figura 5.24. Influencia de la resolucién intramalla sobre la media de los errores residuales absolutos
en experimentos con flujo 2D rotatorio.
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Figura 5.25. Influencia de la resolucion intramalla sobre la correlacién entre la solucion del
RASTREO ACUA vy la solucién teérica en experimentos con un flujo 2D rotatorio.
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Figura 5.26. Influencia de la resolucion intramalla sobre el desfasamiento (j1,) entre la solucién del

modclo y la solucion tedrica en experimentos con un flujo 2D rotatorio.
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Figura 5.27. Influencia de la resolucion intramalla sobre el desfasamiento (py) entre la solucién del

modelo y la solucion teérica en experimentos con flujo 2D rotatorio.
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Para ilustrar las ventajas del RASTREO ACUA, se realizé una corrida computacional

adicional, en la cual se considera una malla de 50 x 50 nodos; un factor de refinamiento de

malla igual a cuatro, y un factor de resolucién intramalla igual a 11. La figura 5.28 muestra la

posicion de la pluma en cuatro instantes de esta simulacion.

Figura 5.28. Pluma de contaminante cn cuatro distintos instantes de una simulacion 2D.
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Para analizar la aplicabilidad del RASTREO ACUA a problemas 3D no uniformes y

transitorios, se realizo una serie de experimentos sobre una malla de 100 x 100 x 10 nodos,
con Az = Ay = Az =1.0m. El tiempo de simulacioén fue 7 =1,000s, con At =1.0s, y se

consider6 difusion nula. Las condiciones iniciales consistieron en un pulso de concentracion

similar al de los experimentos 2D. Este pulso se consider6 con un espesor de 1.0m , y se ubico

en la tercera capa (desde la superficie hacia el fondo) de la malla. En las fronteras se impuso

la condicion ¢* = 0.0%. El pulso fue sometido a un campo de flujo rotatorio con

velocidades horizontales dadas por (5.10) y (5.11), sobrepuestas a un flujo vertical con

velocidad w = 0.01cos My, de tal forma que el pulso rotaria y bajaria para luego

gl

subir, y regresar rotando a su posicion inicial. Teoéricamente, el pulso se mueve como un
cuerpo solido, por lo que las condiciones finales deben ser iguales a las condiciones iniciales.

Los resultados de estos experimentos se muestan en las figuras 5.29 a 5.35.

3D
1.0
0.5 -
0.0 4
Y
0.5 & ’ 2
-1.0 A A
"'1-5 . T T T T
0 10 20 30 40 50
Factor de resolucion intramalla

Figura 5.29. Efecto de la resolucion intramalla sobre el error normalizado de la concentracién pico en
experimentos con flujo 3D transitorio y no uniforme.
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Figura 5.30. Efecto de la resolucion intramalla sobre la varianza de los errores residuales en
experimentos con flujo 3D transitorio y no uniforme.
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Figura 5.31. Eftcto de la resolucion intramalla sobre la media de los errores residuales absolutos en
experimentos con flujo 3D transitorio y no uniforme.
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Figura 5.32. Efecto de la resolucion intramalla sobre la correlacion entre la solucion del RASTREO
ACUA y la solucién teorica en experimentos con flujo 3D transitorio y no uniforme.
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Figura 5.33. Efecto de la resolucion intramalla sobre el desfasamiento (p,) entre la solucién del
RASTREO ACUA y la solucién teorica en experimentos con flujo 3D transitorio y no uniforme.
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Figura 5.34. Efecto de la resolucion intramalla sobre el desfasamiento (uv) entre la solucion del

RASTREO ACUA vy la solucién tedrica en experimentos con flujo 3D transitorio y no uniforme.
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Figura 5.35. Efecto de la resolucién intramalla sobre ¢l desfasamiento (p,) entre la solucion del

RASTREO ACUA vy la solucion tedrica en experimentos con flujo 3D transitorio y no uniforme.
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Los valores ideales de los estadisticos analizados son: Y=0, Var(e)=0, 82: =0

>

Pe.=1, E=l y p,=p,=pn,=0. En general, los resultados obtenidos en los diversos

experimentos realizados, son satisfactorios porque se encuentran relativamente cercanos a esos
valores Optimos. Inclusive, el RASTREO ACUA conserva la masa en todos los casos
estudiados. En el RASTREO ACUA, también se observa que los estadisticos analizados
tienen una tendencia a mejorar a medida que aumenta el refinamiento de malla, o conforme se
incrementa la resolucion intramalla. Sin embargo, es evidente la tendencia a disminuir la tasa

de variacion de los estadisticos conforme aumentan el refinamiento o la resolucién.

En los experimentos 1D reportados en las tablas 5.1 y 5.2, los tiempos del RASTREO
ACUA se consignan menores que los del esquema veleta porque el programa de cémputo (se
anexa en disco compacto) contiene comandos condicionales (IF) que cuando el factor de
resolucion intramalla es igual a uno, impiden la ejecucion de las lineas de programas que
contienen el procedimiento de balance de masa entre celdas. En estas circunstancias,
computacionalmente el RASTREO ACUA opera como si se tratase del ACUA, el cual es mas
rapido de ejecutar que el esquema veleta. Por su parte, en problemas 2D el tiempo de
computo del RASTREO ACUA llega a ser comparable con el del esquema veleta (figura
5.21), ya que el RASTREO ACUA, ademés de contener el ACUA, incluye rutinas de balance

de flujo para conservar la masa, las cuales demandan tiempo de computo adicional.

Cuando alguno de los indicadores p_, 1, o p, tiene signo positivo, significa que el

pulso de contaminantes va “adelantado” (en el eje correspondiente) respecto a la solucidn
teorica de prueba, y cuando el signo es negativo, entonces el pulso va “atrasado”. Aunque el
principal inconveniente del ACUA es su dificultad para ubicar con precision la posicion de las

ondas individuales, los resultados de p_, 1, y p, se refieren al desplazamiento colectivo de

las ondas, y en general son mejores que los del esquema veleta. Un detalle notorio es que en
las figuras 5.13 y 5.35, no siempre existe una tendencia a mejorar conforme se incrementa el
factor de resolucion intramalla.  Este comportamiento andémalo se le atribuye a la
transitoriedad del flujo, ya que justamente en esos dos casos el flujo es no permanente

(recuérdese que en los experimentos 3D, la velocidad vertical no es permanente).
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En el RASTREO ACUA, el hecho de que Y sea menor que cero indica la presencia
de oscilaciones (overshoots), las cuales se manifiestan como estados uniformes de C que
admiten discontinuidades respecto a las celdas adyacentes. Esto se explica porque en
presencia de flujo con onda de choque (figura 5.1), la operacion de balance de masa
incrementa al valor de ¢ en una celda determinada a expensas de disminuirlo en alguna(s)
celda(s) adyacente(s). Es notorio que cuando no se acude a la resolucion intramalla (cuando el
factor de resolucion intramalla es igual a uno), Y es nulo y no se ajusta a la tendencia de
variacion del resto de los puntos de las figuras 5.22 y 5.29, lo cual indica que en ese caso
particular no hay disipacion ni dispersion en la solucién. Esto obedece a que cuando el factor
de resolucién intramalla es uno, la masa permanece en el nodo, o avanza desde un nodo
adyacente, pero no hay transferencia parcial de masa, es decir, en esas circunstancias, el flujo

de masa en el RASTREO ACUA se efectia de la misma manera que en el esquema ACUA.

En todas las series de experimentos numéricos realizados, es de resaltarse la alta
correlacion con la solucion tedrica de prueba, ademas de que el RASTREO ACUA conserva
rigurosamente la masa. Pero la eficiencia computacional del RASTREQ ACUA sobresale
cuando se le contrasta con los resultados obtenidos por otro modelo. Por ejemplo, Quamrul
[1993] implementd un modelo que resuelve la componente advectiva mediante el método
retrospectivo de caracteristicas, y la difusion mediante un método implicito de direcciones
alternantes. Al comparar el esfuerzo computacional de su modelo versus el esquema veleta, el
citado autor reporta lo siguiente: 16.5 veces mas tiempo en campo de flujo uniforme, 22 veces
mas tiempo en el caso de un campo rotatorio de velocidades, y 20 veces mas tiempo para flujo

transitorio.



CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
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En este trabajo, se demostré que si se satisface el requisito de equidistribucién de la
secuencia de vectores 3D, entonces el ACUA tridimensional es capaz de avanzar la solucién a
la velocidad del campo de flujo. Este requerimiento, aunado a la necesidad de alternar los
signos de las componentes de los vectores, y a la conveniencia de reducir el tiempo consumido
por el proceso de generacion de vectores, condujo a la modificacion del generador de Van der
Corput mediante la incorporacion de un procedimiento de replicacion simétrica.
Adicionalmente, se identificaron secuencias de vectores particulares, que a la luz de pruebas
estadisticas y de experimentos numéricos, representan una mejora al compararse con las

secuencias previamente en uso, cumpliéndose asi al primer objetivo especifico de esta tesis.

La suposicion de linealidad de los problemas de Riemann 3D no representé problema
alguno, y en cambio facilito enormemente el planteamiento de un procedimiento de solucion
sumamente sencillo. De esta manera, el cumplimiento del segundo objetivo especifico no

tuvo mayores complicaciones.

El ACUA mantiene la solucion en un nodo o lo avanza desde un nodo adyacente. La
conceptualizacion cuantica de este comportamiento, fue un factor determinante para la
implementacion del ACUA como un esquema en diferencias finitas tipo veleta (upwind). De
esta manera, se dio cumplimiento al tercer objetivo especifico de la investigacion, y se pudo
demostrar la consistencia, la estabilidad y la convergencia del ACUA. Considerando que las
velocidades cuanticas dependen de los vectores empleados para el muestreo, y de la velocidad
del flujo, los resultados obtenidos permiten deducir que la eficiencia de la equidistribucion de
la secuencia de vectores aplicada, influye en la consistencia, y por tanto en la convergencia del

ACUA. Inclusive, la influencia de la secuencia de vectores se refleja en la difusion numérica.

Por otra parte, la confirmacién teodrica de la ausencia de disipacion y dispersion de la
solucion local obtenida mediante el ACUA 3D, refrenda que este esquema es una opcidn
atractiva para simular el transporte de estructuras frontales. Por lo que, atendiendo al objetivo
principal de la presente investigacion, el esquema del ACUA se implementd en el modelo

RASTREO ACUA, el cual conserva masa integrando globalmente las soluciones locales.



129

En cumplimiento al cuarto objetivo especifico, el RASTREO ACUA fue evaluado
tomado como referente de comparacion al universalmente conocido esquema veleta (upwind)
de primer orden. Con sustento en la evaluacion a que fue sometido el modelo propuesto, se
puede afirmar que su capacidad para simular el transporte de frentes de contaminantes es
satisfactoria. Entre los resultados obtenidos con el RASTREO ACUA destacan las siguientes
ventajas: rapidez de ejecucion, conservacion total de masa y alta correlacion con la solucion
tedrica de prueba. Ademas, el RASTREO ACUA presenta una mejor tasa de convergencia
hacia la solucién analitica, aunque esa tasa disminuye al aumentar los factores de refinamiento
de malla y de resolucion intramalla. Asimismo, el esquema numérico del ACUA es de primer
orden, lo cual facilita la incorporacion de las condiciones de frontera. Otra ventaja, debida a
que el flujo de masa se calcula a través del traslape entre nubes de contaminantes asociadas a
celdas computacionales contiguas, consiste en que se tiene la garantia de que el RASTREO
ACUA no genera valores negativos de la solucién. Por otra parte, su desventaja es que en
simulaciones prolongadas, se requiere una gran cantidad de memoria para almacenar las
condiciones de frontera. Ademas, a pesar de que el ACUA no introduce dispersion, en el
RASTREO ACUA las oscilaciones surgen eventualmente debido al procedimiento seguido

para la determinacion de la transferencia de masa entre celdas computacionales vecinas.

El ACUA es un método disefiado para simular el transporte de frentes con gran
eficiencia. En consecuencia, el modelo RASTREQO ACUA hereda esa aptitud. Aunque este
modelo no fue sometido a experimentos con un campo de concentracion sin discontinuidades,

es posible que otros métodos sean mas eficientes en esas condiciones.

La investigacion realizada esclarece la estructura del ACUA, ubicandolo dentro del
marco tedrico de los métodos en diferencias finitas. El replanteamiento del ACUA como un
método en diferencias finitas, facilité el disefio de un esquema 3D sin separacion espacial de
operadores, lograndose dar cumplimiento a la meta de la presente investigacion. Asimismo, la
clasificacion del ACUA como un esquema veleta, permite adaptar al ACUA muchos avances
que se han tenido en torno a los métodos de ese tipo. Esto hace suponer que se reactivar el
interés en el desarrollo y aplicacién del ACUA al transporte de frentes. En ese sentido, se

recomienda que se profundicen las investigaciones al menos en las siguientes lineas:



iii)

iv)
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Aplicacién de funciones de mayor orden para la concentracion del contaminante.
Actualmente, al aplicar el ACUA, la concentracién del contaminante al interior de las
celdas riemannianas debe ser uniforme. Un desarrollo del ACUA que se hace
evidente, es la aceptacion de variacion de la concentracion al interior de las celdas

riemannianas, permitiendo a la vez discontinuidades entre celdas contiguas.

Aplicacion de antidifusion artificial.  Las técnicas de introduccién de difusion
artificial han sido utiles para la correccion de flujos cuando se conoce de antemano la
difusion numérica. Precisamente, a raiz de que en la presente investigacion se
identifico la estructura de la difusion del ACUA, se facilita la introduccion de
“antidifusion” artificial, por lo que este artificio se presenta como una opcién

interesante para conservar masa.

Implementacion del ACUA en coordenadas curvilineas. La aplicabilidad del ACUA
a cuerpos de agua con geometria irregular se incrementaria si se desarrollase una

version en coordenadas curvilineas ajustable a las fronteras.

Aplicacion del ACUA en la adveccion de momentum. A diferencia del manejo de la
concentracion de un contaminante mediante la EAD, el momentum es una cantidad -
que no es definida positiva. Seria importante conocer las propiedades del ACUA

para transportar una variable con esa particularidad.

Aplicacion del ACUA a sistemas reales. En esta tesis se desarrolla el ACUA para
resolver una sola ley de conservacion (la EAD). Sin embargo, usualmente la EAD se
resuelve acoplada a otras EDP, v. gr. La ecuacién de movimiento. La solucion
simultinea de dos o mas EDP plantea nuevos desafios numéricos que deben
explorarse.  Por ejemplo, las consideraciones de linealidad de los problemas de
Riemann no podrian seguir siendo validas, debido a que en esas circunstancias, la

interaccion entre ondas originaria nuevas ondas no lineales.



Vi)
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Algoritmo eficiente para el manejo de las condiciones de frontera. EI algoritmo
propuesto para la integracion global del ACUA, incluye un procedimiento de rastreo
(referido a la posicion inicial) de las ondas. Esta operacion involucra la definicion de
arreglos matriciales en el codigo computacional. En simulaciones prolongadas, la
presencia de condiciones de frontera implica el manejo de una gran cantidad de
elementos en estos arreglos matriciales, para lo cual seria conveniente una

administracion dinamica y eficiente de la memoria de la computadora.
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