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1 PRESENTACION

Dentro del plan de estudios de la Licencatura en Matematicas, la unidad de
aprendizaje ” Temas Selectos de Topologia” estd ubicada dentro del nicleo inte-
gral y representa una unidad de aprendizaje optativa, en la que el alumno, junto
con el profesor pueden elegir de manera libre los temas a trabajar, pues en mu-
chos de los casos este tipo de unidades van enfocadas a introducir al estudiante
a la investigacién en temas de vanguardia. En los tltimos afnos la topologia ha
tomado gran auge y como tal el alumno necesita herramienta que permita un
mejor desarrollo y entendimiento de la misma.



2 INTRODUCCION

El siguiente tema estd enmarcado en la teoria de continuos. En este contexto
un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Entenderemos
por un subcontinuo a un continuo contenido en algtin espacio. Para la lectura
de esta monografia se presupone que el lector esta familiarizado con el concepto
de continuo, dendroide, abanico y muchas de las propiedades béasicas en relacion
a estos conceptos. Para un mejor aprovechamiento del material se sugiere que
el alumno haya leido la Monografia ” Continuos de tipo N (un primer estudio).
En esta monografia se continuara con el estudio de este tipo de continuos. Se
analizard la relaciéon que guarda este concepto con los siguientes conceptos que
son importantes dentro de la Teoria de Continuos: Contractibilidad, Retrac-
ciones de hiperespacios, Funciones Promedio. Especialmente se desarrollaran
los siguientes Teoremas que aperecen en [2], [6],[7], [8], [9], [12], [16] y [17] (aux-
ilados de algunos més):

Si un continuo es contraible entonces no es de Tipo N.

Si un continuo X acepta retracciones de C(X) sobre X entonces no es de Tipo
N.

Si un continuo X acepta retracciones de F»(X) sobre X entonces no es de Tipo
N.

Si un continuo acepta funciones promedio entonces no es de Tipo V.



3 Contractibilidad y continuos de tipo N

El concepto de contractibilidad de un espacio juega un papel muy importante
dentro de la teoria de continuos, es este capitulo se estudiara la relacién de con-
tinuos de tipo N y la contractibilidad. Primero se presentaran varios resultados,
los cuales seran utilizados en éste y en las secciones posteriores, los cuales se
pueden encontrar en [11] y en [15]

Lema 3.1 Sea X un espacio compacto y {Xn}zoz1 una sucesion de subconjun-
tos cerrados de X tal que para cadan € N, X411 C Xp,. St U es un abierto de
o0

X tal que ﬂ X, C U entonces existe N € N tal que Xy C U

n=1

Demostraciéon. Como U es un abierto se tiene que X \ U es cerrado. Se
sabe que un subconjunto cerrado de un espacio compacto también es compacto.

Como ﬁ X, CU,

n=1
X\UcCX\ () Xn=|J&X\Xn).
n=1 n=1
k
De donde existen ny, na, ..., ng € N tales que X\U C U (X\Xy,). Por hipétesis
j=1

Xnt+1 C Xp, tomemos N = maz {n1,na, ...,ni}, entonces X \U C X\ Xy. Por
lo tanto Xy CU. m

Teorema 3.2 Sean X un continuo localmente conexo y F un conjunto cerrado
de X, entonces existe una sucesion {F,} ~_, de subconjuntos cerrados localmente
conexos tal que:

1. F= ﬂ F,
n=1
2. Fy D Fniq

Demostracién. Se va a construir la sucesién {F,} -, de tal manera que
cumpla las condiciones especificadas.
La demostracién se hace por induccién.

Tomemos F; = X que es cerrado y por hipdtesis localmente conexo. Ahora
supongamos que tenemos construido F), cerrado y localmente conexo, tal que
F C F,. Sabemos que cada componente de un espacio localmente conexo es
abierta (ver [11, Teorema 4, pdg. 230]). Por la compacidad de F,, la familia
de componentes de F,, es a lo més finita. Por [11, Teorema 2, pag.256] dado
€ > 0, F,, es unién de un numero finito de continuos de didmetro menor que e.
Es decir

F,=KrUKPU---UKD



y para toda i = 1,...,m, diam(K]") < 1/n < e. Sea

Fn+1:U{Kf3FﬁKF?é®}
=1

notemos que F' C F,,41 C F,, de donde F' C ﬂ F,.

n=1
[o ]
Ahora siz € ﬂ F,, se tiene que = € F,, para toda n € Ny por la construc-
n=1

oo
cion de F), se tiene que x € F, por lo tanto F' = ﬂ F;, m
i=1

Teorema 3.3 Si A es un subconjunto de un espacio localmente conexo X y C
es una componente de A, entonces Fr(C) C Fr(A).

Demostracién. Supongamos que F'r(C) \ Fr(A) # 0, tomemos

peFr(C)\Fr(d) = [CNX\C]\[ANX\4
C C\[ANX\ 4]
C A\[ANX\A
= AN[X\A)UX\X\A)

AN
c X\(ﬂ).

Como X es localmente conexo y X \ (X \ A) es un abierto que contiene
a p, existe una vecindad conexa E de p tal que F C X\ (X \ A), es decir,
p € Int(E) y ademds p € Fr(C), se tiene que
p € Int(E)NFr(C) =Int(E)N[CN\X \ O]
de donde o
Int(E)NT #0 # Int(E) N (X \ c) .

Mss ain dado que si z € Int(E) N C se tiene que = € Int(E) y z € C, es
decir, cada abierto que contiene a x debe intersectar al conjunto C en particular
x € Int(E) que es un abierto por lo tanto

Int(E)YNC # 0 # Int(E)N(X\ C)
Asi
ENC#0#EN(X\CO) (1)
Como C es una componente de A, E C X'\ (X \ A) C Ay ademds ENC # 0,

se tiene que E C C pues E es conexo. De aqui tenemos que £\ C = () lo cual
contradice (1). Por lo tanto Fr(C) C Fr(4). m



Definicién 3.4 Un subconjunto C de un espacio X, se dice que separa a X
entre dos subconjuntos A y B (C es separador entre A y B) si existen dos
subconjuntos M y N tal que X\ C = MUN, (M NN)UNNM) # 0y
ACM,BCN.

El conjunto C' es llamado separador irreducible entre Ay B si C' es separador
pero ningin sunconjunto C' C C lo es.

Teorema 3.5 Sea X un espacio localmente conexo. Si A es un subconjunto
abierto y conexo y B es una componente de X \ A, el conjunto Fr(B) es un
separador irreducible entre cada par de puntosa € A yb € B.

Demostraciéon. Tomemos a € Ay b € B. Como B es una componente de
X \ A, por el Teorema 3.3,

Fr(B) Cc Fr(X\A)=Fr(A4) (2)
= ANX\ACANX\A
= Fr(A)=4\A

Por lo que si a € A se tiene que a ¢ Fr(B) = BN X \ B, esto implica que
ac€ (X\B)U (X\ (X\B)) De donde a € X \ B, ademas b € B y como

X\ Fr(B)=(X\B)U (X\ (X—\B)) se tiene que Fr(B) separa a de b.

Ahora si @ € Fr(B) por (2) se tiene que € A, de donde x € AN B, es
decir, cada abierto de x intersecta tanto a A como a B, que son conexos, de
donde AU{z}UB es conexo. Por lo tanto ningin subconjunto propio de Fr(B)
separa a de b, en otras palabras Fr(B) es separador irreducible entre a y b. m

Teorema 3.6 Sea X un espacio localmente conexo. Todo separador cerrado
C entre a y b contiene un subconjunto cerrado F que es separador irreducible
entre a y b.

Demostraciéon. Como C' es separador entre a 'y b, X \ C = M U N donde M
y N son separados con a € M, b€ N.
Sea A C X \ C la componente de a, se tiene que que A C M y notemos que

AUFr(A)=A4Ac M. (3)

Por otra parte se tiene que X = M UN U C de donde Fr(A) c MuUC
ya que si Fr(A) NN # (), por (3) se tiene que M N N # (), pero esto es una
contradiccién pues M, N son disjuntos.

Como b € N tenemos que b € X \ 4, yaque A = AU Fr(A) ¢ MUC.
Tomemos B la componente de b en X \ A entonces, por el Teorema 3.3 se tiene
que
Fr(B)C Fr(X\A)=Fr(A)=AnX\ACcAnX\A=Fr(A) cC

Por el Teorema 3.5 es suficiente tomar F' = Fr(B) que es cerrado, como
separador irreducible entre a y b. m



Teorema 3.7 Sea X un espacio normal y localmente conexo. Siag € Fy, a1 €
Fy donde Fy, Fy son cerrados y FoNFy = 0, entonces existe un conjunto cerrado
separador irreducible entre ag y a1 y disjunto de Fy U Fi.

Demostracion. Como X es normal y dado que F; son cerrados disjuntos,
existe un abierto G tal que

FRCGCGCX\F. (4)

Ya que X\ Fr(G) = (X\@)U(X\ (X—\G)) y de (4) se tiene que F} C X\G

y Fo € X\ (X \ G) entonces Fr(G) es separador entre cada par ag € Fy y
ay € F.
Usando el Teorema anterior F'r(G) contiene un separador cerrado F irre-

ducible entre ag y a;. .
Ademsds, de (4) se tiene que (X \G)NFy =0y F1 NG = (), de donde

Fn (F()UFl) C FT(G) n (FoUFl)

=0

Entonces, F' es un separador cerrado irreducible entre ag y a1 y ademas es
disjunto de Fy U F}. m

Teorema 3.8 Sea X un espacio normal, localmente conexo, compacto y uni-
coherente. Para j = 0,1, tomemos p; € F; con Fj cerrado y FyNFy =1,
entonces existe un separador L entre py y p1 que es cerrado, localmente conexo
y disjunto de Fy U Fy

Demostracién. Como X es un espacio normal, FoNFy =0y p; € F; se
sigue del Teorema 3.7, que existe un separador C' entre py y p1 que es cerrado
y disjunto de Fjy U F3.
Por el Teorema 3.2 y dado que C' es cerrado, existe {Cy,}, | una sucesién
o0

de cerrados localmente conexos tal que C,,41 C C,, y C = ﬂ Ch.
n=1
Ahora como C N (Fy U F1) = 0, X \ Fy U F es un abierto tal que C' C
X\ (Fo U Fy). Por el Lema 3.1, existe N € N tal que Cny C X \ (Fp U ).
Si tomamos L = Cj, tenemos que L el cerrado, localmente conexo y disjunto
de Fy U F} que es lo que se queria. m

Definicién 3.9 Sean f: X — Y y f' : X — Y funciones continuas, diremos
que son homotépicas si existe una funcion continua h: X x I —'Y tal que

i) h(x,0) = f(z) para toda x € X

it) h (z,1) = f'(x) para toda x € X



Definicién 3.10 Un espacio X es contraible respecto a'Y si para toda funcion
f: X =Y setiene que f es homotopica a una funcion constante.

Si en la definicién anterior f : X — X es la identidad diremos que X es
contraible en si mismo 6 simplemente que es contraible.

Veamos la siguiente definicién antes de pasar a la demostracién del teorema
principal de esta seccion.

Definicién 3.11 Un espacio topoldgico es homeomorfo a la letra griega 6 si
consiste de tres arcos Lo, L1 y Lo, los cuales, dos a dos tienen exactamente los
puntos extremos en comun. A tal espacio le llamaremos 0 — curva.

12.eps 12.eps

Figure 1: Continuo #-curve

El siguiente teorema aparece en [11, § 61, II, Teorema 2, pdg. 511]

Teorema 3.12 Sea X un espacio topolégico, si C es una 6-curva, entonces
X\C=DyUD1UDy y Fr(D;) = L;UL;y1, (los subindices son reducidos mod
3) donde los discos Do, D1 y D2 son componentes de X \ C.

Teorema principal de esta seccién (ver [16]).

Teorema 3.13 (L.G. Oversteegen) Supongamos que X es un espacio métrico
yp,qg € X. Si X es de tipo Nentre pyq, y f: X — X es una funcion
homotdpica a la identidad, entonces p,q € f(X). En consecuencia X no es
contraible.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad se probard que p € f(X). Tomemos
los arcos A, A;, Al y los puntos p;, p}, v, @i, ¢}, ¢/ como en la definicién de
continuo de tipo N.



Supongamos que p ¢ f(A), y sea h: X x I — X una homotopia tal que:
h(z,0) =z, h(z,1)= f(z) (5)

Dado que p ¢ f(A)ypor (5), f(A) = h(Ax{1}), se tiene que h=1(p) N (A x {1}) = 0,
es decir, h=1(p) es disjunto del arco (A x {1}). También se tiene que (p,0) €
h~1(p). En particular la componente C' que contiene al punto (p, 0), del conjunto
compacto h™1(p) N (A x I) es disjunto con el arco (A x {1}).

Afirmamos que C' N ({q} x I) # (), para probar esta afirmacién supongamos
que no es asi, es decir,

CniAx{1hHu(at x D=0 (6)

Nétese que (p?,0) € (h=1(p!)N (AL x I)), Sea C; la componente del conjunto
compacto h=1(p!) N (AL x I) que contiene al punto (p/,0). Como la sucesién
{A;};2, converge a A, entonces los conjuntos A x {I} convergen a A x {I},

o0
por el Teorema 2.1, (A x I)U U(A; x I) es un espacio métrico compacto, més

i=1
aun los conjuntos {¢;} x Iy {¢;} x I convergen a {¢q} x I.

Si para cada i € N, el continuo C; intersecta ya sea a (A} x {1}) o {¢;} x I
o {¢;} x I, la sucesién de continuos {C;};~; puede contener una subsucesion
convergente a un continuo en h=!(p) N (A x I) y que contiene al punto (p,0)
(pues {p} x I converge a {p} x I) e intersecta ya sea a A x {1} o {q} x I.
Este tltimo continuo debe estar contenido en C, contradiciendo (6).

Entonces podemos tomar subindices & = 1,2, 3, ..., tales que

Cr N [({ax} x DU (A, x {1HU{gp} x D] =0 (7)

Ahora tomemos el arco

I'=({a} x DU A x {1H U (g} x 1)

y el conjunto compacto Z = ® UT, donde ® = h~1(p}) N (A4}, x I) y notemos
que Z no es conexo entre I' y el punto z = (p;, 0)e Z\T.

Pues si fuera conexo entre esos dos conjuntos, por el Teorema 2.6 existiria
una componente K de Z, tal que K NI # () y 2 € K, entonces podemos
considerar los siguientes casos:

Casol.- K Z ®.

Entonces K N® es un subconjunto propio cerrado del continuo K y z € K N ®,
usando el Teorema 2.8, tenemos que la componente K’ de K N ® que contiene
al punto z, intersecta la cerradura del conjunto

K\(KN®)=K\®cCZ\dcTl
es decir, K'NT # 0.

Caso 2.- Si K = ®.
En este caso basta con tomar K’ = K.

10



En ambos casos obtenemos un continuo K’ contenido en ® y que contiene al
punto z tal que K’ NT # (), recordando la definicién de C; y ® tenemos que K’
debe estar contenido en Cj. Esto implica que Cy NT' # () contradiciendo (7).

De esta manera Z no es conexo entre I' y z, en otras palabras (4}, x I)\ Z
separa el disco (A}, x I) entre I' y z. Como (A}, x I) es un continuo unicoherente
y localmente conexo, por el Teorema 3.8, existe un continuo localmente conexo
L C (A}, xI)\ Z, que también separa el disco entre I' y z.

Ahora, el punto z divide el arco A}, x {0} en dos subarcos Ay A’. Tomemos
(q,0) €Ay (q;c, 0) € A’, cada uno de estos arcos conectan z y I, por lo que L
debe intersectar tanto a A como a A’ en algunos puntos d, d’ respectivamente,
donde d,d’ ¢ T U {z}, tomemos A, A’ subarcos de A y A’ con puntos extremos
d, (gx,0) y d', (g}, 0) respectivamente, por el Teorema 2.15, tenemos que la unién
U=LUAUA es un continuo localmente conexo, y también lo es su imagen
h(U).

Por otra parte se tiene que

Lc(A,xD\Z c (A, xD\®
(Af, x D\ [~ (pi) N (A, x 1)]
(X < D\ [~ (p})]

ﬁAdU/zl’ C (A x {0\ {2} = (A5 x {0\ (9, 0) = (43 \ {p{}) x {0}

N

h(AUA) C AL\ {pi}- (8)

Dado que los puntos (gx,0), (¢;,,0) € AUA" C U se sigue que h((gx,0)) = gk
v h((q},,0)) = g}, pertenecen a h(U), que es un continuo localmente conexo, de
donde existe un arco que une g con ¢, y al mismo tiempo no contiene al punto
P, ya que si p} € h(U), se sigue que h™*(p})) C U = LUAUA’, pero por (8) se
debe cumplir que h(p}) C L lo cual no es posible pues L C (X x I)\ [n=1(p})].
Por lo tanto p} ¢ h(U) pero esto contradice el hecho de que cada arco que une
gn con ¢, debe contener a p!! .

Con esto se demuestra que C' N ({¢q} x I) # 0.

De la misma manera si ¢ ¢ f(A), y D es la componente del conjunto com-
pacto h=1(q) N (A x I) que contiene al punto (g,0), cambiando A;, C, p, p!/, ¢, ¢’
por A}, D,q,q!, p;,p; respectivamente y siguiendo las mismas ideas, podemos
afirmar que D N ({p} x I) # 0.

Dado que p # ¢ se tiene que h=1(p) N h=1(q) = 0, asi CN D =0. Como
A x I es un espacio normal existe un conjunto abierto U tal que C C U C Ax 1
yUND=.

Tomemos V' la componente de U de contiene a C', dado que A x I es local-
mente conexo se sigue que V' es un conjunto abierto y ademéds es arco conexo,
(ver [11, Teorema 4, pag.230]).

Notemos que D N (({p} x I)\ V) # 0. Sea o un arco contenido en V que
va de (p,0) al, conl € (¢ x I) NC, para a,b € « tal que a estd entre p y b,
denotemos por aygy el subarco de o cuyos puntos extremos son a y b.

11



Dado que ({p}xI)ND # () existen puntos pg, qo y T, tales que py € a N ({p} x I)
(puede ocurrir que pg = (p,0)) v go € aN ({q} x I) (puede ocurrir que ¢o = 1)
ademas

apege N [({P} x 1) U ({g} x D)] = {po, g0} -

Y, o bien x € ({p} X I)pogo N D 0 x € ({p} X 1) py(p,1) N D, donde ({p} X I)pygo ¥
({p} X I)py(p,1) denotan los subarcos de {p} x I cuyos puntos extremos en X x [
son po, qo ¥ Po, (p, 1) respectivamente.

Tomemos

A=({p}x DU({g} x ) UA’

donde A’ = (A x {0}) U (A x {1}), se tienen los siguientes casos:
i) g0 € aN({p} x I) y apoge NA = {po, qo}

i) qo € aN({g} X I) y apygo N A ={po,qo}

iif) @0 € [N ({g} x 1)) UlaN ({p} x D)] ¥ Qpyay N A 7 0.

En este caso vamos a considerar un punto rop € y,yq, de tal manera que
gy N A' = {ro}.

Notemos que en los casos (¢) y (i7) el conjunto ayyq, UA es una 8 — curva en
Ax 1y enelcaso (ii1), aryq, UA es una 6 curva en A x I, por lo tanto el conjunto
D satisface D C Ax I\ oy, q, Sise tienen los casos (7) y (i2) 0 D C AxI\ayyq, sise
tiene el caso (#i¢) y D intersecta ya sea a las dos componentes de AX I\ ayp,q, 0 las
dos componentes de A x I'\ a,q, Tespectivamente pero esto es una contradiccién
pues D es conexo en Ax I. Esta contradiccién surgié de suponer que p,q ¢ f(A).
|

El siguiente abanico no es contraible por ser de tipo V.

4.eps 4.eps

Figure 2: Abanico contraible
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El siguiente resultado fue dado por Lex G. Oversteegen en [18], inicamente
mencionamos este teorema ya que la demostracién escapa a los intereses de este
trabajo.

Teorema 3.14 Si X es un abanico contraible con vértice v, entonces X es
localmente conexo en v.

T. J. Lee en [12] demostré el siguiente corolario con herramientas diferentes
a las presentadas en este trabajo.

Corolario 3.15 57 X es un abanico contraible, entonces tiene la propiedad de
interseccion doblada.

Demostracion. Usando la herramienta presentad aqui daremos una prueba
alterna al resultado anterior.
Como X es contraible, por el teorema anterior, se tiene que X es localmente
conexo en el vértice. Por el Teorema 3.13, X no es de tipo N, por el Corolario
7?7 tenemos que X tiene la propiedad de interseccién doblada. m

Usando el Teorema 3.13 y el Teorema 7?7 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.16 Sea X un continuo, si X es contraible entonces para cada
arco de X la interseccion de todos sus conjuntos de doblez es distinta del vacio.

Dado el resultado anterior es natural hacer la siguiente pregunta.
¢Si X es un continuo que no es de tipo N, entonces X es contraible?
La respuesta es NO. Para dar una respuesta a la pregunta anterior serd

necesario algunos resultados de la siguiente seccién. Por lo que en la siguiente
seccién se respondera esta pregunta.

13



4 Propiedad [*|

El resultado principal de esta seccién fue dado por S. T. Czuba en [8], el cual
trata una clase de continuos no contraibles que no necesariamente son de tipo
N pero que son obtenidos de continuos de tipo N bajo funciones que satisfacen
algunas condiciones especiales, veamos cuales son esas condiciones.

Definicién 4.1 (S. T. Czuba) Sea X un continuo de tipo N entre p y q, Y
un continuo hereditariamente unicoherente y g una funcion continua de X en
Y. Decimos que (X,g,Y) tiene la propiedad [*] si se cumplen las siguientes
condiciones:

i) g(p) #9(q)
ii) g (Pndy) N g (gnpn) = 9(qy)

/"1

i) g (gup”) N g (Pq.) = g (p!)

Ejemplo 4.2 Considere K,, = ({2} x[32,2)U([%, ] x{FZ HU({ L — 5=} x
[S3DU(E -t - = x {EHu({L -5} x[3, 2]) para cadan €N.
K ={0} x [-3,2], L =[1,0] x {2} y hagamos
X=KULU|J(Ky)
n=1

La siguiente figura muestra al continuo X .

Tomemos g : X —Y = g(X) como la funcidn que identifica los puntos (0,y)
con los puntos (0,—y) para todo y € [—1,1].

Tenemos que (X, g,Y) tiene la propiedad [#].

13.eps 13.eps L]

Figure 3: Continuo X
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Un resultado que nos serd de utilidad es el siguiente y aparece en [11], p.
374.

Teorema 4.3 Y es contraible si y sélo si para cada X espacio topoldgico, X
es contraible respecto a 'Y .

Demostracion. Supongamos que Y es contraible. Sea X un espacio topolégico
y f: X — Y una funcién continua, vamos a demostrar que f(z) es homotdpica
a una funcién constante.
Como Y es contraible entonces existe h : Y x I — Y continua, tal que:
i) h(y,0) =y paracaday €Y
it) h(y,1) =cparacaday €Y
En particular si y = f(x) tenemos que h(f(z),0) = f(z) y h(f(z),1) =c.
Definamos H : X x I — Y como;
H(z,0) = h(f(x),0) = f(x)
H(z,1)=h(f(x),1)=c
Si consideramos g : X x I — Y x I definida por g(z,t) = (f(z),t), se
tiene que g(z) es continua, pues es continua coordenada a coordenada, ahora
notemos que h(g(x,t)) = h(f(x),t) = H(x,t), entonces H es continua, pues
es composicién de funciones continuas, se tiene que f(x) es homotdpica a una
constante, por lo tanto X es contraible respecto a Y.
Ahora vamos a demostrar que Y es contraible. Por hipdtesis X es contraible
respecto a Y para cada espacio X, en particular si X = Y se tiene que Y es
contraible en si mismo. ®

Teorema 4.4 (S. T. Czuba) Sean X,Y continuos y ¢: X —Y una funcién
continua dada, Si (X,q,Y) tiene la propiedad [*], entonces para cada funcién
f+ X — Y homotdpica a g, se tiene que g(p), g(q) € f(A) C f(X), en
consecuencia X no es contraible relativo a 'Y y por el Teorema 4.3, Y no es
contraible.

Demostracion. La demostracion de este teorema se muestra de en forma
andloga a la del Teorema de Oversteegen, dado en la seccién anterior.
Se probard que g¢(p),g(q) € f(A). Consideremos los arcos A4, A;, A,y los
puntos p;, v, pi, ¢, ¢}, ¢/ como en la definicién de continuo de tipo N.
Supongamos sin pérdida de generalidad que g(p) ¢ f(A) y tomemos h :
X x I — Y una homotopia tal que:

hz,0) = g(z), h(z,1) = f(z) (9)

Dado que g(p) ¢ f(A) por (9) se tiene que g(p) ¢ h(A x {1}), de donde
h=(g(p)) N (A x {1}) = 0, es decir, h=(g(p)) es disjunto del arco A x {1}.
También se tiene que (p,0) € h=!(g(p)). Sea C la componente del conjunto
compacto h=1(g(p)) N (A x I) que contiene al punto (p,0), C es disjunta del
arco A x {1}. Podemos afirmar que C' N ({g} x I) # 0, probar esta afirmacién
supongamos que no es asi, es decir,

Cnl(Ax{1hu({gt x ] =0 (10)
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Aseguramos que (p//,0) € h='(g(p!)) N (A; x I) y tomemos C; que denota
la componente del conjunto compacto h=1(p!/) N (A} x I) que contiene al punto
(7, 0).

Tenemos que los conjuntos A; x {I} convergen a A x {I}, en consecuencia el

o0

conjunto (A x I U U(A; x I) es un espacio métrico compacto, mas atn, como
i=1

gi, q; convergen a ¢, los conjuntos {¢;} x I y {¢;} x I convergen a {¢q} x I.

Si para cada i € N, el continuo C; intersecta ya sea a A} x {1} o {¢;} x I
o {¢/} x I, la sucesién de continuos {C;};-, puede contener una subsucesién
convergente a un continuo en h=(p}) N (A x I) y que contiene al punto (p,0)
(pues {p!} x I converge a {p} x I), e intersecta ya sea a Ax {1} o {¢} x I. Este
ultimo continuo debe estar contenido en C, contradiciendo (10).

Entonces existen subindices k = 1,2, 3, ... tales que

Ce N [({ar} x DU (A, x {1H U {gi} x D] =0 (11)
Si tomamos los siguientes conjuntos

L= ({au} x DU (4, x {1}) U({g} x 1)
© =h"Hg(py)) N (A}, x I)
Z=oUl
z = (p,0)

y seguimos el procedimiento del Teorema 3.13 tenemos que Z no es conexo
entre I' y el punto z € Z\T', en otras palabras, (A} x 1)\ Z separa el disco (A}, xI)
entre I' y z, de donde existe un continuo localmente conexo L C (A}, x I)\ Z
que también separa el disco entre I' y z.

Podemos tomar U = LU A U A’, donde A, A’ son tomados como en el
Teorema 3.13 y ademés U es un continuo localmente conexo, también lo es
su imagen h(U) y se tiene que: g(p}) ¢ h(U) pero g(qr),9(q)) € h(U) por
la propiedad [*] y dado que Y es hereditariamente unicoherente, esto es una
contradiccién y prueba que C' intersecta al arco {q} x I.

Al igual que en el Teorema 3.13 afirmamos que la componente D del conjunto
compacto h=1(g(q)) N (A x I) que contiene al punto (q,0) intersecta al arco

{p} x 1.

Dado que p # qy g(p) # g(q) se tiene que h~'(g(p)) Nh~*(g(q)) = 0. Como
A x I es un espacio normal podemos formar una #—curva en A x I lo que nos

lleva a una contradiccién y con esto el teorema queda demostrado. m

Ahora ya tenemos la herramienta necesaria para responder la pregunta hecha
en la pag. 13, considere el Ejemplo 4.2. Entonces (X, g,Y) tiene la propiedad
[*] asf por el teorema anterior Y no es contraible y ademds no es de tipo N, lo
que nos dice que el inverso del Corolario 3.16 no se cumple.

Observacién. Notemos que el Teorema 3.13 nos dice que si un continuo
tiene sucesiones de tipo N, entonces no es contraible, pero este teorema no es
de gran utilidad cuando el continuo no presenta este tipo de sucesiones. Sin
embargo, el Teorema 4.4 da un panorama mas amplio de continuos que no son
contraibles.
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5 Funciones admisibles

El siguiente concepto dado por J. J. Charatonik y A. Illanes en [7] y es una
generalizacién de la propiedad [*] que di6 Czuba en [8].

Definicién 5.1 (J. J. Charatonik, A. Illanes) Sean X,Y continuos y g : X —
Y wuna funcion sobreyectiva. Decimos que g es admisible si se prueba que

i) X es de tipo N entre algunos puntos p vy q,

1) Y es hereditariamente unicoherente y

iii) Lim sup [9([pn, 43]) N g([gn, L)) N Lim sup [g([gn, pr]) N g([pn, an))]

En el Ejemplo 4.2 se da una funcién que cumple la definicién anterior.

El siguiente teorema generaliza el teorema dado por Czuba en [8]. Para la
demostracion basicamente seguiremos las ideas de lo probado por Oversteegen
en [16].

Teorema 5.2 (J. J. Charatonik, A. Illanes) Sea ¢g: X — Y wuna funcién ad-
misible entre los continuos X, Y.

# f(A) N Q, en consecuencia, X no es contraible respecto a Y, de esta
manera, por el Teorema 4.3, Y no es contraible.

Demostracién. Dado que g : X — Y es admisible, el continuo X es de tipo
N. Tomemos los arcos A, A,, Al los puntos p,, ph, P, Gn, G, ¢, cOMO en
la definicién de continuo de tipo Ny h: X x I — Y una homotopia tal que

h(z,0) = g(z), h(z,1)= f(x). (12)
Consideremos los siguientes conjuntos:

I'=({an} x DU (A, x {1H U ({gp,} x I),
© = h™H(g([gn, ) N g([pr, @) N (A7, x 1),
Z =dUT.

Para cada n € N, sea C, la componente del conjunto compacto ® que
contiene al punto (p!’,0).

Notemos que h(p)r,0) = g(prr) € 9([gn,P)]) Ng([pl,q,]), de donde C), estd
bien definida.

Afirmacién.
Co,NT #10 (13)

para probar la afirmacién supongamos que C,, NT' = () y con un procedimiento
parecido al del Teorema 3.13 tenemos que Z no es conexo entre I' y C},, en otras
palabras, (A}, x I) \ Z separa el disco (A} x I) entre I y C,,, recordando la
Definicién 3.4, podemos encontrar dos conjuntos cerrados disjuntos tal que

Z=FUG, C,CF y I'c@G
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Tomemos U, V conjuntos abiertos y disjuntos de (A}, x I) tal que F' C U
y G C V, sea M la componente de (A}, x I) \ U que contiene a I' y L la
componente de (A}, x 1)\ V que contiene a Cy,, L es abierto pues es componente
de un conjunto abierto (A}, x I)\ V en un continuo localmente conexo (A}, x I).

El conjunto (A4}, x I)\ L es la unién del continuo M y todas las componentes
de (A4}, x I) \ M diferentes de L.

Como las componentes son cerradas, se tiene que si K es una componente
de (A}, x I) \ M entonces

0+#KNFr((A, x )\ M) = Kn (A x1)\Mn M.
= KN[A, xI)\MnM]

es decir, cada componente intersecta a M y en consecuencia (Aj x I)\ L es
conexo ya que M intersecta cada componente de (A}, x I)\ L.

Ahora como (A}, x I) es unicoherente se tiene que Fr(L) es un continuo y
ademds por la conexidad local de A} x I y por el Teorema 3.3 se tiene que

Fr(L) € Fr((Ay x I)\ M) C Fr(M) C Fr((A, x )\ U) = Fr(U).

Notemos que I' € M C (A}, x I)\ Ly C,, C L en consecuencia, cada uno
de los arcos [gn,pr] x {0} v [pl,q),] x {0} debe intersectar tanto a L como a
(A}, x I)\ L, entonces existen puntos a € [gn, D) v b € [pi, q,,] tal que (a,0),
(b,0) € Fr(L). Note que h((a,0)) = g(a), h((b,0)) =g(b) € h(Fr(L)) CY,
dado que g(a), g(b) € g([gn,q,]) CY y como Y es hereditariamente unicoherente
v 9([gn, ¢,]) es arco conexo existe un tnico arco que los une, digamos [g(a), g(b)]
y ademas

[9(a), g(0)] C [9([gn,pn]) U g([pn, qn])] N A(Fr(L)).

Dado que ¢([gn, P]) v g([pl, ¢,,]) son cerrados y cada uno de ellos intersecta
al arco [g(a), g(b)] debe existir un punto

y € [g(a), 9(0)] N [9([gn> P)) N g([ph a7])]

entonces y € h(Fr(L)), de donde existe x € Fr(L) tal que h(z) = y y ademds
h(x) € 9((gn, ) N 9([P};, q,]) entonces

z € [®nFr(L)] C [@nFrU)). (14)

_ Ahora dado que G C V y FF C U y como V,U son disjuntos se tiene que
U C (A, xI)\'V de donde

Uc (A, xD\VcC(A, xDH\G
y (A, x D\U C (4} x D)\ F.

Como U es abierto, entonces

FriU) = T\U=TUnN((A, x )\U)
C (A xD\GIN[(A, x D)\ F] = [(A4;, x )\ (FUG)].
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Por (14) se tiene que

2e®N[(A, x )\ (FUG) = ®n(A,xD)\Z
C dnNA,xDH\2=0

esta contradiccién completa la demostracion de la afirmacion.
Ahora consideremos los siguientes conjuntos:

I = ({pa} x D) U (Au x {1} U ({p),} x I),
' = b (g(pn, ¢21) N 9(lalls L)) 1 (An x 1),
7' =®" UT".

Y si D, es la componente del conjunto compacto ®' que contiene al punto
(g/,0). Siguiendo las mismas ideas de la afirmacién anterior podemos demostrar
que

D, NT" # 0. (15)

Por otra parte para cadan € N fijamos los puntos ¢,, € C,,NI"y d,, € D,,NI".

Para cada k € N tomemos las subsucesiones {¢, }re 1, {dn, troeqs {Cni ot
{Dn, Y7, de las sucesiones {cp} 1, {dn}ry, {Cn}rq v {Dn}r—; que conver-
gen a ¢, d, C'y D respectivamente.

Tenemos que (p,0) € C, (¢,0) € Dy

ce Cnl({g} x ) U (Ax{1})] (16)

de DN({g} x 1)U (Ax{1})] (17)
Dado que C}, es una componente de ®, C,, C (A!, x I), de donde C C (Ax1I)

/"7

y ademés como h(Cy) C (g(qnp;) N g(Pndy,))
WC) € Lim sup (9([gn, p]) 0 gl 4]) = P.

De manera similar tenemos que D C (A x I) y

h(D) C Lim sup (9([pn, a;]) N g([a, Ph]) = Q-

Para terminar la demostracién del teorema vamos a suponer que
fANQR=0=rfA)NP. (18)

Supongamos sin pérdida de generalidad que f(A4) N P = @, por (16) tenemos
dos posibilidades, si ¢ € A x {1}, entonces ¢ = (a, 1) para algiin a € A, es decir,
f(a) = h(a,1) = h(c) € h(C) C P y por lo tanto f(A) NP # 0, lo que es una
contradiccién y muestra que ¢ ¢ A x {1}, de donde ¢ € {q} x I. Con lo cual
tenemos que C' es un subcontinuo del disco A x I que contiene al punto (p,0) e
intersecta al arco {q} x I.

De manera similar y utilizando (17) tenemos que D es un subcontinuo del
disco A x I que contiene al punto (g, 0) e intersecta al arco {p} x I, se sigue que

CnND#0.
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Entonces existe un punto e € C' N D tal que
h(e) € (CND)C h(C)Nh(D)C PNQ

lo que contradice el hecho de que g es admisible.
Por lo tanto f(A)NQ #0# f(A)NP. m

Observacion. El Ejemplo 4.2 nos muestra que las funciones admisibles
no necesariamente preservan las sucesiones de tipo N, en este mismo ejemplo
se observa que el continuo resultante bajo la funciéon admisible es de tipo N
generalizado, es decir, no tiene la propiedad de interseccién doblada. De manera
general no es cierto que la imagen sea siempre de tipo N generalizado pues el
Ejemplo ?7? no es de tipo N generalizado y la funcién para obtenerlo es admisible,
lo que nos lleva a preguntarnos lo siguiente: Si g : X — Y es admisible, entonces
LY mno tendra la propiedad de interseccién doblada?.

La respuesta a esta pregunta es afirmativa. El siguiente teorema lo demues-
tra.

Teorema 5.3 Sean g : X — Y una funcion admisible entre los continuos X,Y,
entonces Y no tiene la propiedad de interseccion doblada.

Demostracion. Dado que g : X — Y es admisible, se tiene que X es de tipo
N. Tomemos A, Ay, AL, Pn, Dby Py dn, 45, ¥ €5 como en la definicién continuo
de tipo N.

Tenemos que las sucesiones {[p,, ¢/}, {{gr,p}]},~, convergen al arco
o0

A = [p, g, por la continuidad de g se tiene que {g([pn, 1))} —1, {9(laL, P}y
son sucesiones de subcontinuos de Y que convergen a g(A), ademds se tiene que

q € [pn,qr] N g, p.] de donde

0 # g([pn, 4n) N ans 2] € 9P, 40]) N g(ldn, P])-

Se tiene que g([pn,q]) Ng([qy, p,,]) es un continuo para cada n € N, pues Y
es hereditariamente unicoherente.
Notemos que C(Y) es un espacio compacto de donde la sucesion {g([pn, ¢i1]) N g(lgr, ph]) ey
. .z . oo
contiene una subsucesién convergente digamos {g([pn, . qi1, 1) N g([ql), , p%k])}kzl.
Si tomamos

B = Lim g([pn., ,]) N 9(dn,» Pn, ),
By = g9([pn,., 4n, 1) ¥
By, = g(lan,, rn, ])-
Tenemos que B es un conjunto de doblez de g(pq) pues:
’L) B N B]/€ 75 (Z)
i1) g([p, q]) = Lim By = Lim Bj,
1) B = Lim (By N By,)
Ademds
B=Lim (ByNBy,) = Limsup (BN By)
Lim sup [g([pn, ;1) N 9(lay, py])]-

N
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De manera andloga podemos encontrar un conjunto de doblez C, de g(pq)
tal que

C C Lim sup [9([gn, p2]) N g([pin, €5))]

Por hipdtesis se tiene que

Lim sup [g([pn, q,)) N 9([an, )] O Lim sup [g([gn, pi]) 0 g([Ph, an])] = 0

de donde BN C = ) y demuestra lo que se queria demostrar. m
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6 Continuos de tipo N, retracciones y funciones
promedio

Definicién 6.1 Sea A un subconjunto cerrado de X, una retraccidon es una
funcion continua r : X — A tal que r|, = id|, .

Ejemplo 6.2 Considere la funcion r : R? \ {0} — S definida de la siguiente
manera.

r(z,y) = <\/I§Ty2, \/zijTyQ)
se tiene que r|g = id|g: .

Un concepto importante en hiperespacios de continuos es llamado arco or-
denado, a continuacién se define.

Definicién 6.3 Sea X un continuo y L C 2%X. Un arco ordenado en L es un
arco M tal que para cualesquiera dos elementos A, B de M se tiene que A C B o
B C A. Si A, B denotan los puntos extremos de un arco ordenado M y A € B,
decimos que M es un arco ordenado en L desde A hasta B.

Para el siguiente teorema consideremos w,w’ € X y T = [w,w’] un arco con-
tenido en X, denotemos por wI = {[w,t]|t € T}, entonces wT es un arco
ordenado en C(X) cuyos puntos extremos son w y 7.

Teorema 6.4 (F. Capulin, W. J. Charatonik [2]). Sea X un continuo. Si
existe una retraccion v : C(X) — X. Entonces X no es de tipo N.

Demostracién. Primero notemos que X es arco conexo ya que C(X) es arco
conexo y r es una funcién continua de C(X) en X.

Supongamos que el continuo X es de tipo N.

Afirmamos que si C es la componente de r~!(p) N C(A) que contiene al punto
p, entonces C' N gA # 0, donde gA es un arco ordenado en C(A).

Para demostrar esta afirmacién supongamos que C N ¢gA = @ y denotemos
por C; la componente del conjunto compacto r~1(p/) N C(A) que contiene al
punto pf.

Dado que C; € C (C(A) U U C(BZ-)) que es un conjunto compacto, se tiene

que la sucesién {Ci}fil contiene una subsucesién que converge a un continuo 7'
contenido en r~!(p) N C(A), podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Lim C; =T, se tiene que Lim pl/ € Lim C;, es decir, p € T, de donde T C C,
supongamos que para una cantidad finita

Ci N (q: A7 U qi A7) # 0

entonces T'NgA # 0, pero T C C, entonces C N qgA # @ lo cual es una con-
tradiccion. Entonces tenemos que excepto para un nimero finito de indices

Cr N (qkA;C @] q;CA%) =0
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Tomemos k € N un indice para el cual la igualdad anterior se cumple y
hagamos

I'=qu A} Uq AL
@ = r(p) N C(A),
Z=oUT.
z=pl

Siguiendo los pasos del Teorema 3.13 podemos probar que C(A4},) \Z separa
el disco C(A},) entre I' y z, para entonces encontar un continuo localmente
conexo L C C(A}) \ Z que también separa C(A}) entre I' y z.

Tenemos que z separa el arco [gx, ¢j,] en dos subarcos cada uno de los cuales
debe intersectar a L, podemos tomar A, A’ subarcos con puntos extremos d, qx
y d’, q;, respectivamente.

De manera andloga al Teorema 3.13 podemos tomar U = LUAUA’ un con-
tinuo localmente conexo y también r(U) es localmente conexo, en consecuencia
arco conexo.

Por otro lado, se tiene que

LCCAY\Z c CA)\®
= C(A)\ [ (o) NC(A})]
C CX)\[r Py

y AUAN C AL\ {z} = A\ {p}, dado que gi,q;, € AU A se sigue que
ak, ¢, € r(U) C X, y al mismo tiempo p}, ¢ r(U), entonces ningin arco que une
a g con gj, contiene al punto p} lo cual es una contradiccién, por lo que

CnNgA#0.

Si tomamos D la componente de 7~*(q) N C(A) que contiene al punto ¢
afirmamos que D NpA # ().

La demostracién de esta afirmacion es similar a la anterior si reemplazamos
AL Cop,pY,ai,q. por Ai, D,q,q),pi, D} respectivamente.

Dado que p # q entonces r~(p) N7~ 1(q) = (), retomando la demostracion
del Teorema 3.13, reemplazando pA, ¢A por {p} x I,{q} x I respectivamente y
tomando

A=pAUgAUu A

donde A’ = {{z} |z € A} podemos formar una 6 curva en C(A) lo cual nos
lleva a una contradicciéon, demostrando lo que se queria. m

Teorema 6.5 (F. Capulin, W. J. Charatonik [2]) Sea X un continuo y supong-
amos que existe una retraccion r : Fo(X) — X. Entonces X no es de tipo N

Demostracién. Se sabe que F»(A) es homeomorfo a C'(A) cuando A es un

arco. La demostracién es la misma del teorema anterior, si reemplazamos C'(X)
por F5(X). m
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Definicion 6.6 Sea m: X x X — X wuna funcién continua. Decimos que m
es una funcion promedio si cumple las siguientes condiciones:

i) m(z,x) = x para cada x € X,

i1) m(z,y) = m(y,x) para cada z,y € X.

Ejemplo 6.7 Si X = [a,b], una funcidn promedio m : X x X — X estard
definida como sigue

m(z,y) = L.

Por otra parte como X es homeomorfo a F;(X) tenemos que una retraccién
r: F»(X) — X define una funcién promedio si tomamos m(z,y) = r({z,y}),
esto nos lleva al siguiente resultado.

Corolario 6.8 (F. Capulin, W. J. Charatonik [2]) Un continuo de tipo N no
admite funciones promedio.

De las Proposiciones 5.11 y 5.16 dadas en [6, pdgs. 19, 20] que nos dicen que
la existencia de una retraccién de 2% en X implica la existencia de una funcién
promedio en X, y del corolario anterior obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.9 Un continuo X de tipo N no admite retracciones de 2% en X.
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7 Caracterizaciones de contractibilidad en aban-
icos

En esta seccién mostraremos que si X es un abanico, las siguientes condiciones
son equivalentes [17]:

1. X es contraible.
2. X no contiene Q—puntos, X no es de tipo N, y X es suave a pares.
3. X no contiene Q—puntos, X no es de tipo zig zag, y X es suave a pares.

Usaremos la siguiente notacién para el resto de esta seccién. Denotaremo por
{ea}nca a los puntos extremos del abanico X. Adicionalmente usaremos las
siguiente definiciones y resultados.

Continuos suaves a pares

Definicién 7.1 Sean X un dendroide y r un punto en X, supongamos que
existen dos sucesiones {Tl }Oo {7’2 }OO de puntos en X, ambas convergiendo
nJn=1"’ nJn=1 p ’ 9

. .z o . .z [e o) .
al punto r, decimos que la sucesién {r,ll}nf1 domina a la sucesiéon {r,%} 5%

n=1’
. . . 0o
siempre que exista un punto s € X y una sucesion {s}l}n_l de puntos en X

convergiendo a s, con la propiedad de que los arcos [r},sl] convergen al arco

n» n
. ., o0 .
[r,s], existe otra sucesion {S%}n—l de puntos en X convergiendo a s, tal que los

arcos [r2,s2] convergen al arco [r,s].

nr<n

Decimos que un dendroide es suave a pares, st para cada par de sucesiones
que convergen a un punto en comun, una sucesion del par domina a la otra.

Acontinuacién mostraremos un ejemplo de un dendroide suave a pares.

5.eps H.eps

Figure 4: Abanico suave a pares
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Definicién 7.2 Sea X un dendroide, el orden de punto de corte débil con re-
specto a un punto c, se denota por “<.” y estd dado como sigue, x <.y si y
sélo si x € [e,y] yx <.y st x <y pero x es distinto de y.

. z - o] o0
Lema 7.3 Sean X un abanico con vértice v y {xn}, 1 ,{rn},_, dos suce-
siones de puntos convergiendo a xg, rg respectivamente. Sean b un punto de
Lim sup [xn,mn] y <, el orden de punto de corte débil con respecto a v.
Si Lim sup [xn,7rn] €s un arco, entonces existe una subsucesidn convergente
., oo .
[Tn,,bn,] y una sucesion {bn]. }j:1 convergiendo a b, con by, € [Ty, ,Ty,] tal que
Lim sup [xy,;,bn;] < b (sizg <b)

es decir, siy € Lim sup [z, bn,;] se tiene que y € [xo,b)].
respectivamente Lim sup [xn;,bn;] > b (sixg > b)

Demostracién. Sea b € Lim sup [x,, 5], supongamos que xg < by que zg es
distinto de b, asi para cada n € N, z,, no estd contenido en T(b), para algin
€> 0.
Para cada j € N fija, existe un subarco [z, b,(j)] de [xn,7,] que es irre-
ducible entre z,, y Bc,;(b) para cada n mayor que algiin N;, también dado que
b ¢ Lim sup [x,,b,(j)] se sigue que Lim sup [xn,b, ()] < b, es decir, si y €
Lim sup [z, bn(j)] se tiene que y € [v, b] (respectivamente Lim sup [z, by (j)] >
b si To > b)
Tomemos j € N fija, existe M, tal que para cada n > M, se cumple que
[, 7] estd en la €/ j-nube alrededor de Lim sup [z, 1], tomemos L(b) = {p € X |p < b} C
Lim sup [z,,ry], entonces para cada n > M, se cumple que [z,,b,(j)] C
N (e/4,L(b)). (Respectivamente [z, by (j)] C N (¢/4,U(b)) donde U(b) = {p € X | p > b}).
Elijamos ny <ng < --- <ng < --- conn; > M; tal que [z, by, (j)] estd en
N(1/5,L(b)).
Notemos que by, (j) € B.,;(b) para cada j, entonces {by,, (j)}ji

1 converge

a b, renombrando indices se tiene que Lim sup [Ty, by,] < b (respectivamente
Lim sup [xy;,bn;] > b) m

Definicién 7.4 Sea X un dendroide con un orden parcial < definido en X,
una métrica p en X es radialmente convexa con respecto a <, si siempre que
x <y <z tenemos que p(z,y) < p(z, 2)

Se sabe por [4, Teorema 1, pdg.229] el siguiente resultado.

Teorema 7.5 SiI' es un orden parcial cerrado en un espacio métrico compacto
X, entonces existe una métrica equivalente en X que es radialmente convera
con respecto a I'.

El cual utilizaremos para demostrar el siguiente lema.

Lema 7.6 Sean X un abanico y {xn} -, {rn},—, dos sucesiones de puntos
convergiendo a o, 1o respectivamente tales que los arcos [y, 1,] son disjuntos a
pares o si x, = xo = v, donde v es el vértice del abanico, (xn, 1] son disjuntos
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a pares y Lim sup [xn,rn] = [x0,70], definimos y < z siy € [xn,2] para
(o]

algin n € N. Si X no contiene zig zag entonces U [€n,Tn] admite una métrica

n=0
radialmente convexa con respecto a <.
o0
Demostracién. Sea {y,} -, una sucesién de puntos contenida en U [y 7]
n=0

que converge a un punto yg. Afirmamos que
Lim sup L(yn) C L(yo).

Supongamos que Lim sup L(y,) \ L(yo) # 0.

Sea p € Lim sup L(yn) \ L(yo), por la eleccién de p existen puntos p,, € [Zn, yn]
convergiendo a p en (yo, rol.

Tomemos ¢ = min Lim sup [pn,rs] y notemos que ¢ < yo < p.

Podemos tomar una subsucesién y renombrando indices si es necesario, podemos
suponer que existen puntos g, € [p,, ], tal que la sucesién {g,}, -, coverge
a ¢, denotemos por p = mdx Lim sup [x,,¢,] podemos encontrar de manera
similar puntos p, € [gn,Pn] C [Pn,Tn], tal que {p,},~ | coverge a p y notemos
que ¢ <yo <p<P.

Ahora p € [q,r70] C Lim sup [gn,Tn], aplicando el Lema 7.3, podemos
encontrar puntos p), € [gn, 7] de tal manera que la sucesién {p),} -, converge
apy Lim sup [p),q.) < p, ademds se tiene que ¢ < Lim sup [p),, q,] pues
Gn € [Pn,Tn] ¥ ¢ = min Lim sup [pn,r,] de donde

Lim sup [pl,, qn] = [P, qJ-

Dado que ¢ € [xo,p] C Lim sup [z, py,] aplicando nuevamente el Lema 7.3
y por la maximalidad de p existen puntos g, € [zn,Dn] tales que la sucesién
{q},}.>, converge a ¢ y Lim sup [q},,Pn] = [P, q].

El conjunto Lim sup [gn,Pn] es igual a [p,q] dado que P es maximal y
q = min Lim sup [pn,r,], renombrando indices en la subsucesiéon apropiada
obtenemos de hecho que la sucesién de arcos

{[Phs @n) U [, o] U [Pry @] by

converge al arco [p, ¢] formando un zig zag, lo cual contradice la hipétesis.
Falta demostrar que {(a,b) € X x X|a <b} es cerrado en X x X para
aplicar el Teorema 7.5
Sea {(an, bn)}:;o:l una sucesién convergente tal que a, < b, para cada n >
1, entonces {an},—; v {bn} -, convergen digamos a ag y by respectivamente.
Como a,, < b, se sigue que a,, € L(b,) y por la afirmacién anterior se tiene que

ag = Lim sup (a,) € Lim sup L(b,) C L(bo)
es decir ag < by, por lo tanto < es cerrado en X x X, por el Teorema 7.5,

U [, ] admite una métrica radialmente convexa con respecto a <. m

n=0
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Teorema 7.7 Sea X un abanico contraible entonces X es suave a pares.

Demostracion. Sean X un abanico contraible con vértice v, puntos extremos
{€ataea ¥ b+ X x I — X una contraccién de X, supongamos que X no es
suave a pares.

. o0
Tomemos r, s y ¢ puntos en X, dos sucesiones {r}l}

1 {ri}oo_l las cuales
.z 1\ °® 21 ® n= . =

convergen al punto r y sucesidnes {Sn}n:p {qn}n:1 convergiendo a s, g respec-

tivamente de tal manera que Lim [}, sl] = [r,s] y Lim [r2,¢%] = [r, q].

Dado que X es un abanico contraible, se tiene que es localmente conexo en
el vértice, por el Corolario 77, se tiene que X no contiene (Q—puntos. Podemos
suponer que los puntos s, r y ¢ pertenecen a un arco [v,eg| \ {v} para algin
B e A

Tomemos {e}ln}zo:l y {ein}:il como los puntos extremos de los arcos a
los que pertenecen los puntos 7}, 72 respectivamente, podemos suponer que los
puntos s,,, g2 también pertenecen a los arcos [v, e}, ], [v,€2 |.

Afirmamos que s}, € [v,7L] ¥ ¢2 € [v,72].

Supongamos sin pérdida de generalidad que los puntos s. pertenecen a los

arcos [y, el |, si Lim [v,7}] = [v, 2] entonces existen puntos z} en [v,7}] que

convergen a z, ademds Lim [r}, z1] = [r, 2], en realidad existe una subsucesién
pero podemos renombrar indices.

Sea < el orden de corte de punto débil con respecto de z definido en Lim [r}, 21
usando el Lema 7.3, tenemos que Lim [rl,zl] <z por la eleccién de r < 2.

Se debe cumplir que z < ¢, ya que si ¢ < z, usando el Lema 7.6, podemos

elegir una métrica radialmente convexa sobre el conjunto

[r,z] U U [r,lz,z,lz]

_, convergiendo a g, tal que Lim [r),, ;] =
[, q], los puntos ¢} elegidos sobre [rl, 21] v con la distancia correcta de r} dada
por d(r,q), de donde la sucesién {r%}zo:l domina a la sucesién {r}l}:ozl pero
eso es una contradiccién pues X no es suave a pares.

Pero con z < ¢ podemos elegir una métrica radialmente convexa d, sobre el
conjunto

’ .z 1 o0
y podriamos tomar una sucesiéon {qn }n

o0

Ul 2zl U, 2]

n=1
(utilizando el Lema 7.6) y podemos tomar puntos s (con la distancia cor-
recta de z. dada por d(s,z) ) elegidos sobre los arcos [v,2}] y puntos 73
(con la distancia d(r,z) de zl) elegidos sobre los arcos [v,z}] y tenemos que
Lim [r3,s3] = [r,s], es decir, la sucesién {r}™ = dominarfa a la sucesién

1 o0

{rn}n:v lo cual tampoco puede ser, pues X no es suave a pares. Entonces
la afirmacion es cierta.
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Si aplicamos la contraccién al punto r, este debe ser movido al menos una
vez a la posicién de s, y también a la posicién de ¢ veamos por separado que.

h({r} xI) = h(Lim {r;} xI)
Lim h({r;} x I)
Lim [h(rL,0),h(rL, 1))
Lim [r}, v]

Lim {s),} = {s}

de manera similar para ¢, tenemos que h({r} x I) 2 {q}.

Supongamos sin pérdida de generalidad, que r es movido sobre s antes de
que sea movido sobre q.

Sea to el primer tiempo t en [0, 1], tal que h(r,t) = s y supongamos que
h({r},[0,to]) = [s,w], donde w debe ser menor que ¢. Sea t; el dltimo tiempo
t en [0,t0] tal que h(r,t) = w.

Notemos que los arcos [h(r2,t1),h(r2,tg)] estdn contenidos en los arcos
[¢2,€% 1\ {¢2} (dado que r no ha sido movido a g puede ser verdad para toda
n). Por la eleccién de tg, t1 y w, se tiene que

v v 1y

Lim [h(r2 1), h(r2,to)] = [r, 5].

Por el Lema 7.6, podemos elegir una métrica radialmente convexa sobre

<U [h(r2,t1), h(r},to)] U [r, 5]>

n=1

se tieorge que los arcos [r2,h(r2, tg)] _convergen a [r,s] v entonces la sucesién
{r}l}n_l domina a la sucesion {r } n1 lo que contradice la suposici6n inicial
terminando la demostracién del teorema. m

k-ganchos

Los k-ganchos fueron introducidos por Graham en [9] para probar la no con-
tractibilidad de los abanicos. Aqui daremos su definicién.

Definicién 7.8 Sea X un abanico que no contiene QQ —puntos, no es de tipo zig
zag y es suave a pares. Sea n un entero mayor que 0, diremos que un arco [a,bl,
el cual pertenece a [v,e,] para algin o € A, es un n—gancho parcial, si existe

una sucesion {[v,eq,, |} oe_, de arcos, cada uno de los cuales contiene puntos

v:p(m,O) <p(mﬂ1) < <p(mﬂn)
tales que para cada j = 0,1,2,...,n, la sucesion {p(m,j)} ~_; converge a un
punto digamos p;; y tal que para cada j = 1,2,...,n, la sucesion de arcos

{lp(m, 7 —1),p(m, j)]}oo_, converge al arco [pj—1,p;|, con las siguientes car-
acteristicas adicionales:
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1. [pjapj+1] - [pjflapj] pamj = 1527"5’”7 17
2. Ppp—1 =0b, pp, = a y finalmente

3. Lim sup [p(m,n),eq,,] estd contenido propiamente en [pp—1, pn)
m— 00

al punto pp—1 le llamamos vértice y al punto p, el fondo del n—gancho parcial.

En la siguiente figura los arcos paps y pips muestran un 3—gancho parcial y un
2—gancho parcial respectivamente.

Figure 5: Abanico con 3-gancho y 2-gancho

Observacion. De la definicién de n—gancho parcial, para un n dado ten-
emos que a < b sinespary b < asin esimpar.

De aqui en adelante cuando se diga que X es un abanico, se estard pensando
en un abanico que es suave a pares, no contiene @ — puntos y no es de tipo zig
zag, salvo que se indique lo contrario.

Notemos que para cada k € N fijo, si {[pr—1(4), pr(i)]};=, es una sucesién
de k—ganchos parciales, para cada i € N fija, existe una sucesién de arcos
{[v,ea,, (4)]},._; cada uno de los cuales contiene puntos

v :p(m7052> <p(m715i) < <p(m7kal)
que cumplen las condiciones de la definiciéon de k—gancho parcial.

Lema 7.9 Sea X un abanico. Si un par de n—ganchos parciales se intersectan,
sus vértices deben coincidir.
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Demostracién. La demostracién de este teorema se hara por inducciéon sobre
n.

Sean [p1(1),p2(1)] v [p1(2),p2(2)] un par de 2—ganchos parciales, entonces
existen {[v, eq,, (1)]}o_1 v {[v, €a,.(2)]}_; dos sucesiones de arcos cada uno

de los cuales contiene puntos

v=p(m,0,1) <p(m,1,1) <p(m,2,1) y
v =p(m,0,2) < p(m,1,2) < p(m,2,2)

respectivamente, tales que cumplen las condiciones de la Definicién 7.8.
Supongamos que [p1(1),p2(1)] N [p1(2),p2(2)] # @ y que sus vértices no co-
inciden, sin pérdida de generalidad supongamos que p1(1) < p1(2), es decir,
p1(1) € [v,p1(2)]-
Podemos tomar una sucesién de puntos 72, € [p(m,1,2),p(m,2,2)], donde

la sucesién de arcos {[p(m, 1,2),p(m,2,2)]}~_, converge al arco [p1(2),p2(2)],
de tal manera que las sucesiones {p(m,1,1)} ~_, {r?n}oo

m— convergen al punto

Figure 6: Abanico con 2, 2-gancho

Tomemos la sucesién {p(m,1,2)},°_, que converge al punto p;(2) tenemos
que la sucesién de arcos {[r2,,p(m, 1, 2)]}::1 converge al arco [p1(1),p1(2)].

Si {s}n}izl es otra sucesién que converge al punto p;(2), se tiene que
p(m,0,2) € [p(m,1,1),s1] de donde v € mLirglo [p(m,1,1),sL] es decir la

oo

sucesién {r?n};ozl no domina a la sucesién {p(m,1,1)} ;.
o0
m

Ahora vamos a demostrar que la sucesién {p(m,1,1)} ~_, tampoco dom-
ina a la sucesién {rfn}:zl, tomemos un punto x tal que = € [v,y] con y <
[p1(1), p2(1)]U[p1(2), p2(2)] y puntos z}, que pertenecen a los arcos [p(m, 0, 1), p(m, 1,1)]
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tal que {x}n}:zl converge a x, de tal manera que la sucesién de arcos {[z},,p(m, 1,1)] };o:l
converge al arco [z, p1(1)], podemos encontrar puntos 22, € [p(m,0,2), p(m, 1,2)]
tal que la sucesién {2, } converge a x, pero

a2, € [z7,,p(m,1,2)] C [z}, 7] = [22,,p(m, 1,2)] U [p(m, 1,2),77]

de donde Lim [22,,72] = [z,p1(2)], es decir, {p(m,1,1)}>°_, no domina a
m— 00
{r } 1> esto es una contradiccion pues X es suave a pares, entonces para

ganchos parciales el resultado se cumple.

Supongamos que se cumple para un par de n—ganchos parciales.

Para demostrar que se cumple para un par de (n + 1)—ganchos parciales,
sean [pn(1), pn+1(1)], [Pn(2), Pnt+1(2)] un par de (n 4 1)—ganchos parciales, por
definicién estan contenidos en un n—gancho parcial y por hipdtesis de induccién
los vértices coinciden, es decir, p,—1(1) = pp—1(2), podemos hacer una analogia
con la idea de la demostracién de los 2—ganchos parciales.

Si tomamos po_i(1) = v = pu_1(2); [pu(L)sparr(D] = [pr(1).pa(D)] ¥
[Pn(2), Prt1(2)] = [p1(2),p2(2)], haciendo la analogia podemos contradecir la
suavidad a pares, con lo que se concluye la demostracién. m

Lema 7.10 Sea X un abanico, tomemos € > 0 tal que X no contine k-ganchos

parciales de didmetro menor que € para k = 2,3, ..., si para una k fija elejimos
una sucesion {[pr—1(2), pr(i)]}ie, de k- ganchos parciales tal que Lzm pe—1(1) =
pir(0), Lim pi(6) = ps(0) entonces Lim [pes (). pu(i)] = [pa—1 (0). px(0)] ¥

este ultimo también es un k-gancho parcial.

Demostracién. Primero demostraremos que el teorema es cierto cuando k = 2,
para esto procederemos por contradiccion.

Sea {[p1(i), p2(i)]};=, unasucesion de 2—ganchos parciales tal que Lim pi (i) =
p1(0), Lim p2(i) = p2(0). Si Lzm [p1(2), p2(2)] no es un 2—gancho parcial, no se
debe satisfacer alguna de las condlclones de la Definicién 7.8.

Podemos suponer que [po(0), p1(0)] 2 [p1(0), p2(0)], con po(0) = v.

Esto significa que [po(0), p1(0)] C [p1(0), p2(0)], ya que los puntos p1(0), p2(0)
deben pertenecer al arco [v,e,] para algin o € A, ademds los arcos [v, pl( )],

[p1(0), p2(0)] tienen al punto p;(0) en comiin.
Esto quiere decir que [po(0),p1(0)] C Lim [p1(i), p2(i)], de donde podemos

elegir una sucesién {v;}.-, con v; € [pl( ) p2(i)] para cada ¢ € N, tal que
Lim v; = v, como v; € [p1(3),p2(7)], para cada ¢ € N fija existe una sucesién de

17— 00

puntos v(m, i) € [p(m, 1,17), p(m, 2,1)], podemos renombrar indices para obtener
puntos v(m;,i) € [p(mg,1,1),p(m;,2,4)] donde m; indica el i—ésimo arco del
1—ésimo 2—gancho parcial.

Si tomamos p; = p1(0) y v, = v para cada 4, tenemos que los arcos

{[P;, 'U;] U [U;’p(mi’ L, 'L)] U [p(mia 1’i)’v(mi’i)]}zl

forman un zig zag entre v y p1(0), pero esta es una contradiccién a la hipdtesis.
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Ahora, si Lim sup [p2(i), €a., (1)] Z [p1(0), p2(0)].

Dado que p2(0) € Lim sup [p2(i), ea(i)] y p2(0) € [p1(0),p2(0)] debe ocur-
rir que Lim sup [p2(i), eq(i)] 2 [p1(0),p2(0)], entonces podemos elegir puntos

i—00

pi(i) € [p2(i),eq(i)] para cada i € N, tal que la sucesién {p/(i)};, con-
verge al punto p;(0), para cada i € N fijo existe una sucesién de puntos
pi(m, i) € [p(m,2,1), eq,, (1)], renombrando indices si es necesario tenemos pun-
tos pi(m4, i) € [p(m4,2,1),eq(m;,4)] vy puntos psy(i) € [v,p(m;,1,7)] tal que la
sucesion {p5(i)};=, converge al punto p2(0) y los arcos

{[plg(l),p(mz, 171)] U [p(m“ 171)7p(m17 2’ 7’)] U [p(mlﬂ 271)7p/1(m171)]}21

forman un zig zag y es una contradiccién a la hipdtesis.

Entonces Lim [p1(i), p2(2)] = [p1(0), p2(0)] es un 2—gancho parcial.

Ahora, pazraorj > 2, tenemos que cada n—gancho parcial se queda contenido
en un 2—gancho parcial, por el Teorema 7.6 podemos elegir una métrica radial-
mente convexa sobre la cerradura de la sucesion de 2—ganchos parciales y con
una idea semejante a la usada para un 2—gancho se puede demostrar que el
lema es cierto para k = n lo que termina la demostracién. m

Lema 7.11 Seae > 0 y supongamos que X no contiene k-ganchos parciales para
k = 2,3,... de diametro menor que €, entonces existe un numero real positivo
6, llamado el diagmetro anidado de X, tal que para cada k-gancho parcial, el
didmetro de [pr—2,pr—1] excede por lo menos & al didmetro de [px—1,pk] para

k=23,..

Demostracion. Sisuponemos que no existe tal §, entonces podemos considerar
dos casos, el primero, para alguna k fija tomando una sucesién de k—ganchos
parciales que no cumplan que el didmetro de [pg—2,pr—1] excede por lo menos
0 al didmetro de [px—1,pk] y el segundo, como cada k—gancho parcial se queda
contenido en un (k — 1)—gancho parcial que a su vez se queda contenido en
un (k — 2)—gancho parcial y asi sucesivamente, considerar una sucesién de
i1—ganchos parciales donde i < k.

Caso 1. Supongamos que para algin entero k > 1, existe una sucesién
{lpe—1(2),pr(i)]};=, de k—ganchos parciales tal que la diferencia entre los didmetro
de [pr—2(i), pr—1(i)] ¥ [Pr—1(9), p(7)] es menor que 1/i.

Tomando una subsucesién y renombrando indices podemos suponer que,

ZLjZ’.} [Pk—1(2), Pk (4)] = [Pr—1(0), px (0)]

donde Lim pi(i) = px(0) vy Lim pr—1(i) = pr—1(0) son puntos distintos pues
por hiplétg;is X no contiene li:fzanchos de didmetro menor que e.

Ahora si k =2y {[p1(i),p2(i)]};2, es una sucesién de 2—ganchos parciales,
por el Lema 7.9, se debe cumplir que p; (i) = p1(0) para cada i, si la diferencia
entre los didmetros de [po(i),p1(i)] y [p1(2), p2(7)] es menor que 1/i tenemos que
Lim ps(i) = po(0) = v mds atin se tiene que [po(0), p1(0)] = [p1(0), p2(0)]-
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Dado que para cada i € N fijo, existe una sucesién de arcos [v, e4,, ()] cada
uno de los cuales contiene puntos
v =p(m,0,i) < p(m,1,i) < p(m,2,1)

que satisfacen la Definicién 7.8, renombrando indices si es necesario tenemos que
la sucesion de arcos {[p(m;,1,i),p(m;,2,1)]};=, converge a [p1(0),p2(0)] donde
{p(mi,2,1)}.2,, {p(mi, 1,4)};=, convergen a p2(0) y p1(0) respectivamente de
tal forma que los arcos

{[pl(i)’vi] U [Uiap(mi’ 1’i)] U [p(m“ L, i)ap(mi’ 2, ’L)]}(;il

forman un zig zag, lo cual por hipdtesis no es posible.
Para k > 2 podemos tomar la siguiente familia de sucesiones

{{{[p(majai)ap(maj + 1ai)]}::1}21|j =k - 3’ k— 2’ k— 1}

donde {[p(m, j,), p(m, j +1,i)]}_, converge a [p; (i), pj+1(i)] para cada i € N
yvji=k—3k—2k—1fijas.
Podemos suponer después de renombrar indices que
Lim [p(mi, k = 3,4), p(mi, k = 2,0)] = [pr—3(0), pr—2(7)]
ﬂg [p(mlak - 232)’p(mlak - 1 { ] [pk 2(2) Pk— 1(’5 ]
Lim [p(mlvkilvl)vp(mwkvl)] [pk 1(7’) ( )]

1—00

donde Lim pr—3(%) = pr—3(0) y Lim Pr—2(1) = pr—2(0).

Como el didmetro entre [py_ 2( ) Pi—1(?)] ¥ [Pr—1(¢), i ()] es menor que 1/4
podemos afirmar que py_2(0) = pg(0). Entonces usando el Lema 7.6, podemos
tomar una métrica radialmente convexa sobre

Cl (U[p(mz-,k —3,4), p(mi, k — 2,i)]>

para buscar puntos z; € [p(m;, k — 3,4), p(mi, k — 2,4)] tal que {z;};-, converge
a pr—1(0) y asf los arcos

{lzi, p(mi, k = 2,9)] U [p(ms, k — 2,0), p(m, k — 2,1)]
U[p(mz; k— 25 i)5p(mi7 ka Z)]}jil

forman un zig zag lo que nos lleva a una contradiccién.
Caso 2. Existe una sucesion {[p;—1(i),p;(¢)|};=; de i—ganchos parciales tal

que la diferencia entre [p;—2(%), pi—1(4)] y [pi—1(4), pi(i)] es menor que 1/i.
De manera analoga al Caso 1, podemos obtener sucesiones

o0
{{[p(mu - a ) p(mza.ja )]}zj}jzl
tales que para cada j, la sucesién

{lp(mi, 5 = 1,4),p(mi, J, 9)] i
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converge a [p;(0),p;j+1(0)] donde Lim p;j_1(i) = p;(0), notemos que para cada
1— 00
1 > j cada i—gancho parcial estd contenido en un j—gancho parcial de donde
obtenemos los puntos p;_1(%).
Se tiene que

po(0) < p2(0) < -+ < P2, (0) < -+ < pap—1(0) < -+ < p3(0) < p1(0)

de donde Lim p2,(0) = r, Lim p2,—1(0) = s, ademds r, s distan por lo menos
€, sin pérdida de generalidad se sigue que las sucesiones

{p(mi, j = 3,0}, {p(mi, j — 2,4)} , {p(mi, j — 1,4)} , {p(mi, 5, )]}

convergen a 1, s, T, s respectivamente y los arcos formados por las 4 sucesiones
forman un zig zag, esta contradiccién termina la demostracion del teorema. m

Corolario 7.12 Sea € > 0. Si el abanico X no contiene k-ganchos parciales
para k = 1,2, ... de didmetro menor que €, entonces existe un entero n tal que
para todo k > n, X no contiene k—ganchos parciales

Demostracién. Sea § el didmetro anidado de X y supongamos que no existe
tal n.

Dado que X es compacto podemos suponer que diam X = 1, elijamos m — 1
un entero mayor que 1/8, si [pm—1,pm] es un m—gancho parcial contenido en
X, éste se queda contenido propiamente en un (m — 1)—gancho parcial, que
estd contenido de un (m — 2)—gancho parcial y sucesivamente en un 1—gancho
parcial, es decir,

diam [po,p1] > § + diam [p1, p2]
diam [po, p1] > 26 + diam [p2, ps)
diam [po, p1] > m5.+ diam [pm—1, Pm)
pero tenemos que
1 =diam X > diam [po,p1] > 1 + diam [pm—1,Pm]
lo cual no es posible, entonces basta con tomar n < 1/6. m

Definicién 7.13 Si X es un abanico que es suave a pares, no contiene ) —
puntos, no contiene zig zag y ademds satisface las condiciones del Corolario 7.12
diremos que es un (e,n)—abanico.

Lema 7.14 Sea X un (e,n)—abanico, tomemos k un entero positivo menor o
igual que n y sea pr—1 el vértice de un k—gancho parcial, afirmamos que la
union de todos los k— ganchos parciales que contienen al punto pr_1 forman un
conjunto cerrado y también es un k—gancho parcial.
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Demostracion. Tenemos que cada k—gancho parcial contiene al punto pg_1,
entonces por el Lema 7.9, cada k—gancho parcial tiene al punto py_; como su
vértice.

Si k es par, el fondo de cada k—gancho parcial debe pertenecer a [v, pr—1] \ {v, pr—1}
(respectivamente a [pg—1,€q] \ {Pk—1,€a} sl k es impar) y entonces existe un
punto ¢ que es el infimo (respectivamente el supremo) de los puntos py.

Sea {p(k,4)};-, una sucesién de conjuntos de fondo dada por los k—ganchos
tal que {p(k,i)};=, converge a ¢, como p(k —1,i) =pp_1 para toda i € N,
entonces la sucesion {p(k — 1,7)};, converge a py_1 por lo que la sucesién de
arcos {[p(k — 1,),p(k,1)]},=, converge a [pr_1, ql.

Por el Lema 7.10, el conjunto [px—1,¢| es también un k—gancho parcial, es
decir, [pr—1, g] se queda contenido en la unién de todos los k—ganchos parciales
que contienen a pi_1 como su vértice y ademds la unién estd contenida en
[Pk—1,¢|, de donde la unién es un conjunto cerrado y también un k—gancho
parcial. m

Definicién 7.15 Un conjunto de la forma [pr—1,q], donde q es el punto definido
en el lema anterior, es llamado un k—gancho.

Se quita el adjetivo “parcial” dado que un k—gancho es completo, en el
sentido de que no pertenece propiamente a otro k— gancho

Observacion. Un k—gancho cumple todos los Lemas y el Corolario de-
mostrados anteriormente, ademas, por el Lema 7.9, se tiene que para cada par
de k—ganchos, estos son idénticos o no se intersectan.

Esta observacion nos lleva al siguiente lema.

Lema 7.16 Sea X un (e,n)—abanico, existe un nimero real positivo \ tal que
para cada k < n y cada o € A, para cada par de k—ganchos contenidos en el
arco [v,e,] se tiene que sus nubes de radio A son disjuntas.

Demostracion. Supongamos que el lema no es cierto, es decir, para algin par
de k—ganchos y A > 0 se tiene que

N\ [pr-1,4) "N (N, [Ph_1, ) # 0.

Como esto pasa para cada A y cada par de k—ganchos, podemos elegir {[p},_; (i), p},(i)]}
una sucesién de k—ganchos cada uno de los cuales son disjuntos de [pg_1, ¢], con
la propiedad de que

o}
=1

d(pr—1, k(i) < 1/i (19)
(respectivamente d(p, pj._1 (1)) < 1/7) (20)

dependiendo si k es par o impar. Por la compacidad de X podemos suponer
que {p},(i)};=, converge a p}.(0) y que {p;cfl(i)};; converge a pj,_(0). Asi, la
sucesién de k—ganchos {@271(1),p2(1)]}21 converge a [p},_(0),p,.(0)] y por el
Lema 7.10 éste es un k—gancho.

Se sigue de (19) que pj(0) = pr—1 (respectivamente de (20) se tiene que
Pj._1(0) = pg) es decir los k—ganchos se intersectan, lo que contradice el Lema 7.9,
demostrando asi la existencia del numero A\. =
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Lema 7.17 Sea X un (€, n)—abanico, existe un numero real T tal que para cada
n—gancho, se tiene que para cada k < n — 1 y para cada k—gancho parcial, ni
el vértice mi el fondo del k—gancho pueden pertenecer a la nube de radio T del
n—gancho.

Demostracién. Sea [p,—1,p,] un n—gancho fijo con vértice p,,—1 y fondo p,.

Supongamos que no existe 7 para este caso en particular, entonces (para al-
guna k fija, con k < n—1) existe una sucesion {[gr—1(4), gz (i)] } =, de k—ganchos
parciales, que por el Lema 7.10, convergen a algin k—gancho, digamos [gx—1(0), g« (0)].

Notemos que ¢x—1(0) no pertenece a [p,—1,pn] dado que por definicién,
[Pr—1,Dn] estd contenido en algin k—gancho parcial cuyo vértice se encuen-
tra fuera de [pn—1,pn] v ademds [gr—1(0), gx(0)] intersecta este k—gancho, por
el Lema 7.9, sus vértices deben de coincidir, es decir g;—1(0) se encuentra fuera
de [pn—l;pn]-

Ahora si g, (0) pertenece a [p,—1, pn], tenemos que [p,—1, pn] estd contenido
en un (k 4+ 1)—gancho parcial [pg, pr+1], podemos tomar una sucesién de arcos
{[p(m, k), plm, b+ D]YS_, que converge a [pe, pi-ri)-

Como en la demostracién del Lema 7.9, para cada m podemos encontrar una
sucesién de puntos {gx(m)},._, que pertenecen a los arcos [p(m, k), p(m, k+1)],
la cual converge a ¢(0) y por la definicién de k—gancho parcial, existe una
sucesion {g(m, k,0)},°_, de puntos que también converge a gi(0), de tal manera
que ninguna de las sucesiénes {qx(m)}._;, {g(m,k,0)}~_, domina a la otra,
lo que contradice la suavidad a pares del abanico X.

Entonces podemos encontrar un numero real positivo 7, tal que para cada
k < n—1 el vértice o fondo de cada k—gancho parcial no pertenece a la T—nube

de [pnfl ) pn]
]

Lema 7.18 Sea X un (e,n)—abanico con n > 1. Existe una funcidn continua
F: X xI — X tal que para cada x € X se tiene que F(x,0) =z y tal que
F(X,{1}) es un (e,n — 1)—abanico.

Demostracién. Recordemos que cada punto x € X, en coordenadas polares,
estd definido de forma tnica como = = (1, 6)

Sea X un (e, n)—abanico, es decir, existe n tal que X no contiene k—ganchos
de didmetro menor que € para k > n, vamos a encontrar una funcién continua
que deforme los arcos que se tienen.

Podemos suponer que [p,—1,pn] es un n—gancho, por definicién estd con-
tenido en un (n — 1)—gancho, digamos|p,—2, pr—1]-

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p,—2 < pn, < pp—1, quer-
emos deformar de manera continua el arco [pn,—2,py] en el arco [p,pn—1] en
algun tiempo t, notemos que la funcién g(t) = p,(1 — ) + pr—1t es tal que
9(0) = pn, 9(1) = pn_1y g(to) € [pn, pn—1] para cada ty entre 0 y 1.

De tal manera que para lograr nuestro objetivo tenemos que calcular la
ecuacién de la recta cuyos puntos extremos son (pn—2, Pn—2) ¥ (Pn, Pn(1 — t) + pn-1t),
asi como la ecuacién de la recta cuyos puntos extremos son (py,, pn(1 — t) + pp—_1t)
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Y (Pn-1,Pn—1), donde t € [0, 1] para lograr que en este tiempo, el arco [pn—2, pn)
se deforme en el arco [p,,, pn—1], mientras este tltimo se deforma al punto p,,_1.

Tomemos los puntos (pr—2,Pn-2) ¥ (Pn,pn(1 —t) + pr_1t), tenemos que la
pendiente estd dada por

_ P2 = (Pa(1 =)+ put)
Pn—2 — Pn

m

calculando la ecuacién de la recta tenemos que

_9 — 1—1%)+pp_1t
y = Pn—2 (pn( ) Pn 1) (T*pn—2)+pn—2-
Pn—2 — Dn

Ahora si tomamos los puntos (pp, pn(1 —t) + pn-1t) ¥ (Pn—1,0n-1), la pen-
diente es
(pn(l - t) + pn—lt) — Pn—1

Pn — Pn—-1

y tenemos la ecuacién

y = |:(pn(1 —t) +pn_1t) — Pn—1

} (r —pn-1) + Pn-1.
Pn — Pn-1

Tomemos

{pn'fz_(gz'g:szn'flt)} (r —pn_2) +Pn_2, 7E[Pn2,pn,0<t<1

F(T’ t) = |:(pn(1*2:r7p;;717i)*pn71i| (7" - pn—l) +pn—1; re [pnapn—l]a 0 S t S 1

r en otro caso

Notemos que F(z,0) = x para toda z € X, ademés, para toda r € [p,, pn-1]
se tiene que F([r,pn-1],1) = pn-1.

Si el abanico X contiene un n—gancho, por el Lema 7.17, se tiene que para
cada k—gancho parcial con k < n, ni el vértice ni el fondo del k—gancho parcial
pertenece a la vecindad del n—gancho.

Entonces F' es una funcién continua tal que lleva el arco [p,, pn—1] al punto
Pn—1 sin tocar, ni el vértice ni el fondo de algin k—gancho parcial para k < n.
Por lo tanto F(X,{1}) es un (¢,n — 1)—abanico.

Ahora si X tiene més de un n—gancho podemos utilizar el Lema 7.16 y
aplicar la funcién F en dos vecindades disjuntas, de tal manera que transforma
los arcos [py, (i), pn—1(7)] en el punto p,—1(7).

Tenemos entonces que F(X, {1}) es un (e,n — 1)—abanico. m

Lema 7.19 Sea X un abanico. Existe una funcion continua F: X x I — X tal
que para cada x € X se tiene que F(x,0) =z y tal que F(X,{1}) no contiene
k—ganchos excepto para k =1
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Demostracion. Por el Corolario 7.12, podemos suponer que para k = 1,2, ...
el abanico X no contiene k—ganchos de diAmetro menor que %
Para algiin n > 1 podemos suponer que tenemos una funcién F' tal que la
imagen F' (%, X)) no contiene k—ganchos parciales para k > n, esto quiere decir
que F(+,X) es un (%,n)—abanico.
Podemos aplicar el Lema 7.18, para obtener un (ﬁ, n—1)—abanico durante
eltiempot=1/nyt=1/(n—1). =

Teorema 7.20 Sea X un abanico que es suave a pares, no contiene () —puntos
y no contiene zig zag entonces X es contraible

Demostracién. Por el Lema 7.19, podemos suponer que para n > 1, X no
contiene n—ganchos. Tomemos <,, el orden de corte de punto débil con respecto
a v donde v es el vértice del abanico.

Afirmamos que X admite una métrica radialmente convexa, para esto, recor-
dando la demostracién del Lema 7.6, es suficiente probar que si {p, },-; es una
sucesién de puntos que converge a un punto pg € X, entonces Lim sup L(p,) C
L(po), donde L(b) = {p € X |p <, b}.

Tomemos p, € [v,e4,] paran € N, sea

zo = max {Lim sup [v,eq, |}

podemos suponer que existen puntos z, € [v, €4, ] tales que la sucesién {z, }, -,
converge a zp.

Si Lim sup [zn, €q, ] contiene un punto diferente de zg, entonces podemos
tomar un punto yo <, zo, tal que [yo, z0] es un 2—gancho, lo cual es una con-
tradiccion a la suposicién inicial.

Por otro lado, si Lim sup [zp, €4, ] = 20, entonces a lo més para toda n, se
tiene que py,, € [v, z,].

Dado que {[v, z,]}, -, convergea [v, 2], el Lema 7.6, muestra que Lim sup [v, p,,]
estd contenido en [v, pg] que es lo que se queria y demuestra que X es contraible,
ya que si movemos el punto pg al punto v, se tiene que Lim sup [v, p,] C [v, po] =
v |
Finalmente tenemos el resultado principal de esta esta seccién dado por primera
vez en [9] y posteriormente en [17] se adicionaron condiciones adicionales equiv-
alentes a las que a continuacién se presentan.

Teorema 7.21 Sea X un abanico, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. X es contraible.
2. X no contiene Q — puntos, X no es de tipo N, y X es suave a pares.

3. X no contiene Q@ — puntos, X no es de tipo zig zag, y X es suave a pares

Demostracion.
1) implica 2). Sea X un abanico contraible, entonces X el localmente conexo
en el vértice, por el Corolario 5.25 de la monografia ” Continuos de tipo N (un
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primer estudio)”, tenemos que X no tiene @ — puntos, por el Teorema 3.13, X
no es de tipo N y del Teorema 7.7, X que es suave a pares.

2)implica 3) Supongamos que X es de tipo zig zag, por el Teorema 4.3 de
la monografia ” Continuos de tipo N (un primer estudio)” tenemos que X es de
tipo N, lo cual es una contradiccion.

3) implica 1) Se sigue del Teorema 7.20 m
El siguiente abanico es suave a pares, no es de tipo N y no contiene Q-puntos,
asi por el teorema anterior es contraible.

Figure 7: Abanico contraible

40



8 conclusiones

Como se puede observar en el desarrollo de esta monografia, los continuos de
tipo N son una parte fundamental para el estudio de la contractibilidad, la
existencia de retracciones de C(X) sobre X, funciones promedio entre otras
propiedades dentro de la Teoria de Continuos, pues no solo la existencia de este
tipo de continuos (en el mismo espacio) no permite que sucedan cada uno de
los conceptos anteriores sino que también interviene de manera indirecta para
que otros espacios no cumplan también con lo anterior. Es de notar que en este
estudio, junto con la monografia ” Continuos de tipo N (un primer estudio)” se
reune mas de un 60 por ciento de lo que se sabe de esta propiedad.
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