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PRESENTACION

Esta obra es una recopilacién de cédigos desarrollados y escritos en Python que
permiten hacer cdlculos numéricos para resolver problemas en Fisica y que han
servido de apoyo a la Unidad de Aprendizaje Fisica Computacional de la Licenciatura
en Fisica que se oferta en la Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma del
Estado de México.

Fisica computacional: ejemplos en Python y Fortran surge por la necesidad de
contar con material de apoyo diddctico ante la contingencia sanitaria causada por el
virus SARS-CoV-2, causante de Covid-19. A raiz de esto, se requirié la traduccién
de los cddigos en lenguaje Fortran y C a un lenguaje de software libre, que se
pueda utilizar en cualquier dispositivo que tenga conexién a internet, como lo es el
lenguaje de Python.

La obra es muestra de que, en la Facultad de Ciencias, a 36 afios de su creacién,
el personal docente estd comprometido y enfrenta con responsabilidad los grandes
desafios en docencia, con la finalidad de fortalecer la formacién integral de sus
estudiantes a través de materiales con ejercicios que fomenten la generacién de
aprendizajes significativos y relevantes.

Aprovecho estas breves lineas para agradecer a los autores por su contribucién. Sin
duda, su esfuerzo coadyuvard a que nuestros estudiantes cuenten con elementos para
garantizar una formacién académica sélida e integral acorde a las necesidades actuales.

Doctor en Ciencias
Enrique Castaneda Alvarado






INTRODUCCION

La educacion cientifica de los jovenes
es al menos tan importante, quizd incluso mds,
que la propia investigacion.

GLENN THEODORE SEABORG

Esta obra es el resultado de varias propuestas de contenido en la Unidad de
Aprendizaje Fisica Computacional, que se imparte en la Licenciatura en Fisica de
la Facultad de Ciencias. En diferentes oportunidades se ha propuesto orientar el
curso hacia temas que regularmente se revisan en andlisis numérico; sin embargo,
ha surgido la inquietud de proporcionar a los discentes herramientas numéricas que
puedan serles utiles en su trabajo formativo y en el desarrollo de su trabajo final para
graduarse. Si aborddramos solo temas de andlisis numérico dejariamos fuera y sin
revisién algunos temas relevantes en la Licenciatura en Fisica. Al final, la propuesta
que mds satisfacia nuestras inquietudes fue la de hacer una revisién de temas incluidos
en cursos obligatorios de Fisica y que son herramientas utiles para los discentes, no
importando el 4rea de especializacién. También se incluyen cédigos en Python para
generar soluciones numéricas a cada problema planteado y que pueden servir como
base para resolver otros mds complejos de forma numérica.

Python es una herramienta poderosa empleada en diversos temas académicos,
de investigacién, de uso prictico (como el manejo de una gran cantidad de datos
alojados en la nube digital), entre otros. En esta oportunidad se muestra su uso
en algunos problemas que se revisan en la Licenciatura en Fisica, a fin de que
los estudiantes tengan un primer acercamiento al manejo del intérprete Python
a través de cddigos simples aplicados a problemas concretos. Varios problemas
fisicos, cuyo planteamiento matemdtico requiere una solucién numérica, no han
sido considerados en este libro debido a que los conceptos fisicos a manejar y las
lineas de cédigo en Python requieren mayor experiencia y, por tanto, van més alld

del alcance de esta obra.



Solemos llamar fisica computacional a la rama de la fisica que, basdndose en el
uso de una computadora, propone disefar y construir modelos de sistemas de interés
para enseguida obtener una solucién numérica reproducible y precisa, sobre todo en
temas donde es muy dificil conseguir una solucién analitica. Para tal fin, se hace uso
de software de creacién propia o de terceros. Una de las ventajas es que nos ayuda a
calcular datos que permiten predecir un comportamiento de observables que, a su
vez, dan informacién fisica del problema bajo estudio. De hecho, esta herramienta ha
permitido llevar a cabo un andlisis mds detallado de sistemas complejos relacionados
con la farmacéutica, la industria del petrdleo, la industria alimentaria y la economia,
por mencionar algunas dreas del conocimiento.

Es indudable que el desarrollo tecnolégico ha permitido construir computadoras
personales, laptops, servidores y cldsteres que resultan ser muchas veces mds poderosos
que los primeros equipos desarrollados por la empresa 18BM. Respecto al hardware, se
ha podido reducir de manera significativa el tiempo de proceso debido al desarrollo
de unidades de procesamiento grifico, procesadores con miltiples nicleos y al
paralelismo de cédigos.

Ahora bien, acerca del software podemos mencionar que los lenguajes de
programacién han sufrido una evolucién. A partir de la década de los cincuenta
se crearon los primeros lenguajes de alto nivel, los cuales toman en cuenta la
capacidad cognitiva de los humanos; por lo que su estructura semdntica permite
codificar algoritmos de manera natural. El lenguaje mds utilizado para aplicaciones
cientificas fue Fortran, cuyo acrénimo tiene su origen en el titulo del manual The 18m
Mathematical Formula Translating System; ademds, para aplicaciones profesionales
fue Cobol, creado en 1969; y para el desarrollo de sistemas Pascal y C, a finales
de los sesenta e inicios de los setenta, respectivamente. C también es considerado
un lenguaje multipropésito, ya que se ha utilizado para desarrollar manejadores de
bases de datos y lenguajes de programaciéon. En la actualidad existen centenares de
lenguajes de programacidn; algunos son ya obsoletos y otros han evolucionado con el
objetivo de emplear mds eficientemente los recursos del hardware y facilitar la tarea
de programacién. En el caso particular de Fortran, originalmente cada fabricante creé
versiones para su propio hardware y a principios de los sesenta se lanzé Fortran 1V,
una version estandarizada no dependiente de la computadora. Actualmente, Fortran
tiene mds de cincuenta anos y, con su manejo dinimico de memoria, paralelizacidn,

estructuras de control y uso de funciones, sigue siendo uno de los principales lenguajes
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usados para programacion cientifica. Por otro lado, C, cuyo objetivo principal fue
poder contar con un compilador que garantizara la consistencia y velocidad de una
computadora con sistema operativo Unix, al poder mezclar lo mds caracteristico
de los lenguajes de alto nivel con algunos rasgos de los lenguajes de bajo nivel, el
rendimiento que ofrece permite que sea utilizado también para el desarrollo de
software cientifico. Su predecesor C++, creado en la década de los ochenta, agregé la
abstraccidn, encapsulacién y ocultacién, caracteristicas de la programacién orientada
a objetos.

En este punto, es importante precisar la diferencia entre los compiladores y los
intérpretes. Sin importar el lenguaje de alto nivel que se utilice para dar 6rdenes a la
computadora, es necesario que se haga la traduccién al cédigo binario que entiende
la unidad central de proceso (cru). Existen dos formas diferentes de llevar a cabo esta
tarea: una de ellas a partir de los compiladores, que se encargan de traducir el programa
completo a cédigo binario, dejdndolo listo para ser comprendido por el cpu, por lo
que se logra mayor rapidez en la ejecucién y mejor rendimiento de la memoria, con
la desventaja de que la traduccién se realiza a lenguajes mdquina especificos tales
como OS X, Windows o Linux; por otro lado, los intérpretes traducen instruccién
por instruccién en tiempo de ejecucién; es decir, a medida que el programa se ejecuta
favorece la interaccién, depuracién y puesta a punto del programa, siendo irrelevante
el sistema operativo de la computadora (multiplataforma), con la desventaja de la
velocidad de ejecucién y la memoria utilizada.

En la actualidad, los lenguajes C, C++ y Java son lenguajes de programacién,
utilizados por empresas que ocupan profesionales de la programacién, a fin de
aprovechar la ventaja del poder de las herramientas de computacién para el desarrollo
de software libre o comercial, que ofrecen soluciones numéricas de sistemas de interés.
Este tipo de software nos permite hacer cdlculos numéricos en un tiempo corto,
aprovechando todas las ventajas tecnoldgicas del hardware. No significa que debamos
usar tal software como caja negra; es decir, sin saber cémo o por qué funciona.

Por otra parte, Python fue creado por Guido van Rossum, un programador
nacido en Paises Bajos en 1990. Este es un lenguaje de programacién de alto nivel,
con la caracteristica de ser software libre al igual que C y Fortran; es ejecutado por
un intérprete, ficil e intuitivo. También se le considera un lenguaje multiparadigmas,
ya que proporciona facilidades para realizar una programacién imperativa, funcional
y orientada a objetos. Su principal filosofia es ser legible por cualquier persona
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con conocimientos bdsicos de programacién, siendo ideal para ser utilizado en las
comunidades cientificas y académicas (esta ultima en su cardcter de formador de
recursos humanos). En particular, en esta obra estamos interesados en usar Python y
Fortran 77 en la elaboracién de funciones que nos ayuden a conseguir el objetivo de
cada ejercicio. Vale la pena mencionar que los cédigos incluidos no estdn optimizados,
en el sentido de que algunas lineas cédigo pueden ser suprimidas y los procesos de
célculo posiblemente ser acelerados; sin embargo, dichos cédigos estdn escritos de
manera did4ctica con la intencién de ser lo més claros posible en el procedimiento. La
razén al usar la versién 77 de Fortran es la facilidad de seguirlo, pues usa instrucciones
reconocibles y simples, esto es de gran ayuda para estudiantes con poca experiencia
en la programacion.

Por todo esto, mencionamos que el espiritu de la fisica computacional es guiar a los
estudiantes para tener una nocién bdsica de las teorias, teoremas, métodos y técnicas
que dan soporte a dicho software, el cual permite realizar cdlculos numéricos utiles
que requieren computadoras poderosas y mucho tiempo de cémputo para obtener
una precisién aceptable. En este sentido, el contenido de esta obra provee de material
didéctico que sirve como apoyo, el cual estd dirigido a estudiantes de la Licenciatura
en Fisica, tratando de ser guia para resolver problemas fisicos y matemdticos de manera
numérica, haciendo uso de software, que ya ha sido revisado en cursos previos. No
es una gufa para programar de manera 6ptima, solo se muestra el uso de algunas
herramientas (software) que son de utilidad.
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BIBLIOTECAS DE PYTHON

El intérprete Python reconoce la sintaxis de mds de un lenguaje de programacién (tal

es el caso de C). Ademds, tiene la ventaja de que nos permite elaborar nuestros propios

procedimientos o bibliotecas, aunque también tiene incluidas bibliotecas que solo es

necesario importar para invocarlas. Es indispensable tener una idea de qué tipo de

bibliotecas puede usarse con Python [1-4].

A continuacién, se hace una descripcién de las principales bibliotecas que se

usardn en los cédigos que presentaremos a lo largo del libro:

Math: Proporciona funciones para operaciones matemdticas especializadas. Usa
varias funciones reconocidas en la plataforma del lenguaje C para poder emplear
operaciones matemdticas con valores de coma flotante, donde se incluyen
funciones trigonométricas y logaritmos.

NumPy: Permite llevar a cabo analisis de datos de buena forma, debido a que
ayuda a un intercambio de datos entre diferentes algoritmos, lo que se conoce
como el manejo de una estructura de datos universal.

SciPi: Es una biblioteca de algoritmos y herramientas matematica, incluye
interfases a bibliotecas cientificas: BLAS, LAPACK, ODR, etc.

Sympy: Es una biblioteca que puede hacer evaluaciones algebraicas, la
diferenciacién, expansiones, calcular nimeros complejos, entre otros. Es empleada
para manejar matematica simbolica.

Sys: Es un médulo encargado de proveer variables y funcionalidades, directamente
relacionadas con el intérprete.

Scrapy: Es “open source”, util para la extraccién de datos de paginas web.
wxPyhton: Es un conjunto de bibliotecas de interfaces gréficas (programadas en
C++), destinadas a crear GUIs de forma simple.

Pillow o PIL: Para manejo de imdgenes (Python Image Library). Sirve para abrir,
modificar y almacenar imdgenes de diferentes formatos, asi como manipular los
pixeles, trabajar con mdscaras, transparencias, dimensiones, agregar texto, aplicar
filtros, entre otras funciones.

[21]
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SQLAlchemy: Gestiona base de datos. Nos permite trabajar con las bases de datos
mediante objetos; es decir, es un ORM. Es ttil para crear, modificar, consultar y
eliminar tablas; asi como crear, leer, actualizar y eliminar registros.

Request: Nos permite realizar peticiones HT'TP, crear, enviar y recibir paquetes,
modificar su contenido, trabajar con sesiones, cookies, formularios e, inclusive,
trabajar con autenticacién OAuth.

Pandas: Permite manejar y analizar datos que pueden ser pocos o una cantidad
importante.

Matplotlib: Se usa para hacer grificos, tiene muchos valores predeterminados
incorporados y utiliza la instruccién plot().

Pylab: Es un conjunto de varias bibliotecas entre las que se incluyen numpy,
scipy, sympy, pandas, matplotlib, ipython. Con la ayuda de esta herramienta es
posible hacer compatible Python con el software MatLab.

Linear Regression: Ayuda a llevar a cabo ajustes de datos de interés a un modelo
lineal.

Scipy. interpolate. interpld: Es una clase que regresa una funcién y usa la
interpolacién para hallar el valor de puntos nuevos.

From sympy. Utilities. lambdify import lambdify: Este médulo proporciona
funciones convenientes para transformar expresiones sympy en funciones lambda
que se pueden usar para calcular valores numéricos rdpidamente.

Statistics: Ayuda a calcular estadisticas con ndmeros reales.



1. ESTADISTICA DE DATOS

Alhacer medicionesen un experimento o al generar datos mediante teorfas o simulaciones
por computadora, a menudo es necesario hacer una serie de tratamientos estadisticos
para depurarlos y poder ofrecer un resultado numérico que sea representativo y lo mds
preciso posible. En particular, solo mostramos dos propiedades importantes a calcular,
la media aritmética y la desviacién cuadritica media.

PROMEDIO Y DESVIACION ESTANDAR

El promedio de un conjunto de ndimeros, también conocido como la media aritmética,
es una de las tres cantidades cominmente estimadas en caso de que el ndmero de
datos generados no sea demasiado grande y se requiera una clasificacién particular. La
desviacién cuadrdtica media es la raiz cuadrada de la varianza, y esta a su vez nos da
informacién de cudnto se desvia un conjunto de datos respecto a su media.

La media aritmética de un conjunto N de nimeros x, es obtenida de manera
tradicional mediante la expresién siguiente:

N

X=—", X, 1.1)

N

Ademds, la desviacién estdndar se escribe como sigue:

6 =\+3, (% 0 =[x 1.2)
De manera que al elaborar un reporte mostrando un promedio de una medicién y su
respectiva desviacidn, se escribe % + ¢ [5].

En el ejemplo de abajo se muestra el cédigo 1.1 en Python, que calcula el
promedio de datos usando las ecuaciones (1.1) y (1.2), haciendo las operaciones
algebraicas explicitamente. Este es un procedimiento interactivo, ya que el usuario
ingresa los datos.



Jorge Lopez Lemus | Elizabeth Gemigniani Ricérdez | Benjamin Ibarra Tandi

Usaremos el primer c6digo en Python que hemos incluido para explicar su estructura
y sus componentes. Se muestra el inicio del cédigo en Python en forma aislada.
En las siguientes lineas de cédigo vemos el llamado de la biblioteca math (import
math), que es incluida para este ejercicio; particularmente se usa para reconocer la
raiz cuadrada.
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Fisica computacional: ejemplos en Python y Fortran

Las operaciones algebraicas incluidas describen las ecuaciones (1.1) y (1.2). Enseguida,
se muestran las lineas de cédigo que corresponden a la presentacién de los resultados
obtenidos.
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Este es el orden y el procedimiento que se usa en todos los cédigos incluidos en este
libro.

Regresando al ejercicio inicial, mencionamos que si guardamos el procedimiento
anterior en el archivo av.py, entonces, para ejecutar dicho procedimiento, escribimos
las siguientes lineas: python2 av.py o python3 av.py, dependiendo de la versién de
Python que se tenga instalada. La instruccién contenida en el cédigo anterior,
while(k<n), hace referencia a que se repetird una misma accién mientras se cumpla la
condicién k<n, De esta manera, se introduce el nimero de datos que queremos usar
y luego cada uno de los datos que utilizaremos para estimar el promedio.

En el siguiente ejercicio se calcula el promedio de nimeros que se leen de un
archivo datos.dat. Es necesario editar previamente un archivo que contenga los datos

a los que se les quiere extraer la media aritmética y su desviacién estdndar.

#codigo 1.2 prom = suma/k
import math promk = prom*prom
suma = 0 promd = sumad/k
sumad = 0 valabs = abs(promk-promd)
promedio = 0 sig = math.sqrt(valabs)
archivo = open(“datos.dat”,’r”
lista = archivo.readlines() prine(“ )
prine(“ ) print(“Namero de datos”, k)
print(“Ley6 datos del archivo datos.dat”) print(“El promedio es”, prom)
k=0 print(“La desviacién es”, sig)
for line in lista: prine(“ )

x = float(line) archivo.close()

suma = suma + X
sumad = sumad + x*x

k=k+1
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La linea archivo=open(‘datos.dat’,”r”) nos ayuda a abrir un archivo externo (datos.
dat) y nombrarlo archivo de manera interna; 7 significa que se podra leer (read) la
informacién del archivo externo. Después se leen los datos por linea lista = archivo.
readfines(). Para hacer la suma de datos se usa el comando for, de manera que las
instrucciones deben anidarse. Al final, cerramos el archivo para evitar introducir
informacién no deseada.

Mencionamos que la mediana de un conjunto de datos es aquel nimero que
aparece en el medio de la lista de datos, después de acomodarlos de forma ascendente
o progresiva. Finalmente, la moda de un conjunto de datos es el nimero de veces
que aparece un mismo nimero en un listado de datos. Existen las funciones media,
mediana, moda, varianza y desviacién cuadritica media en bibliotecas de Python, lo
que permite calcular tales cantidades con pocas lineas de programacién. En el ejercicio

de abajo se muestra el uso de tales funciones considerando 10 valores numéricos.

#cddigo 1.3
import numpy

import statistics

variable = [9,6,7,8,11,8,10,7,9,10]
xmediana = numpy.median(variable)
xmedia = numpy.mean(variable)
xmoda = statistics.mode(variable)
xdesviacién = numpy.std(variable)

xvarianza = numpy.var(variable)

print(* )

print(“mediana = “,xmediana)
print(“media = “,xmedia)
print(“moda = “,xmoda)
print(“std = “ xdesviacién)
print(“varianza = “,xvarianza)
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Ejercicios

Usando los c6digos en Python 1.1y 1.2, realizar los siguientes ejercicios:

[1] Calcular el promedio de los numeros: 1,3,5,7,2,9,11,65,23,22,15

[2} Calcular la desviacién estdndar en los ndmeros: 1,3,5,7,2,9,11,65,23,22,15
[3] Determinar la mediana de los ndmeros: 2,4,3,4,5,6,8

M¥ETODO DE MINIMOS CUADRADOS

Es un método numérico que se usa para ajustar datos y, de esta manera, identificar un
comportamiento generalizado. Dicho método proporciona un criterio para obtener la
mejor de las rectas que es el ajuste de los datos y, = mx, + b. Particularmente, se aspira
a encontrar la recta que mejor se adapte a la serie de datos (x,y) corriendo el contador
ide 1 an, asi que se estima la desviacién de los datos respecto de la recta y se pide que
la suma de los cuadrados de las diferencias sea lo mds pequena posible. [6]

9, — (mx, + b) 1.3)

Geométricamente podemos representar dichas diferencias, como se observa en la
figura siguiente:

Figura 1.1. Un dato y una recta,

asi como su diferencia entre ellos a un valor de x dado.

28



Ahora bien, si consideramos una coleccién de datos dispuestos de manera aleatoria
y calculamos su distancia hacia la recta de cada uno de ellos, entonces podemos
escribir:

f=1y, = Gmx, + O + [y, — mx, +0)) + [y, — mx,+0)]> + ...+ [y, — (mx_ + H)]* 1.4)
o de forma compacta:
f= Z Ly = (mx + b)) 1.5)

Para optimizar la funcién y hallar la desviacién mds pequena debemos maximizar la
funcién. Esta tiene dos variables, 72 y b; asi que se hallan los puntos criticos en cada

caso:
i 9

Consideramos primero la derivada respecto a b:

s 2, o+ ) L7

Enseguida, igualamos a cero:

23 [y, — (mx, + )](x) = 0 1.8)
Luego, aplicamos la ley distributiva:

X y-mZ x—-bZ 1=0 1.9)
Para luego despejar &:

b=1% y-m[LZ x] 1.10)

Que también se puede escribir de la siguiente manera:

b =j—ms 1.11)
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= _ 1 n
-y - ; i=1-yz
Y ademsds

F=12 x

Por otro lado, ahora llevaremos a cabo la derivada de frespecto a

0 n
R S T

Si igualamos a cero y sustituimos la ecuacién (1.11):

n

2 20y, — (mx, + j—mR)](x) = 0

i= 7

Después de hacer un poco de dlgebra llegamos a la ecuacién:

n n n

n
> J; xl_—Zi:l mxl.xl.—Zi:1 Jx, + Zi:l mix, = 0

i=1

Z,:l X, [yl, -y —m 21‘:1 X, [xl, —x] 0

3

Despejando 7 de esta tltima ecuacién obtenemos finalmente:

z:;xf [-yi_-)_}]
ms=-————
2 x [x, -]

1.12)

1.13)

1.14)

1.15)

1.16)

1.17)

1.18)

El problema se reduce ahora a evaluar & y m, que representan los minimos que

maximizan la funcién (1.3). Es decir, hacemos uso de valores numéricos asociados a

la variable independiente X'y a la variable dependiente Y. Para fijar ideas, abordemos

un primer ejemplo numérico.

Ejemplo 1. Calcular la curva que mejor ajusta la serie de nimeros que aparecen

en la tabla 1.1.
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Tabla 1.1

X Y Y
1 0.10 0.112
2 0.13 0.114
3 0.12 0.116
4 0.11 0.118
5 0.12 0.120

El paso inicial consiste en calcular el promedio de los valores de la variable Y y de la
variable X. Para este caso en particular, calculamos dichos valores promedio usando
las ecuaciones (1.12) y (1.13), respectivamente.

010:0.13:0.12:011:012 0 116

j= L el g=@=3 1.19)

Luego, hacemos uso de la ecuacién (1.18) para calcular el valor numérico de

1(0.1-0.116)+2(0.13-0.116)+3(0.12-0.116)+4(0.11-0.116)+5(0.12-0.116) =0.002 1 20)

m =
1(1-3)+2(2-3)+3(3-3) +4(4-3)+5(5-3)

Después. hacemos uso de la ecuacién (1.11) para determinar &:
b=0.116-0.002 «3 =0.11 1.21)
Finalmente, la recta que estamos buscando es:

y'=1(0.002) x + 0.11 1.22)

Esta es la solucién numérica que podemos calcular con cualquier calculadora. La recta
que describe la ecuacién (1.22) es el mejor ajuste lineal de los datos numéricos que se
encuentran en la tabla 1.1.

Por otra parte, los datos incluidos en la tltima columna de la tabla 1.1 se pueden
obtener también con un procedimiento simple que se escribe en un cédigo en Python,
donde las bibliotecas numpy, pandas, scipy.interpolate y matplotlib son incluidas para
este ejercicio. El cédigo en Python a usar es el que se muestra a continuacién, en

donde se leen datos de un archivo externo.
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#cddigo 1.4

import pandas as pd
import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

data=pd.read_csv(‘datos.txt’,header=0, delim_

whitespace=True)

x=data.iloc[:,0]
y=data.iloc[:,1]

plt.plot(x,y, r0’)
plt.ylabel(‘F(x)’,fontsize=18)

#ajuste a un polinomio grado uno

coeficientes=np.polyfit(x,y, 1)

#calcula los coeficientes de un ajuste lineal
recta=np.polyld(coeficientes)

ys=recta(x)

prine(“ )

print(“Ecuacién ajustada”,recta)

ple.title(“minimos cuadrados”,fontsize=18)
ple.plot(ys, green’)

plt.legend((‘Datos’, Ajuste’),loc="upper left”)
plt.savefig(“MinimosCuadrados.png”)

ple.xlabel (¢, fontsize=18) plt.show()

En este ejercicio, se leen los datos del archivo datos.zxt y se considera que hay por lo
menos dos columnas de datos separados por un espacio en blanco. Se asignan los datos
a las variables X'y ¥ Se usa la instruccién para determinar un polinomio que ajusta

a una linea recta. Al final se genera la figura correspondiente MinimosCuadrados.png.

Figura 1.2. Ajuste de datos a través de un polinomio lineal.
Los datos fueron leidos de un archivo externo.

minimos cuadrados

018
017
0.16
015
014

F(x)

013
012

011

0.10 [ ]
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Por supuesto, si se consideran muchos mds datos, el ajuste lineal puede resultar ser

mejor que el mostrado en el ejemplo 1. En la tabla 1.2 se muestran los datos numéricos

usados en el ejercicio anterior.

Tabla 1.2
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Y 0.10 | 0.13 | 0.12 | 0.11 | 0.12 | 0.15 | 0.13 | 0.16 | 0.17 | 0.18 | 0.17 | 0.15 | 0.14 | 0.17 | 0.18

Por otro lado, si se generan varios datos de manera aleatoria y se requiere llevar a

cabo un ajuste lineal, podemos usar el procedimiento en Python que se muestra a

continuacién. Las bibliotecas numpy, pylab y sklearn se incluyen para llevar a cabo

este ejercicio.

#cddigo 1.5
import numpy as np
import pylab as plt

from sklearn import linear_model

# ajuste lineal de datos aleatorios
xmin, xmax = -10, 10
npoints = 200
X = [[i] for i in np.linspace(xmin, xmax,
npoints)]
Y =2 + 0.5 * np.linspace(xmin, xmax,
npoints) \

+ np.random.randn(npoints, 1).ravel()
# ajuste
clf = linear_model.LinearRegression()

cf.fie(X, Y)

plt.scatter(X, Y, color="blue’, label="datos
aleatorios”)

ple.plot(X, clf.predict(X), color="red’,
linewidth=3, label="ajuste”)
ple.xticks(visible=True)
plt.yticks(visible=True)
plt.title(“Método minimos
cuadrados”,fontsize=14)

plt.xlabel(“x” fontsize=14)
plt.ylabel(“f(x)”,fontsize=14)
plt.legend(loc="upper left”)
plt.savefig(“Minimos_cuadrados.png”)
plt.show()

En el cédigo 1.5 se usan funciones que se encuentran ya definidas en las bibliotecas

invocadas, lo cual nos da la oportunidad de hacer cada vez mds corto el cédigo
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de programacién. Particularmente, hacemos uso de la declaracién /linear_model.
LinearRegression() para ajustar a los datos generados aleatoriamente. Al final del
cédigo en Python se genera la figura 1.3, que incluye los datos mencionados junto

con el ajuste lineal.

Figura 1.3. Ajuste de datos a través de un polinomio lineal.
Los datos fueron generados aleatoriamente.

Método minimos cuadrados

— 3jUStE [ ]
84 @ datos aleatorios %

f(x)

-

—4 -

—6 4

-100 -7.5 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Vale la pena mencionar en esta seccién que el ajuste lineal no es el unico que puede
ser obtenido usando las bibliotecas de Python. A manera de ejemplo, en el cédigo
1.6 mostramos las instrucciones para conseguir un ajuste a un conjunto de datos
leidos de un archivo externo con un cédigo en Python, y que no corresponden a un
comportamiento lineal; en particular, se muestra el ajuste a una curva sinusoidal u
oscilante. Para este ejercicio se usan las bibliotecas numpy y matplotlib. La primera de
ellas nos permite hacer el ajuste de los datos leidos de un archivo externo (datos.dar)
previamente obtenidos. La segunda de las bibliotecas nos ayuda a graficar los datos

leidos y la curva ajustada a dichos datos.
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#cddigo 1.6

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
x=]

y=1[
archivo=open(“datos.dat”, “t”)

lista = archive.readlines()

for line in lista:
lines = [i for i in line.split()]
x.append(float(lines[0]))
y.append(float(lines[1]))

eq = np.polyld (np.polyfit (x, y, 3))

ajuste = np.linspace (0, 20, 2000)

ple.plot (x,y, ‘go’, markersize="6’, label="datos leidos’)
plt.plot (ajuste, eq(ajuste), ‘r’, label="curva ajustada’)
ple.xlabel(“x” fontsize = 14)

plt.ylabel(“f(x)”,fontsize = 14)

plt.legend(fontsize=8, loc="upper left”)
plt.title(‘Ajuste de una curva a un conjunto de datos’,
fontsize=16)

plt.savefig(“ajuste-curva.png”)

plt.show()

print (‘La ecuacién ajustada:’)

print (eq)

La instruccién np.polyld estd definida en la biblioteca de numpy y consideraa Xy Y
como las variables independiente y dependiente, respectivamente. Ademds, el niimero
“3” denota el orden del polinomio que se ajusta a los datos leidos al inicio del c6digo.
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Con el propésito de hacer una gréfica que centre los datos y la curva de ajuste, se
incluye la linea que denota el rango para la variable “x” de 0 a 20. Finalmente, se
menciona que la figura resultante se guarda en el archivo ajuste-curva.png. La figura

1.4 muestra una curva no lineal que se ajusta a un conjunto de datos.

Figura 1.4. Ajuste de datos a través de un polinomio no lineal.
Los datos fueron leidos de un archivo externo.

Ajuste de una curva a un conjunto de datos
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Ejercicios

[1] Calcular el ajuste a una linea recta de 200 datos generados aleatoriamente.

[2] Calcular el ajuste a una linea recta de al menos 200 datos leidos de un archivo
externo.

[3] Calcular el ajuste a una curva de tercer orden de al menos 200 datos leidos de un
archivo externo.
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2. CINEMATICA

La cinemdtica es una rama de la fisica que se encarga de estudiar el movimiento de
los cuerpos, junto con su trayectoria en funcién del tiempo [7,8], no importando la
causa de dicho movimiento. Tradicionalmente, se revisan los tipos de movimientos
abarcados por esta drea de la fisica y sus correspondientes ecuaciones que describen
dichos movimientos. De hecho, mencionamos aqui algunos de los movimientos que
se estudian cominmente: movimiento rectilineo uniforme, movimiento parabdlico,
movimiento rectilineo uniformemente acelerado, movimiento circular uniforme,
movimiento circular uniformemente acelerado, movimiento armédnico y movimiento
arménico complejo.

Por lo general, se plantean problemas que involucran uno o mds de un tipo
de movimiento y se ofrecen datos iniciales para poder predecir trayectorias o
simplemente arrojar un resultado numérico de una variable de interés. Sin embargo,
no es tradicién hacer un grifico preciso de trayectorias descritas y menos hacer una
animacion de tales trayectorias. Justamente con herramientas que se usan en la fisica
computacional, podemos desarrollar lo mencionado. En esta oportunidad vamos a
revisar las ecuaciones concernientes a la caida libre, tiro parabdlico y movimiento
circular uniformemente acelerado. Posteriormente generaremos datos numéricos para

graficar estas trayectorias, asi como los archivos para hacer una animacién.

CAIDA LIBRE

Consideremos un objeto que dejamos caer desde una altura y, de acuerdo con la

cinemdtica, la trayectoria seguida por tal objeto es:
1.2
V=Yt v t—5gt 2.1)

siendo g la constante de la gravedad terrestre, # el tiempo y v, la velocidad inicial.

Ahora, si queremos generar datos para graficar la trayectoria del objeto al caer, debemos
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asignar valores a la variable independiente # hasta llegar al suelo. A continuacidn,
incluimos un cédigo en Python que nos permite calcular los valores numéricos de las
variables X y Y que describen la trayectoria de un objeto en caida libre.
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De la ejecucion del c6digo 2.1 se generan dos archivos: caida.xyzy caida.dat, el primero
de ellos contiene los datos para las coordenadas X y Y, en un formato que permite ver
la “animacién” de tal movimiento con el software libre vMD [9]. El segundo archivo
contiene los mismos datos, pero con un formato que es posible graficar con el software
libre grace. [10] Es importante destacar que el segundo archivo contiene la trayectoria

del movimiento de caida libre y no una animacién.
TIRO PARABOLICO
En un movimiento parabdlico se observa que se requiere un dngulo de inclinacién ()

y que la gravedad solo afecta a la trayectoria vertical. Las velocidades iniciales en los

ejes x-y se escriben como:

v, = v,c0s(0) 2.2)
y:
vy, = v,sen(0) 2.3)

Para un tiempo posterior, las velocidades son:

yx = yOx 2.4)
y:
v, = v,sen(0) — gt 2.5)

Las posiciones en funcién del tiempo se escriben de la siguiente manera

X=X +vt 2.6)
y:
y=y0+yyt—_;gt2 2.7)
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Para el ejemplo que estamos considerando no se toma en cuenta la resistencia del
aire o algin otro efecto sobre el movimiento parabdlico. Ahora, si queremos generar
los datos para graficar la trayectoria, asi como generar datos para llevar a cabo una
animacién, seguimos el procedimiento que se muestra en el cédigo en Python que a

continuacién se presenta.

#cddigo 2.2 xmax = (v0*v0/(2.0*grave))*math.sin(2.0*theta)

import math ymax = (v0*v0/(2.0*grave))*math.sin(theta)*math.

» »__ »

archivo = open(“tiroparabolico.xyz”,”w”) | sin(theta)

» % »

archiva = open(“tiroparabolico.dat”,”w print(“xmax = “ + str(xmax))

«

print(“ymax = “ + str(ymax))

print(“ ) dt = 0.05
tiempo = 0.0
v0 = float(input(‘v0: ) for i in range(0,n+1,1):
theta = float(input(‘theta: ) cotay = 0.0
x0 = float(input(*x0: °)) archivo.write(str(1) + © “ + \n');
y0 = float(input(‘y0: ) archivo.write(str(* ) + © “+ \n);
n = int(input(‘npasos: ) x = x0 + vOx*tiempo
printe(“ %) y = y0 + vOy*tiempo - 0.5*tiempo*tiempo*grave

x = x*sigmar

# PROCEDIMIENTO y = y*sigmar

sigmar = 3.16 z=0.0

pi=3.1416 tiempo = tiempo + dt

fact = pi/180.0 if(y >= cotay):

theta = theta*fact archiva.write(str(x) + ©  + ste(y) + \n');
grave = 9.81 archivo.write("H” + © “ +str(x) + ©  + str(y)
v0x = vO*math.cos(theta) +° 4 str(z) + \n);

v0y = v0*math.sin(theta)
archivo.close;
archiva.close;
print(“\nArchivo tiroparabolico.xyz generado”);

print(“\nArchivo tiroparabolico.dat generado”);
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El procedimiento de arriba genera un archivo tiroparabélico.xyz que contiene una
animacién compatible con el software vmp. [9] La trayectoria de un movimiento
parabdlico se aloja en el archivo tiroparabiélico.dat y se muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1. Trayectoria del movimiento parabélico.

50 T T T T T

40 -

30— =1

20 —

0 50 100 150

Tiro parabélico con resistencia

Ahora nos planteamos la posibilidad de incluir la resistencia del aire a través de un
coeficiente (b) y las coordenadas X y Y. Las ecuaciones de movimiento las escribimos
a continuacion:

X=X, + ”7° [1 — exp(=b1)] 2.8)
y:
y=y,+ %(é + voy)[l — exp(—b1)]- % t 2.9)
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donde g es la constante de gravedad y # es el tiempo. Este es un modelo simple de tal
tipo de movimiento, lo cual no significa que sea un modelo general. Se observa que
la resistencia del aire al movimiento parabélico influye en ambas coordenadas, X y Y.

A continuacién, se incluye el c6digo 2.3 en Python que contiene las ecuaciones
que describen el tiro parabdlico con resistencia del aire a través de la incorporacién

de una constante (b). En dicho cédigo se incluyen las bibliotecas sys, math, sympy, y

#cddigo 2.3

import math

» % ”)

XyzZ , W

dat”,’w”)

print(“ %)

v0 = float(input(‘v0: )
theta = float(input(‘theta: )
x0 = float(input(*x0: °))

y0 = float(input(‘y0: )

b = float(input(‘b: ))

n = int(input(‘npasos: °))

print(“ %)

# PROCEDIMIENTO
sigmar = 3.16
pi=3.1416

fact = pi/180.0

theta = theta*fact

grave = 9.81
b2 = b*b

v0x = vO*math.cos(theta)
v0y = v0*math.sin(theta)

archivo = open(“tiroparabolicoConAire.

archiva = open(“tiroparabolicoConAire.

dt = 0.05
tiempo = 0.0
for i in range(0,n+1,1):
cotay = 0.0
archivo.write(str(1) + © © + ‘\n’);
archivo.write(str(* ) +© “+ \n’);
x = x0 + (vOx/b)*(1.0-math.exp(-b*tiempo))
y =y0 + (1.0/b2)*(grave+b*v0y)*(1.0-math.
exp(-b*tiempo))-tiempo*grave/b
x = x*sigmar
y = y*sigmar
z=0.0
tiempo = tiempo + dt
if(y >= cotay):

archiva.write(str(x) + ¢ + str(y) + \n);

3 <

archivo.write(“H” + Crstr(x) + ¢+
str(y) + © ©+ str(z) + \n);
archivo.close;

archiva.close;

print(“\nArchivo tiroparabolico.xyz generado”);
print(“\nArchivo tiroparabolico.dat generado”);
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Aunque la variable independiente es el tiempo, hacemos notar que la trayectoria no
precisa de grafiar el tiempo, sino solo las coordenadas X, Y y Z, para el lapso en donde
se analiza el movimiento parabdlico con resistencia del aire.

No olvidar que se deben anidar las instrucciones después del condicionante if'o
de la instruccién for.

Al ejecutar el c6digo 2.3 de Python, se genera un archivo que contiene los datos
de la trayectoria que describe un movimiento parabdlico con resistencia del aire
tiroparabilicoConAire.dat; asi como un archivo que contiene varias fotos del objeto
en movimiento tiroparabélicoConAire.xyz, y con el cual es posible observar una
animacién haciendo uso del software libre vmp. En la figura 2.2 se puede advertir la

trayectoria ya mencionada.

Figura 2.2. Trayectoria del movimiento parabélico con resistencia

©
T
|

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORMEMENTE ACELERADO

Es aquel movimiento de un objeto que describe una circunferencia con aceleracién
angular (o) constante. La velocidad angular en funcién del tiempo se escribe como:

O =, + 0z 2.10)
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siendo w0 la velocidad angular inicial y # el tiempo. La trayectoria angular se escribe
en términos de la velocidad y aceleracién angular al tiempo (t).

@ =@, +mt+Lar 2.11)

A partir de la evaluacién del dngulo que describe el movimiento circular, se estiman
las coordenadas cartesianas de la trayectoria

x = rcos(Q) 2.12)
y:
y = rsen(®) 2.13)

donde res el radio del circulo que describe la trayectoria. La trayectoria del movimiento
uniformemente circular se observa en la figura siguiente

Figura 2.3. Trayectoria del movimiento circular
uniformemente acelerado.

20 . . . T .

20 ' L .
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Para generar la trayectoria circular de un objeto con aceleracién angular constante,

se escribe un cédigo en Python que contiene las ecuaciones (2.10)-(2.13), el cual se

muestra a continuacion:

#cddigo 2.4
import math

» »__»

archivo = open(‘“circular.xyz”,”w

» »__ %

archiva = open(“circular.dat”,’w”)

print(“ )

radio = float(input(‘radio: °))
phi0 = float(input(‘phi0: ))
w0 = float(input(‘w0: )
alpha = float(input(‘alpha: ))
n = int(input(‘npasos: °))

print(“ )

# PROCEDIMIENTO
sigmar = 3.16
pi=3.1416

fact = pi/180.0

phi0 = phi0*fact

dt = 0.005

tiempo = 0.0
for i in range(0,n+1,1):
archivo.write(str(1) + © © + ‘\n');
archivo.write(str(* ) + © “ + \n);
phi = phi0 + wO*tiempo + 0.5*alpha*tiempo*tiempo
x = radio*math.cos(phi)
y = radio*math.sin(phi)
X = X"sigmar
y = y'sigmar
z=0.0
tiempo = tiempo + dt
archiva.write(str(x) + ©  + str(y) + \n');
archivo.write(“"H” + © “ +str(x) + © “+str(y) +© “+

str(z) + \n');

archivo.close;
archiva.close;
print(“\nArchivo circular.xyz generado”);

print(“\nArchivo circular.dat generado”);

Este procedimiento genera fotos de un objeto moviéndose en una trayectoria

circular y las guarda en el archivo circular.xyz. Los datos graficados en la figura 2.3

se alojan en el archivo circular.dat.
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Ejercicios

[1] Generar la foto y una animacién del tiro parabdlico de un objeto en la posicién
inicial x,=0 y y,=2, con velocidad inicial =22 y un dngulo de inclinacién 6=35°.

[2] Calcular la distancia médxima en x en el tiro parabélico con resistencia del aire,
b=1.3, con posicién inicial %,=0, y,=1, velocidad inicial v,=65 y dngulo de
inclinacién 0=25°. Asimismo, generar una foto de la trayectoria y una animacién
del movimiento.

[3] Escribir un cédigo en Python de tres objetos independientes en movimiento
circular uniforme y generar una foto de las trayectorias y una animacién del
movimiento circular.
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3. DERIVACION NUMERICA

En esta seccidn se abordan ejercicios de derivacién numérica. Con el propésito de
recordar el concepto de derivada usamos la definicién del limite de una funcién.
[11,12] Es posible calcular la derivada de una funcién continua al escribir la funcién
de interés, sumando el intervalo h a la variable x; posteriormente, se resta la misma
funcién evaluada en la variable x, se divide la diferencia de funciones por h y se
procede a sacar el limite cuando h tiende a cero. Para incrementar la precisién se
necesita elegir el valor numérico de h cada vez mds pequefio (mucho menor que
la unidad). La nocién de derivada es mostrada geométricamente en la figura 3.1.
Por supuesto, este procedimiento no es practico al querer derivar funciones en un
problema mds complejo. Otra opcién para llevar a cabo la derivacién numérica de
una funcién continua es a través del uso de instrucciones/comandos ya definidos en

la biblioteca sympy.

DERIVADA EN TERMINOS DEL LIMITE
La derivada de una funcién f(x) es posible calcularla a través del limite de la funcién:

L iy LoD 31)

a’x }.’90

donde f(x) es una funcién continua en el dominio de interés de la cual existe su limite

y h es un elemento que funciona como un incremento.



Figura 3.1. Sentido geométrico de la derivada

A

f(x+h)
(x)

Mediante un ejemplo numérico mostramos cémo podemos calcular la derivada de
una funcién usando la ecuacién (3.1), de manera que con el cédigo expuesto lineas
abajo se calcula la derivada de la funcién f(x) = x* + 6.0*x — 1.0/x. Ademds, se evalta
en un valor particular de x, la precisién de la derivada es funcién de h.

#cddigo 3.1

def f(x):
fxi = x**2.0 + 6.0*x -1.0/x
return (fxi)

prine(‘ )

print(‘Dame el valor de k')
h = float(input(‘h "))
printe(‘ )

print(‘Dame el valor de x)
x = float(input(‘ x : *))
printe(‘ )

diferencia = (f(x+h) - f(x))
lim = diferencia/h

print(* )

print(‘ limite y evaluacién de x :  + str(lim))
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Ahora, identificamos la funcién f(x)=y(x). Se incluye el concepto de variacién de la
variable independiente h=Ax, y de la variacién de la funcién y(x), como Ay. Asi, la

ecuacién (3.1) se escribe como

ﬁ - lim y (x+Ax) —y (x)

dx  axs Ax 32)
o bien

dy ERTIN-Y

2 = lim - 3.3)

De manera que podemos interpretar a la derivada como una razén de cambio con
respecto a la variable independiente x. La primera derivada de una funcién y(x) = x,
se escribe como:

dy(x) n-1 4
7 = nx 3 )
Esta operacién también puede ser realizada de manera algebraica mediante un cédigo
en Python. Particularmente, la derivada de la funcién usada en el ejercicio anterior,
f(x) = x* + 6.0"% — 1.0/x, es calculada a través del cédigo 3.2, usando comandos
incluidos en bibliotecas tales como sympy, que se renombra como sp. En particular se

hace uso del comando sp.diff{x) y se evalta la derivada en x = X,



#cddigo 3.2

import sympy as sp

x = sp.Symbol(X)

y =x2.0 + 6.0*%x - 1.0/x

derivada = sp.diff(y,x)

values = {x: 2} # x0=2
derivada.evalf(subs=values)
derivada2=sp.N(derivada, subs=values)

# RESULTADO DE LA DERIVADA NUMERICA
prine(‘ 9

print(‘Funcién =+ str(y))
print(‘Derivada evaluada en x0 = * + str(derivada2))

print(‘siendo x0 = ‘ + str(values))

La instruccién que permite la derivacidon de una funcién y(x), se escribe como: derivada
= sympy.diff(funcion a derivar, variable independiente), que al ejecutarse arroja como
resultado la derivada de la funcién y(x), la cual es una expresién algebraica.

dy(x)
dx

=2x+6+% 3.5)

esta misma expresion se evalda en un valor particular de la variable independiente,
digamos x, = 2, lo que arroja por resultado:

by 3.6)
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DERIVADA N-ESIMA

a segunda derivada de una funcién de una sola variable y(x) = x”, se escribe como:
La seg dad dad fi d | bl y " b

dy(x) 2

=7 (n—1) x" 3.7)
es el resultado de derivar nuevamente la primera derivada de la funcién y(x) [11,12] y
que es mostrada en la ecuacién (3.4). En cinemdtica, a menudo la segunda derivada de
una funcién estd relacionada con una aceleracién. Para ejemplificar este comentario se

resuelve el siguiente ejercicio.

Si la funcién y(t)=4t*+3t-2 representa la posicién de un objeto al tiempo t, entonces
la velocidad de movimiento del mismo objeto al tiempo t es la primera derivada de
dicha funcién.

% = (8¢ + 3)m/s 3.8)

Asi, la segunda derivada de la funcién representa la aceleracién del mismo objeto.

oy )
= = (8)m/s 3.9)

En particular, la aceleracién es una constante.
Por otro lado, si el objetivo es calcular la derivada n-ésima de una funcién sin evaluar

la funcién resultante, podemos hacer uso de la biblioteca sympy en Python. La segunda

derivada de la funcién f(x)=x*+1 es calculada con el procedimiento siguiente:
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La instruccién derivada = sympy.diff(y;x,2) nos permite obtener la segunda derivada de la
funcién y cuya variable independiente es x.

Como caso especifico, nos planteamos el calcular la tercera derivada de la funcién f(x) =
x* + 1. Para ello, usamos también la biblioteca sympy de Python, indicando el orden en la

derivada, tal y como se muestra en el cédigo 3.4.
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Fisica computacional: ejemplos en Python y Fortran

A continuacién, en el cédigo 3.5 se muestra la derivada de una funcién trigonométrica

f(x) = cos(x).

Finalmente, incluimos un ejemplo donde se calcula la cuarta derivada de la funcién
f(x) = cos(x) y que se muestra en el cédigo 3.6.
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Ejercicios

[1] Calcular la quinta derivada de la funcién f(x)=2cos(x) + 1

[2] Calcular la sexta derivada de la funcién f(x) = 8x° + 2x

[3] Calcular la derivada de la funcién f(x)= x° - 3.0x* + x, y evaluar dicha derivada en
el punto x=3

DESARROLLO EN SERIE DE TAYLOR

La serie de Taylor [13] es un procedimiento que permite expresar una funcién
f(x) de forma alternativa en términos de sus derivadas. De esta manera, la funcién
f(x) debe ser infinitamente diferenciable en una vecindad de un nimero x . Cabe
mencionar que este procedimiento también es vdlido en un espacio complejo.

£ =f0) + B o) + L o) D o) 3.10)

2! 0
De una forma compacta escribimos:

fl) =%, f(x) (x—x,)" 3.11)

f"(x) representa la derivada n-ésima de la funcién f(x). [14,15] Esta tltima ecuacién
es muy util para escribir un cédigo en Python y calcular un desarrollo en serie de
una funcién, con la ayuda de herramientas tales como la derivacién. Como ejemplo,

se muestra el c6digo 3.7 en Python para calcular el desarrollo en serie de la funcién

f(x)=sen(x).
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#cddigo 3.7 while not (k>n):

import math derivada = fx.diff(x,k)

import sympy as sym derivadax0 = derivada.subs(x,x0)
x=sym.Symbol(X) denominador = math.factorial(k)

fx=sym.sin(x) terminok = (derivadax0/denominador)*(x-x0)**k

polinomio = polinomio + terminok

x0=0 k=k+1

n=10

k=0 prine(" ")

polinomio = 0 print("P(x) = ", polinomio

Se ocuparon las bibliotecas numpy y sympy, y ambas se renombran como np y sym,
respectivamente. Ahora bien, si se quiere mostrar las graficas de la funcién original
junto con el polinomio derivado del desarrollo en serie de Taylor de la misma funcién,
es suficiente con correr el procedimiento en Python que se incluye lineas abajo.
Necesitamos importar varias bibliotecas que nos permitan hacer el ajuste a la curva
mediante un polinomio que resulta de aplicar el desarrollo en serie de Taylor, tal es el
caso de matplotlib.pyplot, sympy.utilities.lambdify y de sympy.plotting.

Como segundo ejemplo, se calcula el desarrollo en serie de Taylor de la funcién
f(x)=cos(x) alrededor del cero (0), y de grado 8 (n=8). En la figura 3.2 se muestra la

funcién original, asi como el polinomio resultante.
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#codigo 3.8

from sympy import *

import math

import sympy as sym

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy.plotting import *

from sympy.utilities.lambdify import lambdify

x=sym.Symbol (<)

print(‘La funcién de interés: ‘)
fx = eval(input())
print(Punto inicial x0: )

x0 = float(input())

print(‘Grado del polinomio: )

n = int(input())

k=0
polinomio = 0
while not (k>n):
derivada = fx.diff(x,k)
derivadax0 = derivada.subs(x,x0)
divisor = math.factorial (k)
terminok = (derivadax0/divisor)*(x-x0)**k

polinomio = polinomio + terminok

k=k+1

prine(" ")
print("El polinédmio resultante es")
print("P(x) = ", polinomio)

prine(" ")

#grafica

f = lambdify(x, polinomio, 'numpy")
g = lambdify(x, fx, 'numpy’)

t = np.linspace(-6.0, 6.0,1000)

# Se grafican las dos curvas
ple.plot(t,g(t), 'b-',linewidth=2,label="funcién")
plt.plot(t,£(t), 'r--',label='"serie de Taylor")

#Se escriben letreros

ple.title("Serie de Taylor",fontsize=14)
plt.xlabel('x',fontsize=14)
plt.ylabel('P(x)',fontsize=14)

#Localizacién de un letrero

plt.legend(loc="center")

#Se salva la figura generada
plt.savefig('Serie_Taylor.png')
plt.show()

Se le pide al usuario introducir el grado del polinomio (n) que nos da informacién

del orden de la derivada usada (n-1) —ver ecuacién (3.1)—. No es obligatorio que

el desarrollo en serie sea alrededor del cero. En este ejercicio usamos también la

instruccién antes mencionada de la derivada de una funcién; asi como la instruccién
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divisor= np.math.factorial(k) para calcular el factorial de k. En general se construyen
los términos de la serie de Taylor con la linea terminok = (derivadaxO/divisor)*
(x-x0)**k.

La figura 3.2 muestra la funcién original representada con una curva continua, y

con una curva discontinua, el polinomio que resulta del ajuste obtenido mediante la
serie de Taylor.

Figura 3.2.
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Ejercicios

[1] Calcular y graficar el polinomio resultante de desarrollar en serie de Taylor
a la funcién f(x)=sen(x) alrededor del cero, con n=10. ;En qué vecindad del
dominio el polinomio ajustado concuerda con la funcién original?

[2] Calcular y graficar el polinomio resultante de desarrollar en serie de Taylor a la
funcién f(x)=cos*(x) alrededor del cero, con n=16. ;En qué vecindad del dominio
el polinomio ajustado concuerda con la funcién original?
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4. INTEGRACION NUMERICA

Existen diferentes métodos para calcular la integral numérica de funciones de una o
mds variables; asi como también existen diversos softwares que son capaces de llevar
a cabo dicha tarea; tal es el caso de MATHEMATICA [16], MATLAB [17], etc. Sin
embargo, nuestro interés es mostrar al lector que no es requisito indispensable contar
con algiin software comercial para integrar de manera numérica una funcién. En
esta oportunidad, vamos a describir de manera resumida el método del trapecio y el
método de Simpson, los cuales son los mds usados por la comunidad académica y
que, a través de un procedimiento simple, es posible construir un cédigo en lenguaje
Fortran 77 y también en Python.

METODO DEL TRAPECIO

Mis de una versién de dicho método podemos encontrar en la literatura. La
aproximaci6n inicial se le conoce como la regla del trapecio [11,12,14] simple, usa
un polinomio interpolante de primer orden en la variable independiente, es una
primera aproximacién de las férmulas cerradas de integracién de Newton-Cotes, y
es cerrada porque existen limites de integracién. Dicho método es una variacién del
método Riemann, en donde se cubre el 4rea bajo la curva (la funcién a integrar) con
rectdngulos (si es que usamos una funcién de una variable). En el método del trapecio
se usan formas no regulares o mds bien trapezoidales; en la figura 4.1 se muestran tales
formas geométricas. El polinomio de primer orden usado para hallar la solucién se
escribe a continuacién:

P(x) f(a)+ (x a) 4.1)

De manera que la integral original se cambia por

1@ =] P Wdse = [[ fla) + L2072 (— @) = (6 - 0) [L27] 4.2)



El error que se comete en este nivel de aproximacién se calcula con la expresién

siguiente:

Error = — —(b_ﬂ)jf(z)(&) 4.3)

12

donde & es un ntimero contenido en el intervalo [a,b], y f?(£) es la segunda derivada
de la funcién de interés evaluada en dicha variable.

Por otra parte, una versién mds precisa de este método se denomina regla del
trapecio compuesta, donde consideramos n-intervalos cuya amplitud es h = (b-2)/n,

de manera que

Jf (=2 [f(@) +2f(a+ )+ 2f(a+2h) + ... + £(B)] 4.4)

En esta aproximacion el error relacionado es

Error = — Mf(z)(&) 4.5)

12n?

tomando en cuenta n-intervalos.

Figura 4.1. Regla del trapecio usando n-particiones

F(x)
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A continuacién, abordaremos un ejercicio que permitird ejemplificar el uso de
este ultimo método numérico. Antes, resolveremos una integral particular donde
empleamos el teorema fundamental del cdlculo integral [11], de manera que tengamos
un resultado que sirva de referencia. Planteamos resolver la integral [ *Sxdx, cuya

solucidn es:
4
Jasxd = [52] =40 4.6)

Por otro lado, podemos resolver la integral de arriba usando la regla del trapecio
compuesto, considerando n=4 particiones, entonces h=(4-0)/4=1.

[,\5axdx = 1%[5(0)+2[5(0+1*1)]+2[5(0+2*1)]+2[5(0+3*1)]+5(4)] = 40 4.7)

Como se puede observar, encontramos el mismo resultado. Al integrar funciones m4s
complejas se alcanza a observar la ventaja de este tipo de métodos.

A continuacién, se incluye un cédigo en Python que calcula la integral de la
funcién f(x)=5x mediante el método del trapecio entre los limites inferior 2=0 y
superior b=4, usando n=4 particiones.

print(“Dame los limites de integracién”)

a = float(input(‘a: °))
b = float(input(‘b: ))

n = int(input(‘particiones: °))

#codigo 4.1 # PROCEDIMIENTO
# FUNCION A INTEGRAR
h = (b-a)/float(n)
def f(x): suma = 0.0
fxi = 5x x=0.0
return(fxi)
for i in range(0,n-1,1):
# LIMITES x = x+h
print(“ ) suma = suma + f(x)

integral = 0.5*h*(f(a) + 2.0*suma + (b))

# RESULTADO DE LA INTEGRAL
print(’ ")
print('Integral= " + str(integral))
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METODO DE SIMPSON

Otro de los métodos mds usados para integrar numéricamente una funcién es el
método de Simpson [11,12,14], una de las férmulas cerradas de Newton-Cotes que
emplea un polinomio de interpolacién de segundo orden y pasa por tres puntos:

[a.8(a)], [x,.f(x, )] y [6:£(6)].

ll'lt int

x )—f )+f (b)-21(x,
P2(x) = f(ﬂ) + w (X — a) w (X — a) (X — Xim) 4.8)
Donde 2y & son los limites de integracion, x, =(a+6)/2 es el punto medio del intervalo
que sirve como un tercer punto en la interpolacién, y h=(6-2)/2 es el ancho en el
intervalo que se usa como en el caso de la regla del trapecio. De manera que la integral

original se aproxima como sigue:
! f)be = I P,()dsc = 2 [ £(a) + 4f(x, ) + £0)] 4.9)

cuyo error asociado se calcula como

int

Error = f(Z—(F) (x-x )4 4.10)

donde ¥ denota la derivada cuarta de la funcién f(€) donde & es una variable que se

encuentra en 0 y x.

METODO DE SIMPSON COMPUESTO

Una aproximacién que mejora en precision al Gltimo método mencionado es conocido
como el método de Simpson compuesto. Este consiste en hacer subdivisiones de los
intervalos, lo que imita el procedimiento llevado a cabo en la regla del trapecio. Ahora

se consideran n-particiones {XO, X, X5, X, X . xn}, y se expresa el ancho de los

o
n-intervalos como h=(6-a)/n, con la condicién de que n debe ser un ndmero par para

que los limites queden contenidos en el método.

[/ fW@ds =2 [fla) + 42, f(5) + 250, fx) + f(0)] 4.11)
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De modo que la primera sumatoria toma en cuenta términos que usan valores impares
en el incremento y la segunda sumatoria los términos que involucran a la funcién
evaluada en las particiones pares. En la figura 4.2 se muestra de manera geométrica la
aproximacién en la regla de Simpson.

Figura 4.2. Regla de Simpson usando n-particiones

F(x)

Existen mds aproximaciones que tienen una mejor precision; sin embargo, la intencién
de este apartado es solo mostrar el método y, sobre todo, una forma de calcular
integrales numéricas usando Python. Para ejemplificar el método, a continuacién se
muestra el cédigo 4.2 en Python, que sirve para integrar la funcién f(x)=cos*(x) entre
los limites inferior « y superior 4. Dicho cédigo incluye la biblioteca numpy.
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#codigo 4.2 print('limites en radianes')

import numpy as np print('a = " + str(a))
print('b = " + str(b))

# FUNCION A INTEGRAR print(h = ' + str(h))
def f(x):

fxi = np.cos(x)*np.cos(x) pares = 0.0

return (fxi) impares = 0.0
# LIMITES for i in range(2,n+1,2):
printe(“ %) impares = impares + 4.0*f(a + float(i-1)*h)
print(“método de Simpson )
print(“Dame los limites de integracién for j in range(3,n,2):
en grados”) pares = pares + 2.0*f(a + float(j-1)*h)
a = float(input(‘a: ‘) integral = h*(f(a) + pares + impares + f(b))/3.0
b = float(input(‘b: ))
n = int(input(‘particiones: °)) # RESULTADO DE LA INTEGRAL
PI=3.141592 prine(’ "
a= (a*PI)/180.0 print('Numero de particiones n = ' + str(n))
b= (b*PI)/180.0 print('El valor de la integral es = ' + str(integral))

h = (b-a)/float(n)

Un segundo ejemplo se muestra en el c6digo 4.3 de Python que nos ayuda a integrar
la funcién f(x)=1.0/(1+x) entre los limites inferior  y superior 4. En esta ocasién no
fue usada la biblioteca numpy debido a que no es una funcién trigonométrica la que

se integra.

64



Fisica computacional: ejemplos en Python y Fortran

Ejercicios
[1] Integrar la funcién f(x)=x* + 2x +2/x*en los limites de 1 a 4.

[2] Integrar la funcién f(x)=3tang(x) + 2 en los limites de 0 a 30°.
[3] Integrar la funcién f(x)=tanh(x) + 2x en los limites de -60° a 60°.
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5. MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

El muestreo consiste en seleccionar un subconjunto de datos de un conjunto mis
grande, con la finalidad de llevar a cabo un andlisis estadistico. Se pueden identificar
dos tipos de muestreo: probabilistico y no probabilistico; el primero permite hacer
inferencias y el segundo no.

En este apartado nos referimos al método del muestreo aleatorio simple, un
método probabilistico que asigna, a todos los elementos que integran una poblacién
de interés, una etiqueta con la cual se identifican y, ademds, considera que estos
elementos tienen la misma probabilidad de ser elegidos; son considerados eventos
independientes sin importar el previo [18]. Se selecciona un elemento por evento
de manera completamente aleatoria; de esta forma se garantiza que estd presente la
probabilidad de que todos los elementos de la poblacién puedan ser elegidos en algin
momento.

Con la intencién de fijar ideas, podemos referirnos a una funcién cualquiera,
mencionando que el muestreo nos permite sondear todos los valores que integran
el dominio de una funcién de interés, eligiéndolos de manera aleatoria y analizando
el co-dominio o imagen de la funcién. Existen mds divisiones acerca de la técnica del
muestreo; sin embargo, estamos interesados en mostrar solo aquel que usaremos al
llegar al tema 10 de este libro.

Es importante revisar también el concepto de generador de nimeros aleatorios
antes de revisar ejemplos donde se usa el muestreo. Existen diversos procedimientos
para generar niimeros aleatorios [19], y todos ellos en algin momento dejan de ser
efectivos; sin embargo, tienen un régimen de validez en el sentido de que en un rango
de niimeros son confiables. A continuacién, se muestra un cédigo en Fortran 77 que
contiene un generador de niimeros aleatorios, el cual fue tomado de la referencia
[19]. El cédigo consiste en lineas de programaciéon que hace el llamado de la funcién
que genera nimeros aleatorios tantas veces como el usuario lo solicite, a través de
la variable NumPuntos. Ademis, se hace uso de la declaracién de las variables reales
como doble precisién a través de la instruccién implicit double precision (a-h,0-z),

donde las variables implicitas, cuyos nombres comienzan con las letras comprendidas
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entre la i y n, son consideradas como enteras. La razén de dicha declaracién es para
obtener una mayor precision numérica; no obstante, es conveniente mencionar que
el calculo sugerido en el cédigo 5.1 se puede lograr en precisién simple sin perder
generalidad. Es necesario recordar al lector que en Fortran 77 se debe iniciar el cédigo
en la columna 7 y se debe procurar no rebasar la columna 70, debido a que este es el

margen en el cual el compilador reconoce las instrucciones declaradas en el cédigo.

#codigo 5.1 ¢ * generador de niimeros aleatorios entre 0y 1 *

program aleatorio real*8 function ranf ( dummy )

implicit double precision (a-h,0-z) implicit double precision (a-h,0-z)

write(6,*)’ numero de datos’ integer I, ¢, m

read(5,*)NumPuntos parameter (1= 1029, c = 221591, m=1048576 )
integer  seed

do i = 1,NumPuntos real*8  dummy

write(6,)i,ranf(dummy) save seed

enddo data seed / 0/

write(6,*)’ ¢ seed = mod (seed *1 + ¢, m)

write(6,)’ya termine’ ranf = dble (seed ) / m

write(6,*)’ ¢
return

stop end

end

Algunos compiladores tienen en sus bibliotecas ciertos procedimientos definidos para
&
generar niimeros aleatorios, y es suficiente solo con invocar las bibliotecas y funciones

involucradas.
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CALCULO DE T

Para ilustrar el método del muestreo es muy util revisar el calculo del niimero irracional
7, un ejercicio simple y muy comtiin a la hora de abordar este tema. Para estimar 7
se puede hacer el cociente del drea del cuarto de circulo de radio 7 entre el 4rea del
cuadrado de lado 7
1 1
Area +nr

_ 4 5.1)

Area 5 r

En la figura 5.1 mostramos ambas figuras geométricas. El radio del circulo es r=1,
y el lado del cuadrado se toma como r=1. Ademds, se considera el generar nimeros
aleatorios que llenen las dreas en comin de ambas formas geométricas. Digamos
que N_

.1, €s el nimero de datos generados aleatoriamente que logren llenar el drea

del cuarto de circulo y N es el nimero de datos generados aleatoriamente que

cuadrado
cubren el drea de cuadrado, que también se pueden identificar como el ndmero de
datos totales generados aleatoriamente. Entonces, en una primera aproximacidn,
escribimos:

T

- 5.2)
4

circulo
cuadrado

Se generan ntimeros aleatorios entre 0 y 1 para las coordenadas x y y. Ahora, si un
punto con coordenadas (x,y) se ubica en el drea comun, entonces se considera como

acierto, se contabiliza y se “pinta’.
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Figura 5.1. Cuadro formado por los puntos ABCD
y cuarto de circulo formado por los puntos ABD
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En la figura 5.2 se muestra la forma progresiva en que el drea comun del cuadrado y
el del cuarto de circulo se va llenando de puntos generados aleatoriamente y, con ello,
el valor numérico calculado de 7 es cada vez mds preciso. Se observa que para alcanzar
un grado de precisién aceptable es necesario tomar en cuenta un nimero cada vez mds

grande de datos numéricos del drea en comdn (muestrear).

Figura 5.2. Aciertos aleatorios generados con 10, 100, 1 000 y 10 000 intentos
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Con la ayuda del cédigo en Fortran 77 que se incluye mds adelante, podemos calcular
el nimero 7 usando la ecuacién (5.2). Si se compara el resultado numérico obtenido
con el cédigo en Fortran, y el valor ya conocido de 7, vemos que, conforme el nimero
de eventos al azar aumenta, ambos datos se van acercando cada vez més. En la figura
5.3 se observa que la convergencia del dato generado se logra con un nimero grande

de eventos.

Figura 5.3. Comparacién del valor de referencia del nimero 1
y los datos generados con el método del muestreo.Valores generados
con 10, 100, 1E03, 1E05 y 1E06 intentos.

35 T T T T T T T T T

— Valor real
250 ®-® Valor estimado A

L 1 L | L | L | L
) 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05 1e+06
N

Enseguida mostramos un cdédigo en lenguaje Fortran 77 para calcular 7, usando el
método del muestreo donde se genera un archivo CuartoDeCirculo.dat, que contiene

los datos generados aleatoriamente de X y Y.
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#cddigo 5.2
program pinum
implicit double precision(a-h,0-z)
real*8 dummy
write(6,%)”
write(6,*)’cuantos nimero aleatorios’

read(5,*)NumPuntos

write(6,*)”
open(13, file="CuartoDeCirculo.dat’)
Ncirculo = 0

do i = 1,NumPuntos
x = ranf(dummy)
y = ranf(dummy)
cir = sqrt(x*x + y*y)
if(cir.le.1) then
Ncirculo = Ncirculo + 1
write(13,23)x,y
endif
enddo
23 format(2f8.3)

¢ * ntmeros aleatorios entre 0 y 1 *

pi=4.0d0*float(Ncirculo)/float(NumPuntos)
write(6,*)"

write(6,%)'el valor de pi', pi

write(6,%)"

stop

end

real*8 function ranf ( dummy )

implicit double precision (a-h,o0-z)

integer L, ¢, m

parameter (1=1029, ¢ =221591, m =
1048576 )

integer  seed

real*8  dummy

save seed

data seed / 0/

seed = mod (seed *1 + c, m)

ranf = dble (seed ) / m

return

end

Se incluye también el cédigo 5.3 en Python para calcular de manera numérica el

numero irracional 1 haciendo uso de la biblioteca maplotlib para generar un grifico,
y de la funcién hypot(x,y), contenida en la biblioteca math, que nos permite calcular

la rafz cuadrada de la norma euclidiana, es decir 7 =4/x* + i a
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#cddigo 5.3
print(‘ 9
print(“Cuantos nimeros aletorios?”)
NumPuntos = int(input(‘NumPuntos: °))
Ncirculo = 0
for i in range(NumPuntos):
x = random()
y = random()
if hypot(x, y) < I:
Ncirculo = Ncirculo + 1
plt.plot(x,y,r0’)
plt.savefig(“CuartoDeCirculo.png”)
plt.show()
print(‘ 9
print(‘pi = * + str(4.0 * Ncirculo / NumPuntos))

print(‘ 9

Esimportante distinguir que en este tltimo cédigo no se incluye un procedimiento para
generar niimeros aleatorios, solo se invocan las bibliotecas 7andom y se hace uso de la
instruccién random(). Por tltimo, se menciona que este mismo procedimiento genera
una figura CuartoDeCirculo.png, que muestra los datos generados aleatoriamente y

que estdn contenidos dentro del cuarto de circulo.

INTEGRAL NUMERICA DE UNA FUNCION F(X)

En esta seccién mostramos el uso del método del muestreo en la integracién de
funciones. Cabe sefalar que, integrar funciones de una variable independiente, es
una tarea que puede ser realizada usando el método de Riemann, trapecio, Simpson,
etc.; y que puede ser mds barato en cuanto al tiempo de cémputo. Un ejemplo donde
podemos observar una verdadera ventaja que ofrece el método del muestreo es la
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integracion de funciones de N-variables. En este apartado solo nos enfocamos en la
solucién numérica de integrales de funciones de una variable, de manera que podemos

mostrar [zt como la integral de una funcién f(x) y que escribimos:
Int = Jff(x)dx 5.3)

En términos de una suma de Riemann, podemos escribir la integral como:

[} fdx =lim X7, Ax - f(x) 5.4)
Donde
szé;a,xi=d+AX-l' 5.5)

siendo 7 el contador que identifica una particion en particular del total de particiones
n. La idea es imitar la forma funcional de (5.4). Comenzamos con escribir la integral
original, incluyendo una densidad de probabilidad p(x) que en principio es arbitraria.

Int = [ (L3p () 5.6)

Ahora se considera un niimero importante de intentos t, que consisten en elegir un

nimero aleatorio de la distribucién p(x) en el rango (x,,x,).

Int = < S0 5.7)

p(?) >eventos

Los paréntesis (---) representan un promedio sobre todos los intentos o eventos. Si
se elige una distribucién uniforme p(x) = 1/(x,-x,) con x <x<x,, entonces podemos
escribir

(x tmax

Int'~ 2L ST 1 () 5.8)
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Se identifican los limites x =b y x = 4, e introducimos una variable que tome en cuenta
la eleccidn aleatoria de los datos que conforman el dominio, lo que nos permite

reescribir la integral como:

D' =223 F) 5.9)

m
donde m es el niimero de datos aleatorios o intentos, ¥, es una variable aleatoria que

depende del nimero aleatorio y, y recorre todo el dominio de la variable independiente.
X, =a+(b-af, 5.10)

De manera que en el limite, cuando m - oo, entonces se cumple que /nz” > Int, lo
cual es consistente con el teorema del limite central [20]. A continuacién, se muestra
un ejercicio a manera de ejemplo que consiste en integrar la funcién f(x)=sen’(x)
entre los limites a=0 y b=m (ver figura 5.4). En este ejercicio hacemos 7 intentos
por llenar el drea bajo la curva para poder estimar de mejor manera la integral de
la misma funcién. Particularmente, usamos 7=10, 100, 1000 y 1E06 intentos, tal
que se obtiene una mejor precisién cada vez que se incrementa el nimero de datos

generados aleatoriamente.

Figura 5.4. Curva de la funcién sen’*(x) de 0 a T

1 T T

T T I
f(x):senz(x)

f(x)
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El niimero de intentos se refiere al niimero de datos aleatorios elegidos de aquellos que
conforman el dominio de la funcién. En la figura 5.5 observamos este esquema de
izquierda a derecha, donde al generar 10 datos aleatorios solo una pequena fraccién
de ellos caen por debajo de la curva, por lo que es recomendable generar una gran

cantidad de ntimeros aleatorios.

Figura 5.5. Area bajo la curva sen’(x) de 0 a .
Siendo m el niimero de datos generados aleatoriamente

T I I T I T I
09— -

L m=10 m=100

0.6

f(x)

03—

m=1E06

0.6

f(x)

03

A fin de mostrar un camino para calcular la integral de la funcién f(x), usando el
método del muestreo, incluimos un procedimiento en Python, que calcula la integral
numérica y ademds genera el archivo bajolacurva.dat, el cual contiene los puntos que
se encuentran bajo la curva y que fueron generados aleatoriamente. Asi, también se
genera una figura al ejecutar el ultimo cédigo que contiene la misma informacién

antes mencionada y que se guarda en el archivo bajolacurva.png.
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#cddigo 5.4
import math
import random

from matplotlib import pyplot as plt
archivo = open(“bajolacurva.dat”, w’)

# SE DEFINE LA FUNCION
def f(x):

return math.sin(x)*math.sin(x)

# LIMITES DE INTEGRACION
prine(“ )

print(“Dame los limites de integracién”)
xmin = float(input(‘a: °))

xmax = float(input(‘b: ‘))

NumPuntos=int(input(‘Nameros a generar: °))

Ndatos = 0
sumy = 0.0

for j in range(NumPuntos):
X = xmin + (xmax - xmin) * random.
random()
yrandom = random.random()
sumy = sumy + f(x)
funcion = f(x)
if yrandom <= funcion:
Ndatos = Ndatos + 1
archivo.write(str(x) + ' ' + str(yrandom) +
\n);
plt.plot(x,yrandom, 'ro")
plt.savefig("bajolacurva.png")
ple.show()
archivo.close;
print("\nArchivo creado bajolacurva.dat");

En = (xmax - xmin) * sumy / NumPuntos

# RESULTADO DE LA INTEGRAL
prine(' )

print('Integral= ' + str(En))

print('puntos bajo la curva=" + str(Ndatos))

print(" ')

El cédigo en Fortran 77, mostrado a continuacién, genera los datos de la funcién

f(x) = sen*(x); es decir, evaluar la funcién entre los limites 0 a 7. Los datos generados

estdn contenidos en el archivo lacurva.dat.
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#cddigo 5.5
program pintar
implicit double precision(a-h,0-z)
dimension f(50000)
open(12,file="lacurva.dat’)
rewind(12)
pi = 3.14159
x=0.0
dx =0.01
nstep = 50000
do i = 1,nstep
f(i) = sin(x)*sin(x)
write(12,23)x,£(i)
x=x+dx
if(x.gt.pi) go to 100
enddo
23 format(2F10.6)
100 continue
close(12)
stop

end

En principio se evalta la funcién f(x) nstep-veces, incrementando la variable
independiente hasta que se cumple la condicionante x > p. Se incluye un formato
particular a través de la instruccién formar(2F10.6), que significa que en el archivo
lacurva.dat se escriben dos variables reales, que asigna 10 lugares a los enteros y 6 a
las decimales. Es importante mencionar que este tltimo cédigo en Fortran 77, que
genera la curva en el intervalo de 0 a 7T, delimita los puntos generados aleatoriamente
(figura 5.5).

Por otro lado, se calcula nuevamente la integral numérica de la funcién sen’(x),
pero ahora usando un cédigo en lenguaje Fortran, en donde se incluyen bibliotecas

que nos permiten generar nimeros aleatorios a través de la funcién ranfldummy), asi
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como declarar la funcién que deseamos integrar mediante el procedimiento function

f{x). En particular, usamos la declaracién de todas las variables reales como de doble

precisién por comodidad, pues aunque el utilizar doble precisién demanda mads

tiempo de cémputo, su uso es irrelevante, ya que es un procedimiento corto.

#cddigo 5.6
program integral

implicit double precision (a-h,0-z)

write(6,*)’numero de datos aleatorios’

read(5,*)NumPuntos

write(6,%)” ¢

pi =3.141592654

Xmax = pi

xmin = 0.0

sumf =0.0

do i=1,NumPuntos
Xi=xmin+ranf(dummy)*(xmax-xmin)
sumf = sumf + f(Xi)

enddo

En=(xmax-xmin)*sumf/float(NumPuntos)

write(*,*) ‘La intergral es=",En

write(6,%)”

write(6,%)” ¢

stop

end

C generador de niimeros aleatorios entre 0 y 1

real*8 function ranf(dummy)

implicit double precision (a-h,0-z)

integer L, ¢, m

parameter(1=1029, c=221591,
m=1048576)

integer  seed

real*8  dummy

save seed

data seed / 0/

seed = mod (seed *I + ¢, m)
ranf = dble (seed ) / m
return

end

C ** la funcién a integrar **
real*8 function f(x)
implicit double precision (a-h,0-z)
f = sin(x)*sin(x)
return

end

De manera particular, en este mismo cédigo en Fortran 77 se incluye un procedimiento

sencillo que permite declarar la funcién a integrar, siendo tinicamente necesario hacer

el llamado de la funcién f(x) en el programa principal.
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INTEGRAL PARA EL CALCULO DE I1

En el ¢jercicio siguiente se calcula el valor de m a través de la integracién numérica de
la funcién £(x) =y 1 — x> entre los limites -1 y 1, lo que arroja como resultado el drea
de la mitad de una circunferencia de radio 1 y que es igual a 7/2, lo que se escribe

como:

%:_[_11 A\ 1= x%dx 5.11)

Este ejercicio permite usar la informacién ya discutida acerca de la integracién
numérica usando el muestreo que se incluye en el c6digo 5.7 en Python el cual se

expone a continuacion.

#cddigo 5.7 sumf = 0.0
import random for j in range(NumPuntos):
import math x=xmin+(xmax-xmin)*random.random()
from math import hypot y=random.random()
from matplotlib import pyplot as plt sumf = sumf + f(x)
if hypot(x,y) < 1:
# SE DEFINE LA FUNCION ple.plot(x,y,'r0")
def f(x): plt.savefig("MitadDeCirculo.png")
return math.sqrt(1-x**2) pi = (xmax - xmin)*2*sumf/NumPuntos
plt.show()
# LIMITES DE INTEGRACION
xmin = -1 # RESULTADO DE LA INTEGRAL
xmax = 1 print(' ")

NumPuntos= int(input(‘Nimeros aleatorios: ) | print('Estimacién de pi = ' + str(pi))
print(' ")
print(‘limite inferior =  + str(xmin))

print(‘limite superior = * + str(xmax))
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En este c6digo se crea una figura que muestra los datos generados aleatoriamente,
contenidos en la mitad de un circulo. Estos mismos datos se guardan en el archivo
MitadDeCirculo.png.

El siguiente procedimiento permite evaluar la funcién y =4/1 — x> en el intervalo
[-1, 1].

#cddigo 5.8

import matplotlib.pyplot as plt

archivo = open(“funcionEvaluada.dat”,”w”)
print(“dame el numero de datos”)

nstep = int(input())

dx=0.005
x=-1.0
for i in range(0,nstep,1):
if(x<=1.005):
y = (1.0 - x**2)**(1.0/2.0)
archivo.write(str(x) + * © + str(y) + \n);
x=x+dx
plt.plot(x,y,r0’)
plt.show()

archivo.close()

La figura 5.6 muestra la generacién de datos aleatorios para llenar el drea bajo la curva,
la cual corresponde a la mitad de un circulo de radio 1.

81



Figura 5.6. Generacién de datos aleatorios
para llenar el 4rea bajo la curva

~ 08 0.8
=06 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

Ejercicios

Resuelva los siguientes ejercicios usando N=1E05, nimeros aleatorios y que estén
dentro del intervalo de integracién.

[1] Calcular la integral de la funcién f(x)=3sin(x) entre los limites [0,7/3] radianes.

[2] Calcular la integral de la funcién f(x)=3x4 + 2x3 — 5x +4 entre los limites [1,4].
[3] Calcular la integral de la funcién f(x)=5coth(x) entre los limites [1,2] radianes.
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6. RAICES DE UN POLINOMIO

Sea un polinomio P(x) de grado N:

P(x) = ap + ax™ + ax" + ap™+ axN v a6 v a N0 6.1)
las raices del polinomio [21-23] son los valores de x, que al sustituirlos en el polinomio
da como resultado 0. La importancia de determinar raices de un polinomio radica en
que podemos extraer informacién relevante de dicho polinomio como: determinar
méximos y minimos, valores propios de matrices, solucién de sistemas de ecuaciones
lineales y diferenciales, etcétera.

Cabe senalar que hay al menos tres reglas que pueden ayudar a determinar las
raices de un polinomio; la primera menciona que el teorema de Bolzano establece que
si una funcién continua, P(x), puede tomar valores de signo puesto en los extremos
del intervalo [a,b] de interés, entonces existe al menos una raiz en dicho intervalo.

En la segunda se considera como el caso en que el polinomio P(x) es de grado N
y cuenta con coeficientes reales, lo que garantiza que tendrd N raices, ya sea que estas
sean reales o complejas.

En la tercera se menciona que si el cociente p/q es una raiz racional de un
polinomio que cuenta con coeficientes enteros
axN + axN v ax" v ax" v ax v a, =0 6.2)
entonces se tiene que ¢ divide a los coeficientes 2, y que p divide al término
independiente 2



FacToRrizacion

Escribir un polinomio en términos de factores es uno de los procedimientos mds
simples para determinar raices en un polinomio. Pongamos por caso el ejercicio
siguiente.

Hallar las raices del polinomio:
Px) =x?+x—-12 6.3)

De manera que 2, = 1,2, = 2,4, = —12. Si escribimos el polinomio en términos de dos

factores tenemos:
x?+x=12=(x+4) (x-3) 6.4)

Las raices son aquellos niimeros que hacen que cada uno de los factores por separado

sean igual a cero, de manera que las raices en este ejercicio son:

x =—4,
x. =3, 6.5)

Asi que, al evaluar el polinomio en estos niimeros, obtenemos que P(-4)=0 y P(3)=0;
en este caso en particular las raices son reales. Existen diferentes métodos para
calcular las raices de polinomios, pero la intencién de este libro es acercar al lector
con el intérprete Python para calcular raices de un polinomio, usando algiin método
existente.

A continuacién, se incluye el c6digo 6.1 en Python, que calcula las raices del
polinomio descrito en la ecuacién (6.1). Usamos las bibliotecas numpy de Python,
lo que nos permite calcular las raices reales de un polinomio. Primero se invoca
al polinomio con la instruccién polinomio=[1.0,1.0,-12.0], y lo que se hace es
incluir los coeficientes del polinomio. Posteriormente, se usa la instruccién numpy.

roots(polinomio), que nos permite calcular las raices reales del polinomio.
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#cddigo 6.1
import numpy

import sympy

#se escribe el polinomio

X, y = sympy.symbols(x y’)
y=x"*2+x-12.0

#El polinomio

polinomio = [1.0,1.0,-12.0]

#Se calculan las raices

raiz = numpy.roots(polinomio)
print(“ )

#Se muestran las raices

print(“El polinomio es P(x) = , str(y))
print(“Las raices del polinomio son:”)
print(“Raizl = %2.4f” % (raiz[0]))
print(“Raiz2 = %2.4f” % (raiz[1]))

En este mismo cddigo se imprime el polinomio de interés, asi como sus raices. Es
importante sefialar que este procedimiento no permite determinar raices imaginarias.
Ademds, si estamos interesados en graficar el polinomio junto con las raices
encontradas, el c4digo 6.2 en Python se escribe como sigue:
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#codigo 6.2 #se muestran las raices
import numpy

import matplotlib.pyplot as plt print("El polinomio es P(x) = ", str(yy))
import sympy print("Las raices del polinomio son:")
print("Raizl = %2.4f" % (raiz[0]))
#se escribe el polinomio print("Raiz2 = %2.4f" % (raiz[1]))
xx, yy = sympy.symbols(xx yy’)
yy = xx**2 + xx - 12.0 plt.figure
ple.plot(x,y;'-', label = 'y(x)=x**2 + x - 12.0")
polinomio = [1.0,1.0,-12.0] plt.plot(raiz.real,raices.real, 'ro’,
# el polinomio es x**2 + x - 12.0 markersize='5",label = 'Raices del polinomio')
ple.xlabel('x',fontsize=14)
#la variable x toma valores de -5 a 5 plt.ylabel('y(x)",fontsize=14)
x = numpy.arange(-5,5,.05) ple.title('Se grafican las raices de un
y = numpy.polyval(polinomio,x) polinomio',fontsize=14)
plt.legend()

#se calculan las raices
raiz = numpy.roots(polinomio) plt.show()

raices = numpy.polyval(polinomio,raiz)

La grifica del polinomio junto a las raices calculadas se muestran en la figura siguiente:

Figura 6.1. Polinomio y sus raices

Se grafican las raices de un polinomio

— y(x)=x"2 + x-12.0
15{ @ Raices del polinomio

10

y(x)

-4 -2 0 2 4
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En la figura 6.2 se muestran las tres raices del polinomio P (x) = x° + x > — 4x —4.

Figura 6.2. Polinomio y sus raices

Se grafican las tres raices del polinomio
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Ejercicios

[1] Calcular las raices reales del polinomio f(x)=x’-7x-6 mediante la factorizacién de

sus términos y usar el procedimiento en Python mostrado.
[2] Determinar las raices del polinomio f(x)=x’+x?-4x-4, usando el procedimiento en

Python mostrado.

LA FORMULA DE BHASKARA

Bhaskara Akaria (1114-1185) fue un matemdtico y astrénomo indio que dedujo
la férmula cuadrdtica para hallar raices de polinomios de segundo grado [24]. A
continuacién, se presenta una deduccién breve de dicha formulacién.

Se escribe el polinomio de grado 2 de la forma

6.0)

P(x)=ax’+bx+c

Esta misma ecuacién se iguala a cero
6.7)

ax’+bx+c=0
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Posteriormente, se multiplica por 42 ambos lados de la igualdad

4a’x* + 4abx + 4ac=0 6.8)
Se suma y se resta por el coeficiente b

45 + dabx + dac+ ¥ — ¥ =0 6.9)
Se reescriben los términos de la ecuacién anterior

2’2’ + 4abx + b* = b* — 4ac 6.10)
y se identifica un binomio cuadrado perfecto

Qax + b)? = b* — 4ac 6.11)

Para el siguiente paso, se saca la raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad

2ax + b =+ 0* - 4ac 6.12)

Y finalmente se despeja x

S it 6.13)

2a
De manera que si el discriminante
A =0 —4ac 6.14)
es positivo, se hallan raices reales; en el caso de que sea negativo, las raices serdn

imaginarias; y para el caso en que sea nulo, se obtendrd solo una solucién.

Como ejemplo, resolvamos el siguiente ejercicio:

Px) =32 +2x+ 1 6.15)

88



Inmediatamente se identifican los coeficientes 2 = 3.2, b = 2, ¢ = 1, con los cuales
calculamos las raices usando la ecuacién (6.13).
Como siguiente paso, verificamos el signo que acompana al discriminante

A=22-4(3.2)(1)

A-_88 6.16)
Observamos que es negativo, lo que nos informa que las raices son imaginarias, de
manera que podemos escribir la raiz cuadrada del discriminante como \/K = i48.8.

Asi, podemos escribir las raices del polinomio de interés como

_ —2+iy88 v o 288 6.17)

Y= Ts 0 YT T ea

A continuacidn, se incluye el c6digo 6.3 en Python, que permite calcular las raices del

polinomio descrito en la ecuacién (6.15), usando el método de Bhaskara.
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#cddigo 6.3 if (dis < 0):
racu = sqrt(-dis)

from math import sqrt print("racu = sqrt(-dis)")
import sympy print("racu = ",racu)
term1 = -b/(2.0*a)
X, y = sympy.symbols(x y’) term?2 = racu/(2.0*a)
y =3.2%x"2 + 2%x + 1 print("El polinomio es P(x) = ", str(y))

print("Las raices son complejas")

print(* ) print('raiz1=%2.4f" % (terml), "+i" '%2.4f" %
print(“Ecuaciones de segundo grado.”) (term?2))

a = float(input(“dame el valor de a = ©)) print('raiz2= %2.4f" % (terml), "- i" '%2.4f" %
b = float(input(“dame el valor de b = “)) | (term2))

¢ = float(input(“dame el valor de ¢ = ©)) | else:

rc = sqrt(dis)

prine(“ ) print("racu = sqrt(dis)")
print(“Discriminante (dis)”) print("racu = ",racu)

dis = b**2 - 4*a*c prine(" ")

print(“dis = b**2 - 4*a*c”) raizl = (-b + sqre(b**2 - 4*a*c))/(2*a)
print(“dis =7,dis) raiz2 = (-b - sqre(b**2 - 4*a*c))/(2*a)

print("El polinomio es P(x) = ", str(y))
print("Las raices son reales")
print("raizl = %2.2f" % (raizl))
print("raiz2 = %2.2f" % (raiz2))

Ejercicios

[1] Determinar las raices de los polinomios a) P(x) = x*- 2x + 3y b) P(x) = x*- 2x +
5, y mencionar qué tipo de raices son, si reales o imaginarias. Calcular las raices
de los polinomios algebraicamente y mediante un cédigo en Python.

[2] Hallar las raices del polinomio de segundo grado P(x) = 3x*- 4x + 10. Graficar el
polinomio junto con sus raices.
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M¥£TtopO DE NEWTON-RAPHSON

Este método muestra buena precision, aunque hay casos en los que presenta algunas
dificultades debido a que se pide que los polinomios sean diferenciales y continuos.
El método estd basado en un desarrollo en serie de Taylor del polinomio original [15],
pero conservando los primeros términos. Esto introduce un error del orden de (x-x).

Sea el polinomio P(x) = 0, el cual tiene al menos una solucién x que pertenece al
intervalo [a,b], luego al hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor de un punto

X, suficientemente cercano a la raiz de interés

P = Plx,) + (x—x) Plx) + @‘2’%)2 P'(x +0h) 6.18)
con0<0<1,siendoh = XX,

omo paso siguiente, suponemos que el polinomio P(x) es continuo en el intervalo
C guient que el pol P t | interval

[a,b] y, ademds, que x estd muy cerca de X, de manera que la diferencia X-X, es muy
pequena. En el desarrollo en serie de Taylor de la ecuacién anterior solo se conservan

los primeros dos términos, de manera que nos queda la aproximacién siguiente:
P = Plx) + (- x) Plx) 6.19)

Ya que x son las raices del polinomio y que se debe cumplir que P(x)=0, esto implica

que se debe cumplir la relacién siguiente:
P = Plx) + (& —x) Plx) 6.20)

Ahora despejamos x, que es la raiz buscada, de manera que después de hacer algunos

pasos algebraicos obtenemos:
P

xzxo—szx1 6.21)
Px,)

Asi, la raiz buscada es:

g~ X, 6.22)
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Este es el procedimiento para determinar las raices de un polinomio mediante el
método de Newton-Raphson [25,26], donde debemos mencionar que x estd mds
cerca del valor de la rafz en comparacién del punto x. Esto hace que el procedimiento
sea bueno; ademds, si uno estd interesado en mejorar la precisién, basta con repetir el
procedimiento nuevamente, tal que:

Plx,)

XZ = xl - Pllx) 623)

Asi sucesivamente hasta alcanzar una precisién satisfactoria

Plx)
oy — 2 6.24
X, = X, ) )

La formulacién mds comin para representar este método es la siguiente:

X =X _ 6.25)

b+l k P’(X/e)

Donde el método de Newton-Raphson requiere de una aproximacién inicial x, y,

posteriormente, de forma recursiva se obtiene la sucesion:

n
EA 6.26)
A manera de ejemplo, resolver el siguiente ejercicio. Calcular las raices del polinomio

P(x) = x> + x — 12 mediante el método de Newton-Raphson elaborando un
procedimiento contenido en el cédigo 6.4 en Python.
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#codigo 6.4

# El polinomio y su derivada

fx = lambda x: x**2 + x - 12
dfx = lambda x: 2*x - 1

#Tolerancia

tolerancia = float(input(‘tol: °))

# Declaramos el grado del polinomio

n=3

for i in range(0,n,1):

print('dame el dato inicial')

x0 = float(input('x_0: "))

error = abs(2*tolerancia)

x1=x0

while (error>=tolerancia):
xnl = xI - fx(x1)/dfx(x1)
error = abs(xn1-x1)

x1 =xnl

print(‘A partir del dato inicial')
print('la raiz es: ', '{:.2f}".format(xn1))

Este procedimiento calcula una raiz a la vez a partir del dato inicial que da el usuario.

Esto hace que el procedimiento no sea inmediato, debido a que si no se tiene idea

del intervalo [a,b] donde encuentran las raices, entonces se tendrd que explorar varios

valores para el dato inicial. En este cddigo se usa el comando que permite calcular el

valor absoluto #bs(x).

Para graficar el polinomio original junto con las raices encontradas con el método

de Newton-Raphson, se incluye el c6digo 6.5 en Python.
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#codigo 6.5
from sympy import symbols, sympify
import matplotlib.pyplot as plt

y,x = symbols(x y)
y=x"2+x-12.0
dy = y.diff(x)

prine(“ )
x0 = input(‘valor inicial cercano a la raiz ‘)
raices=([]
while x0!=s":
x0=sympify(x0)
tolerancia=1E-05
i=0
error = abs(2*tolerancia)
while(error >= tolerancia) :
fx=y.subs(x,x0).evalf()
dfx=dy.subs(x,x0).evalf()
x1=x0-fx/dfx
error = abs(x1-x0)
x0=x1
i=i+1
raices.append(round(x0))
print(‘la raiz es x= © + str(round(x0)))
print(‘se usaron © + str(i), ‘iteraciones’)
prine(“ )

print("elije una opcién:")
print("opcién 1. para la siguiente rafz dame otro
valor inicial")
print("opcion 2. para salir teclea................ [s]M
x0=input("dame una opcién: ")
prine(" ")
print(f"las raices son: {raices}")
prine(" ")
print("si quieres graficar presiona 1, en caso
contrario presiona cualquier tecla para salir ")
xO=input(" ") #espera la opcidn, si es 1, se grafica

if(x0=="1"):

#graficas

N_int=5000

xmin,xmax=-5,5

rango = range(xmin*N_int,xmax*N_int)

X = [(Hoat(i)/N_int) for i in rango]

def f(x):

return x*2 + x - 12.0

ple.plot(X,[f(i) for i in X], '-'label="P(x) = x> +
x-12")

plt.plot(raices, [f(i) for i in raices], 'ro’,
markersize='10", label="Sus raices")

plt.title("Metodo de Newton-Raphson")

ple.xlabel("x"

plt.ylabel("P(x)")

plt.legend(loc="upper left")

plt.savefig("Newton_Raphson.png")

plt.show()

Al ejecutar este procedimiento se genera la figura 6.3, que muestra el polinomio de

interés y sus raices calculadas con el método de Newton-Raphson.
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Figura 6.3. Grifica del polinomio P(x)=x’+x-12 y sus respectivas raices,
calculadas mediante el método de Newton-Raphson.

Metodo de Newton-Raphson

— P(x) =x*+x-12
@ Sus raices

15 1

10 A

P(x)

Ejercicios

[1] Calcular las raices y generar un gréfico que incluya el polinomio, donde f(x)=x*-
7x-6. Usar el método de Newton-Raphson.

[2] Calcular las raices y generar un grifico que incluya el polinomio, donde
f(x)=x?+2x+3. Usar el método de Newton-Raphson.

METODO DE LA SECANTE

El método llamado de la secante [15] es un método iterativo que nos ayuda a encontrar
también las raices de un polinomio y es, de hecho, una variacién del método de
Newton-Raphson. La derivada involucrada en este dltimo método se ve reemplazada
por su expresién correspondiente en términos del limite de la diferencia de la misma
funcién evaluada en distintos valores del dominio. Esta opcién para determinar los
ceros del polinomio surge debido a que en ocasiones, el tiempo de cémputo en calcular
la derivada del polinomio de interés es muy alto, o es muy complicado determinar la
derivada de la funcién de interés.
Retomemos la ecuacién (6.12).
Plx)
b1 = % TPy
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Nos indica que la raiz 4+ se determina en términos de la raiz anterior, 4. Ahora bien,
si escribimos la derivada del polinomio en términos de limite hallamos la expresién
siguiente:
. Plx) — Plx, )
Pix) = lim iU 6.27)
x, >x, TN
Sustituyendo la ecuacién (6.14) en (6.12), usando intervalos discretos de la variable

independiente lo suficientemente pequefos, encontramos la expresion:

X

—x
X, =X,— m])(xk) 6.28)
A diferencia del método de Newton-Raphson, en el método de la secante se requiere
de al menos dos datos para la variable independiente x, para poder determinar la
pendiente asociada a la recta inicial que es secante al polinomio. Por definicién,
la recta secante toca en dos puntos a la curva de interés y cuando los puntos de x
se juntan, dicha recta se convierte en una recta tangente a la curva, de esta manera se
logra recuperar el método de Newton-Raphson.

Se incluye un procedimiento en Python para calcular las raices de un polinomio
P(x), usando el método de la secante, donde se introducen al menos dos datos de
la variable x para determinar la primera secante y comenzar asi el proceso iterativo.
En el c6digo en Python se utilizan las librerias sympy y matplotlib.pyplot; la primera
para manejar las variables x y y como simbolos para derivar la funcién de interés; y la
segunda para graficar las curvas y las raices.
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Fisica computacional: ejemplos en Python y Fortran
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print(“opcién 3. para graficar teclea.........ccccccucucueunnnns [3]7)

opcién = str(input(“dame una opcién: \n )

if(opcién == “3”):
N_int=5000
Xmin,xmax=-5,5
rango = range(xmin*N_int,xmax*N_int)
X = [(float(i)/N_int) for i in rango]
def f(x):

return x**2 + x - 12.0

ple.plot(X,[f(i) for i in X], -’,label="P(x) = x**2 + x - 12”)
plt.plot(raices,[f(i) for i in raices], ‘ro’, markersize="10’, label="Sus raices”)
plt.xlabel(“x” fontsize = 14)
plt.ylabel(“P(x)”,fontsize = 14)
plt.title(*Método de la secante” fontsize = 14)
pltlegend(loc="upper left”)
plt.savefig(“MetodoDeLaSecante.png”)
plt.show()

En la figura 6.4 se muestra la representacién del método de la secante, donde se
incluye el polinomio P(x) y dos lineas que son secantes al polinomio de interés. Se
pintan puntos donde se indican los valores de x y su contraparte en la curva que

resulta de graficar el polinomio P(x).
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Figura 6.4. Representacién del método de la secante

Se incluye la curva del polinomio P(x) y dos rectas secantes

v

Ejercicios
[1] Calcular las raices del polinomio p(x)=x’-7x-6 usando el método de la secante.

[2] Calcular las raices del polinomio p(x)=x*+2x+4 mediante el método de la secante.
Graficar la curva y sus raices.
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7. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) relaciona la derivada de una funcién respecto
de la Gnica variable independiente con una funcién que relaciona a la misma variable
y, en algunos casos, a la funcién en si misma [27,28].

Existen diferentes métodos matemdticos para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias de una variable de la forma

d

=) 7-1)
y que cuentan con una condicién inicial y(x )=y, Enseguida se mostrarin al menos
tres métodos para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales, incluyendo cédigos en
Python basados en los métodos de Taylor, Euler y de Runge-Kutta.

M¥£T1oDO DE TAYLOR

Bésicamente, el método de Taylor [28] consiste en aproximar la solucién exacta de
una ecuacién diferencial ordinaria con un polinomio obtenido a través del desarrollo
en serie de Taylor. Para ello se requiere que la funcién y(x) sea diferenciable y que su
k-ésima derivada exista alrededor del punto x,. El polinomio resultante se escribe a

continuacion

"

() (x =)

y(x) = ylx) + %y' (3,9, (x —x,) + %y" (x,9,) (x—x)* + %y 25

+ %},w (0,) (x—2x)" + ... + %},Ue)(xo%) (e — x )

La solucién es escrita, de manera que se puede hacer un procedimiento iterativo

conociendo la solucidn inicial o anterior.
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.yn :-yn—l + %}/,(X l’yn—l) (xn _xn—l) + %y”(xn—l’.yn—l) (xn _xn—l)z +

N
1
4

nr

(xn»l’-yn-l) (xn _xn»1)3 + % +};1” (xn-l’—yn»l) (xn _xn»1)4 Tt

7.3)
%y(k)(x -1 n—l) (xn _xn—l)k

El error cometido en la aproximacién se va reduciendo en tanto mds términos en
el desarrollo (7.2) se toman en cuenta. Cuando se trunca la aproximacién hasta el
término donde se involucra la primera derivada de la funcién y(x) ocurre algo que se
conoce como el método de Euler.

M¥£topo DE EULER

Este método debe su nombre al matemdtico vy fisico suizo Leonhard Euler [27,29].
Consiste en hacer una primera aproximacién al método de Taylor. Se considera un
cierto intervalo del dominio de la funcién, asi como su imagen o, propiamente, la
curva solucién. Ahora ajustamos una recta que es tangente a la curva solucién de la

ecuacién diferencial en un punto particular, dentro del intervalo en consideracién.

Figura 7.1. Método de Euler

De manera que el método de Euler aproxima la funcién solucién por medio de
una linea poligonal. Una primera aproximacién de la funcién, que es solucién de la

ecuacién diferencial ordinaria, es escrita como:

y(x) = +f(x0’ yo) (x_xo) 7.4)
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considerando que la pendiente de la recta es tangente a la curva m=y’(x ), identificamos
la pendiente de la recta como m=f(x,y,). Con base en lo anterior, podemos escribir la
solucién en una primera aproximacién con el valor numérico en el eje de las abscisas

X1 como:

y0e) =y =y, + (% 0,) (6 —x) 7.5)

A partir de este dato calculado, enseguida se repite el procedimiento para estimar el
siguiente punto en (x,,y,)

yee) =y, =y +fx,p) (x,—x) 7.6)

Para el siguiente paso se repite nuevamente el procedimiento, y asi sucesivamente.
Como parte de la metodologia, se toman valores en el eje de las abscisas de forma
equidistante, de manera que dichos valores son: x = x  + 4, o de la forma que
x =x,+nh, siendo h el intervalo con el que varfa “x”. En general, la solucién de la

ecuacién diferencial es escrita como:

}/n = -yn—l +f(xn—1’ -yn—l) /7 77)
Con
xn - xn—l = b 78)

Un ¢jercicio para ejemplificar el método de Euler es el siguiente. Resolver la ecuacién

diferencial ordinaria

& 2
dx —\/;}/ 79)

Con la condicién inicial

y(1)=2 7.10)
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Resolviendo la ecuacién diferencial y*dy = \/;dx => y* = 2x%% + 3C, siendo C una

constante a determinar. Si hacemos uso de la condicién inicial, tenemos que:
Yy =2x"7+3C 7.11)

Sustituyendo x, =1y y, = 2

P =222+ 3C 7.12)
Despejando C
3C=2°-2(1)%" 7.13)

Finalmente, determinamos que C=2, de manera que la solucién exacta es:
y=[2x"7+ 6] 7.14)

Tabulando la solucién exacta y la obtenida con el método de Euler, usando /=0.1, se

observa que la precisién es muy buena, al menos en este ejercicio.

Tabla 7.1. Resultados numéricos
de la solucién de la ecuacién diferencial

i X, y,(Euler) y,(exacta)
0 1 2.0 2.0

1 1.1 2.0250 2.0253

2 1.2 2.0508 2.0511

3 1.3 2.0768 2.0773

4 1.4 2.1033 2.1039

5 1.5 2.1300 2.1308

6 1.6 2.1570 2.1578

7 1.7 2.1842 2.1851

En el ejercicio en particular se identifica f(x,y,) = (\/;0) ;%) de manera que:

Fle,) = 1) 22) = 1/4 7.15)
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Partiendo de la ecuacién V= + f (xo,yo)/a, determinamos v,
¥ =2+ (0.1) =2.025 7.16)

Ahora se determina el siguiente término en la solucién Y=+ f (xl,yl)b, asi que

identificamos:

fle) = 0x) 67 7.17)
Evaluando en x,=1.1 y y =2.025:

fx,) = (1.1) (2.0252) = 0.255768047 7.18)
Calculamos y

y,=2.025+ (0.255768047)(0.1) = 2.05058 7.19)

Y asi sucesivamente. En la gréfica 7.2 se muestran las curvas obtenidas de manera

exacta y con el método de Euler.

Figura 7.2. Comparacién de las curvas obtenidas con la solucién exacta
y con el método de Euler

22

[+ exacta, datos de tabla
O Euler, datos de tabla -
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En la figura 7.2, la curva que incluye cuadros vacios es el resultado de la solucién de la
ecuacién diferencial, resuelta por medio de la separacién variables. Los circulos vacios
representan los resultados obtenidos mediante el método de Euler con condiciones
iniciales.

El cédigo siguiente produce la solucién numérica del ejercicio de arriba, usando
el método de Euler %/ dxz\/x v

#codigo 7.1 h=0.1
import sympy x =x0

y=y0
archivo = open(“eulerEjerciciol.dat”, w’) print(" ')
# ecuacién for i in range(0,n+1,1):
X, y = sympy.symbols(x y') print ('X: ,i,x)
dy = x**(1.0/2.0)*(y**(-2.0)) print ('Y: ,iy)

archivo.write(str(x) + ' ' + str(y) + \n');

print(* ) fxy =x**(1.0/2.0)*(y**(-2.0))
print(‘Metodo de Euler ) y =y + h*fxy
print(‘dy/dx = + str(dy)) x = x+h
print(* ) archivo.close;
x0 = float(input(x0: °)) print("\nArchivo EulerEjerciciol.dat generado");
y0 = float(input(‘y0: °))
n = int(input(‘particiones: °))

Usamos la biblioteca sympy en este ejercicio para declarar las variables X y Y como
simbolos para llevar a cabo las operaciones algebraicas relacionadas con el método
de Euler. Se genera el archivo EulerEjerciciol.dat, en donde se guardan los datos
generados de la curva solucién de la ecuacién diferencial ordinaria.

La curva que corresponde a la solucién exacta de la ecuacién diferencial ordinaria del
mismo ejercicio, la cual fue obtenida mediante el método de separacién de variables,

se obtiene usando el siguiente procedimiento:
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#codigo 7.2

import matplotlib.pyplot as plt

archivo = open("funciénEvaluada.dat”,"w"

print("dame el nimero de datos")

nstep = int(input())

dx=0.1

x=1.0

for i in range(0,nstep,1):

if(x<=10):

y = (2*x**(3/2) + 6)**(1/3)
archivo.write(str(x) + ' ' + str(y) + '\n');
x=x+dx
ple.plot(x,y,'ro")

plt.show()

archivo.close()

En la figura 7.3 se muestra la curva solucién de la ecuacién diferencial en el ejemplo
anterior, pero ahora con un intervalo mds amplio para la variable x.

Figura 7.3. Comparacién de las curvas obtenidas con la solucién exacta
y con el método de Euler en un dominio mds amplio

45—

— Solucion exacta

41— — = Euler

o exacta, datos de tabla
«  Euler, datos de tabla

y=(2x*%46)"

25
=== Yy Yt Y )
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La curva que corresponde a la solucién exacta, la cual fue obtenida mediante el

método de separacién de variables, se obtiene al evaluar la ecuacién.

Ejercicios

[1] Resolver la ecuacién diferencial %/ AX=\/x y? con la condicién inicial y(1) =2,
usando el método de Euler. Incluir todos los cdlculos. Ademds, usando el cédigo
de Python, generar y graficar los datos de la solucién obtenida con el método de
Euler hasta x=20. Comparar con la curva que corresponde a la solucién exacta.

[2] Resolver la ecuacién diferencial ¥/, =y con la condicién inicial y(0) = 1, usando

el método de Euler en el intervalo de [0 — 10] para la variable x. Graficar la

solucién y compararla con la curva de la solucién exacta.

M¥£TODO DE TAYLOR DE SEGUNDO ORDEN

Se retoma la ecuacién (7.2) y se conservan los términos correspondientes a la segunda
derivada de la funcién y(x); la expresion resultante se escribe como sigue:

y () = y(x) + ¥ ()b + 53" (0 )h 7.20)
Se identifican las funciones y() y ()

S =y () 7.21)
5 Gy =" () 7.22)

Solo por comodidad identificamos f (x,,y,) = f; (x,,,), de manera que la ecuacién

(7.20) se reduce a la ecuacién siguiente

70) = ylx) + fi(x )b + —;fz(xo,yo)hz 7.23)
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y@) =y, =y, + [l )b+ f2 AL 7.24)

Falta por indicar la expresion de f,, la cual se obtiene al usar la expresién que se

muestra a continuacién

](2‘ :yvv

Pero
A
V=G
Asi
9% 9
](2‘2 E +'f1‘a__}/ 7.25)

Lo que nos permite estimar numéricamente la solucién y,. La solucién en el siguiente

paso tiene la expresion siguiente:

¥ =0, + )b+ 5 £ )b 7.26)

Se continda con este procedimiento, sucesivamente, hasta el niimero de interacciones
que se decida hacer.

A continuacidn, se incluye un cédigo que permite calcular numéricamente la
solucién de la ecuacidén diferencial ordinaria (7.8) con condicién inicial (7.9), usando
el método de Taylor de segundo orden. El cédigo en Python funciona solo para este

ejercicio en particular.
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#codigo 7.3
import sympy

nma_

archivo = open("Taylor2orden.dat",'w

# ecuacion

u, v = sympy.symbols('u v')

dv = u*(v**(1.0/2.0))

print(" ")

print(‘Método de Taylor segundo orden')
print('dv/du =" + str(dv))

x0 = float(input('x0: '))

y0 = float(input('y0: "))

n = int(input('iteraciones: "))
h=0.1

x = x0

y=y0

print(’ ")
for i in range(0,n+1,1):
archivo.write(str(x) + ' ' + str(y) + "\n');
fxyl =x*y**(1.0/2.0)
dxfl = y**(1.0/2.0)
dyfl = x/(2.0%y**(1.0/2.0))
fxy2 = dxfl + fxy1*dyfl
y =y + h*fxyl + 0.5%(h**2.0)*fxy2

X=X+h

archivo.close;

print("\nArchivo Taylor segundo orden generado");

La curva solucién se compara con las curvas que corresponden a la solucién exacta y la
obtenida con el método de Euler, con la intencién de ver si hay diferencias entre ellas.
En la figura 7.4 se muestran las curvas obtenidas, donde se observa que el método
de Taylor de segundo orden mejora los resultados obtenidos con el método de Euler.
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Figura 7.4. Curvas solucién de la ecuacién diferencial (7.9). Se incluyen los resultados de los
métodos de Euler, Taylor de segundo orden y la solucién exacta.

700 T — T

600 —

— Exacta
= Euler
— = Taylor segundo orden

500 —

400 —

y(x)

300

200 —

100~

M¥{topo pE Runge-KutTa
El método iterativo de Runge-Kutta [15,28,30,31,32] se usa para resolver ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales. Sus autores son los matemdticos Carl David

Tolmé Runge y Martin Wilhelm Kutta, quienes lo desarrollaron en 1900. Las

ecuaciones diferenciales por resolver son del tipo:

7' () =f(xy) 7.27)

Con la condicién inicial

2x) =7, 7.28)
El método consiste en aproximar la solucién a la ecuacién siguiente:

Tdy =] flx, y(x)dx >y =y, + | (xy(x))dx 7.29)

111



Usando la ecuacién (7.29) se procede a resolver la ecuacion diferencial original, de

manera que resulta en un procedimiento iterativo

Py =7, + 1 y(x))dx 7.30)

Luego, se aproxima la solucién de la integral de la ecuacién (7.29), usando el método

de los trapecios:

-ym-l z)}n + —;b(-f(xn’ yn) +f(xn+l’ -yml)) 731)

Regularmente, el método se presenta usando las relaciones siguientes:

ko=hfx,y) v k=hflx ,y +k) 7.32)

De manera que
Yy =0, + 5 (b + &) 7.33)

es llamado el método de Runge-Kutta de segundo orden. El error cometido es del
orden de h?. Es importante mencionar que esta es solo una versién del método a
segundo orden, ya que hay variantes de la expresién matemadtica de la solucién; sin
embargo, nuestro interés recae en comentar que hay diferentes niveles de aproximacién
en el método de Runge-Kutta.

Mftopo DE RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN
La idea de hacer uso de un mayor orden es la de mejorar la precisién. Esto se consigue
usando ahora el método de Simpson para resolver la integral involucrada en la

ecuacion, asi:

[ £l y(x))dx = h;—z (f(xn’ y)+ 4f(xn+1/2’ Vi) +flx,, }/n+l)) 7.34)
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Vale la pena comentar que las funcionesy | yy_  son solo estimaciones ya que no

+1/2

se conocen. Luego, para estimar y_ se recurre al método de Euler:

Vs =0, + == (x, + ) 7.35)

Ahora bien, para hallar y_ se recurre a la combinacién de dos formas de obtener la
misma funcidén, una de ellas es el método de Euler directo

D =0, + hf (6, + ) 7.36)
Y la segunda opcién es encontrar una expresién paray, | usando el método de Euler

con una variante. En vez de tomar la tangente en el punto inicial, se toma la pendiente
de la recta en el punto medio.

Yir =V, hf(xn+l/2 +yn+1/2) 7.37)

Asi, combinando las dos opciones mencionadas arriba, obtenemos:

yn+l =-yn + h(zf(xn+l/2’ -yn+1/2) _f(xﬂ’ yﬂ)) 738)

Resumiendo, el método de Runge-Kutta de tercer orden

k,=hf(x,y) 7.39)
k= b, + 2y, + k) 7.40)
ky=hfGc +hy —k +2k) 7.41)

y la solucién serd determinada con la formulacién siguiente:
Yo =y —é (k, + 4k, + k,) 7.42)

El error asociado es proporcional a h?.
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M¥£ToDO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN

Para mejorar atin mds la precisién se recurre a la aproximacién de cuarto orden en el
método de Runge-Kutta. Dicha aproximacién también es conocida como el método
Runge-Kutta cldsico. Este se basa en el método de iteracién de Simpson, introduciendo

un nuevo paso intermedio al evaluar la derivada. La formulacién es como sigue:

k=hf(x,y) 7.43)
k= b, + 2y, + k) 7.44)
ky=bfGe, v 2y, + 2 7.45)
ko=hf(x +hy +k) 7.46)

La solucién de la ecuacién diferencial a este nivel de aproximacion es:
Py =0+ = Uy + 2, + 2y 4 k) 7.47)
El error asociado es del orden h’.

Para ejemplificar el uso de la metodologia, se procede a resolver la siguiente ecuacién

diferencial que cuenta con un valor inicial

&y _ B

L =xy 7.48)
Con la condicién inicial
y(1)=2 7.49)
Cuya solucién exacta es

y =[2x%*+ 6]"3 7.50)
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Por otro lado, si usamos el método de Runge-Kutta cldsico para resolver la misma
ecuacién diferencial (7.48), con la misma condicién inicial (7.49), primero
identificamos £ (x,y) = Vxy? y calculamos los coeficientes k. Para cada paso se calculan

las constantes, se incrementa la variable x y se calcula la variable y.

Paso 1

h k
ko= hf Gy y)s k= bflx, + 2 + ) 7.51)
bo=hfle + 2y + ) k=hflc +hy + k) 7.52)
3 0 2’-)/0 ) 4= 0 > Vot 7 ’

Al sustituir los valores numéricos de las constantes /el., encontramos que la solucién

en el paso 1 es:

I =0+ é— [k, + 2k, + 2k, + k] 7.53)

Paso 2

k= hf (e, y))s k= bfle, + 2y, ) 7.54)
h k

b= bl + 2y v ) k= bf G v by, + k) 7.55)

La solucién en el paso 2 es:

gy =y b Ly + 2k 4 2k + k) 7.56)
Paso 3
h k
k= hf Gy )i k= hfle, + 2y, + ) 7.57)
h k
k= bl + 2y, + ) k= f G+ by, 4 B) 7.58)

La solucién en el paso 3 es y, = y, + % [k, + 2k, + 2k, + k], y asi sucesivamente. En la

tabla 7.2 concentramos los datos generados hasta una quinta iteracién.
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Tabla 7.2. Método de Runge-Kutta de cuarto orden, /=0.1, f{x) = x'? y™

i X, k, k, k, k, 7=y(x)
0 1 - - - - 2.0

1 1.1 0.025 0.0253 0.025296 0.02557 2.0253
2 1.2 0.02557 0.025817 0.025814 0.02604 2.0511
3 1.3 0.02604 0.026241 0.02624 0.02676 2.0774
4 1.4 0.02642 0.026584 0.026582 0.0271 2.1040
5 1.5 0.02673 0.026858 0.02686 0.02697 2.1309

El c6digo 7.4 en Python, mostrado a continuacién, contiene el método de cuarto de
Runge-Kutta.

#codigo 7.4 print("x11",x11)
archivo = open(“RungeKutta.dat”, w’) x = x0
) y=y0
# FUNCION print(' ')
def f(x,y): for i in range(0,n+1,1):
return (x**(1/2)*y**(-2)) archivo.write(str(x) + ' "+ str(y) + '\n');
prine(* ) k1 = h*f(x, y);
k2 = h*f(x + 0.5*h, y + 0.5*k1);
print(‘Runge-Kutta de cuarto orden’) k3 = h*f(x + 0.5*h, y + 0.5*k2);
k4 = h*f(x + h, y + k3);
print(‘ )
x0 = float(input(x0: °)) y = y+(1.0/6.0)*(k1+2.0*k2+2.0*k3+k4);
y0 = float(input(‘y0: °)) x = x+h;
n = int(input(‘particiones: ‘)) archivo.close;
h = float(input(‘h: %)) print("\nArchivo RungeKutta.dat generado");
x11 = h*n + x0

Adicionalmente, se escriben dos procedimientos para evaluar la funcién f(x) = (2x®/?
+6)"; uno de ellos en Fortran, c6digo 7.5; y el segundo en Python, cédigo 7.6.
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Fisica computacional: ejemplos en Python y Fortran

La gréfica 7.5 muestra la curva solucién de la ecuacién diferencial (7.48) obtenida

mediante los métodos de Euler, Runge-Kutta de cuarto orden y la solucién exacta,
obtenida mediante la separacién de variables.
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Figura 7.5. Gréfica de la curva solucién de la ecuacién
diferencial ordinaria del ejercicio 1

45+ =

— Exacto
—— Runge-Kutta
== REuler

Como se observa en la gréfica 7.5, las curvas obtenidas con los métodos de Euler y
Runge-Kutta de cuarto orden coinciden entre si y, a su vez, las dos coinciden con la
curva solucién de la ecuacién diferencial, usando el método de separacion de variables
e integrando directamente. Este tipo de coincidencias no siempre ocurre al resolver
ecuaciones diferencias ordinarias, usando los métodos ya mencionados.

Ejercicio 2. Se resuelve la ecuacién diferencial con condiciones iniciales, como se

muestra a continuacion:

ZL =x+2y 7.59)

Con la condicién inicial

Se usa el método de Runge-Kutta cldsico para hallar la solucién. En la tabla 7.3 se
muestran los resultados numéricos hasta cinco iteraciones.
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Tabla 7.3. Método de Runge-Kutta de cuarto orden,
h=0.1, f(x) = x+2y, f(0)=1.

i *; k/ /ez k} k4 }/}:y(x)

1 0.1 0.2 0.225 0.2275 0.2555 1.2267

2 02 | 02554 0.2859 0.2889 0.3231 1.5148

3 03 | 0.3230 0.3602 0.3640 0.4057 1.8776

4 | 04 | 04055 0.4511 0.4556 0.5066 23319

5 05 | 0.5064 0.5620 0.5676 0.6299 2.8978
Ejercicios

., . . . . d e e e e .

[1] Resolver la ecuacién diferencial ordinaria 2 = x + 2y con la condicién inicial

9(0) = 1y graficar la curva solucién. )

[2] Resolver la ecuacién diferencial ordinaria ¢/, = -y? con la condicién inicial
9(0) = 1, graficar la curva solucién y comparar con la solucién exacta y con la
solucién  obtenida con el método de Euler.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN HOMOGENEAS

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden homogéneas con coeficientes
constantes y condiciones iniciales pueden ser resueltas mediante una metodologia
bien establecida [15,27,28,33]. Existe mds de un método tedrico para dar solucién
a este tipo de ecuaciones diferenciales. Se muestran al menos tres casos que pueden
presentarse en este tipo de ecuaciones. Se escribe una ecuacién diferencial de segundo
orden homogénea con coeficientes constantes a continuacion:

4y dy _
ﬂﬁ‘l’bx‘l‘fy—o 76].)

o de la forma:

ay"+ by +cy=0 7.62)
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donde a, b y ¢ son constantes, la ecuacién asociada o auxiliar es:
ar+br+c=0 7.63)

La cual se resuelve para hallar r y r,

p o SoNbAac 7.64)

2a

Hay tres casos que se pueden presentar:
1. En caso de que & — 4ac > 0, entonces las raices son reales y la solucién general es:
Yx) = ce + c e 7.65)

De manera que ¢, y ¢, son constantes que se determinan al usar las condiciones

iniciales impuestas para y (x) y y' (x).

2. En caso de que & — 4ac = 0, entonces solo se tiene una raiz y la soluciéon general se

escribe como sigue:
_ 123 ™
J(x) =ce™+cpe 7.66)
Las constantes se determinan c, y ¢, también usando las condiciones iniciales.
1 y 2

3. En caso de que & — 4ac < 0, tenemos raices complejas, 7, = ot + By r, = o — i, y
la solucién general es

Jx) = ce + c e 7.67)
J(x) = ¢ e Py g o 7.68)
J(x) = ce®@eP + ¢ p®e P 7.69)
Y(x) = e"“[cleiﬁ" + cze"'ﬁ"] 7.70)
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(%) = e“[c [cos(Bx) + isen(Bx)] + c,[cos(Bx) — isen(Bx)]] 7.71)
() = e®[(c, + ¢,]eos(Bx) + i(c, + c,)sen(Px)] 7.72)
J(x) = e®[d, cos(Bx) + d sen(Bx)] 7.73)

Las constantes d, y d, se determinan usando las condiciones iniciales.

Por otro lado, se menciona que el método de Runge-Kutta de cuarto orden es util
para hallar la solucién numérica de ecuaciones diferenciales de segundo orden con
condiciones iniciales, de manera que se procede a calcular la solucién numérica del
mismo ejercicio. Escribimos la ecuacién diferencial de la forma:

y'(x) = f(x 9, u) 7.74)

o de forma equivalente:

d%y
dxl

=f(x 9, u) 7.75)

donde # es una funcién que surge al hacer un cambio de variable

ye b 7.76)
dx

Con las condiciones iniciales

(%) =, 7.77)
Y
=9, 7.78)

La idea clave es manejar la ecuacién diferencial original de segundo orden como un
sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, tal como los ejercicios que se
revisaron en la seccidn anterior. Esto es, el esquema mostrado en las ecuaciones (7.51)

a (7.53) se aplica a cada una de las ecuaciones (7.75) y (7.76).
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De manera que los coeficientes para la ecuacién (7.76) son:

ko=f(x,,y, u); k2=f(xn+ i’ﬂ’,ﬁ%% un+—§lel) 7.79)

ko= flo, + 2y v gy u v+ k)5 k= floe, v by, v hgy u v k) 7.80)

3 2 2

n+l

=1, + (b, 2k + 2k, + k) 7.81)

Y para la ecuacién (7.75) son los siguientes:

g,=u; q,=u+ ﬁ k) 7.82)

9 = (u, + ﬁ k)i g =+ hk,) 7.83)

La solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden con condiciones iniciales

tiene la siguiente expresion:

-)/n+1 =-yn + _é (ql + Zqz + 243 + 44) 7.84)

Se resuelve un ejercicio a manera de ejemplo donde se determina la solucién mediante
dos métodos. Escribimos la ecuacién diferencial de segundo orden:

V'=2y'+y=0 7.85)
Con condiciones iniciales y (0) = 1y y"(0) = 2:

= _2Nd-4 \12*4:1 7.86)

La solucién general es:

J(x) = ce” + ¢ xe” 7.87)
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Ahora se determinan las constantes ¢, y c,; para ello se deriva la ecuacién (7.87):

! _ X X X
V') =cet+cet + cpxe

Se introducen las condiciones iniciales:

¥0) = ¢,
l=c1

Y

7'0)=c +¢
2=c +¢,
l=c¢

Asi que la solucién final es:

Y(x) = e* + xe*

7.88)

7.89)

7.90)

7.91)

7.92)

7.93)

7.94)

A continuacién, se usa el cédigo 7.7 en Python para evaluar y graficar la funcién

solucién (7.94).
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#cddigo 7.7
import math
import matplotlib.pyplot as plt
archivo = open("funcionEvaluada.dat",'w'
y =1.0
x =0.0
dx = 0.1
prine(' "
n = int(input('datos: "))
for i in range(0,n,1):
archivo.write(str(x) + ' ' + str(y) + '\n');
ple.plot(x,y,'ro")
print('x,y',x,y)
X =X+ dx;
y = math.exp(x) + x*math.exp(x);
ple.show()
archivo.close;
print("\nArchivo funcionEvaluada.dat generado”);

Y genera el archivo funcionEvaluada.dat, el cual contiene los datos de la curva solucién.
Ademis, se resuelve la misma ecuacién diferencial de segundo orden con condiciones

iniciales usando el cuarto orden del método de Runge-Kutta.

y"'=2u—y 7.95)
Con las condiciones iniciales siguientes: x, = 0, y, = 1 y #, = 2.

Se identifica la funcién f(x, y #):

S,y u)=2u—y 7.96)

Enseguida, se procede a calcular las constantes.
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Paso 1:

kl :f(xo’ Yo uo); 7=t 7:97)
h h h h
kZ =f(x0 + 7; }/0 + T) ql) uO + Tkl); qz = (uo + Tkl) 7-98)
h h h h
k, =f(x0 T Yot Gy Uy t Tkz); q, = (”o o kz) 7.99)
h
k, =f<x0 + by, + by g+ — /63); 9; = (%0 + M%) 7.100)

Como siguiente paso, se introducen las constantes calculadas £,y g, en las ecuaciones
(7.81) y (7.84), respectivamente. Se obtiene la expresién para u,

u, = sy + g, + 24, + 24, + q) 7.101)
Y la solucién para el primer paso, y,, tiene la siguiente expresion:

I =0, + % (b, + 2k, + 2k, + k) 7.102)
Y asi sucesivamente, hasta el paso que se desee estimar.

En las tablas 7.4 y 7.5 se incluyen los datos obtenidos de la solucién de la ecuacién
diferencial de segundo orden en la aproximacién de cuatro interacciones.

Tabla 7.4. Constantes k. del método de Runge-Kutta.

i ox Kk, k, k, k, yy(x)
1| o1 3.0 31999 | 32125 | 34265 | 12157
2 | 02 | 34260 | 3.6526 | 3.6667 | 3.9090 | 14657
3 0.3 3.9085 4.1650 4.1809 4.4551 1.7548
4 0.4 4.4545 4.7447 4.7626 5.0729 2.0885
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Tabla 7.5. Constantes q del método de Runge-Kutta.

i q q q q u=dy/dx
1 0.1 2.0 2.15 2.16 2.3212 2.3209
2 0.2 2.3209 2.4922 2.5035 2.6875 2.6871
3 0.3 2.6871 2.8825 2.8953 3.1052 3.1047
4 0.4 3.1047 3.3274 3.3419 3.5809 3.5804

Se incluye el cédigo 7.8 en Python, que calcula la solucién numérica de la ecuacién

diferencial de segundo orden mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

#codigo 7.8
import matplotlib.pyplot as plt

» »__»

archivo = open(“RungeKutta.dat”,"w”)
# FUNCION
def f(x,y,u):
return (2*u-y)
print(‘Metodo de Runge-Kutta de cuarto
orden’)
x0 = float(input(x0: °))
y0 = float(input(‘y0: )
u0 = float(input(‘u0: )
n = int(input(‘particiones: °))

h = float(input(‘h: °))

for i in range(0,n+1,1):

archivo.write(str(x) + "' + str(y) + '\n');
ple.plot(x,y,'ro")

print('x,y",x,y)

kl = f(x, y, u);

ml =u

k2 = f(x + 0.5*h, y + 0.5*h*m1, u + 0.5*h*k1);
m2 =u + 0.5*h*k1

k3 = f(x + 0.5*h, y + 0.5*h*m2, u + 0.5*h*k2);
m3 = u + 0.5*h*k2

k4 = f(x + h, y + h*m3, u + h*k3);

m4 = u + h*k3

y =y + (h/6.0)*(m1 + 2.0*m2 + 2.0*m3 + m4);

x11 = h*n + x0 u=u+ (h/6.0)*(kl + 2.0*k2 + 2.0*k3 + k4);
print(“x11”,x11) x = x+h;

x = x0 plt.show()

y=y0 archivo.close;

u=ul print("\nArchivo RungeKutta.dat generado");

Se usa la biblioteca matplotlib para generar una figura que muestra los puntos de la
curva solucién. Dichos puntos se guardan en el archivo Runge-Kutta.dat. En la figura
(7.6) se muestra la curva solucién obtenida con un método teérico, a la cual llamamos
curva de referencia, y se incluyen circulos vacios que representan la curva solucién
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obtenida con el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Ambas curvas coinciden
de muy buena manera, lo que indica que el método numérico usado da buenos

resultados.

Figura 7.6. Curva solucién obtenida con un método teérico

2e+05

1.5e+05—

y(x)

le+05

50000 [~

En un segundo ejemplo, se resuelve la ecuacion diferencial del oscilador arménico
libre; primero, empleando la metodologia descrita en la ecuacién (7.73); y segundo,
usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Se escribe la ecuacién diferencial

de segundo orden:

M =0 7.103)

t
donde x es el desplazamiento, 7 el tiempo, 7 la masa y 4 la constante del resorte. Al

dividir por 72 ambos lados de la igualdad, escribimos:

o T =0 7.104)

127



. . % - -
siendo la frecuencia angular ® =\—-. Las condiciones iniciales son m = 4kg,

5 . 16 ’
k= 16N/m, t, = 0s,x(2) = 1m, y(t) = 2mls, y se determina ® =\/; asi @ = 2rad)s.

La ecuacién auxiliar asociada a la ecuacién diferencial es

7+ =0 7.105)
Cuyas raices son imaginarias

7, = +i0) 7.106)
7, = —i®) 7.107)
De manera que la solucién de la ecuacién diferencial es de la forma

x(2) = e”[d, cos(Bt) + d sen(Br)] 7.108)

En particular, se identifica ot = 0 y B = ®. La ecuacién anterior se reduce a la expresién

siguiente:

x(2) = d,cos(02) + d sen(01)] 7.109)
Si se elige 4, = Asen(Q) y d, = Acos(9), donde A es la amplitud y @ es la fase. Usando
identidades trigonométricas se puede escribir la ecuacién anterior de la siguiente
forma:

x(2) = Asen(wt + @) 7.110)

Por otro lado, se introducen las condiciones iniciales en la ecuacién 7.109 para
determinar &,y d,

x(t)=1=d 7.111)
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La primera derivada de la ecuacién (7.109) es
x'(2) = —d wsen(0?) + d,wcos(w?)

Luego, se introduce la condicién inicial x'(z) = 2
x'(2) =2=2d,

De esta manera, se determina que las constantes 4, y , son:

asi que al elevar al cuadrado d, y d, tenemos la expresion siguiente:

d3 = Axsen*(Q)

d’ = Acos*()

Al sumar tenemos:

d + d’ = Asen*(Q) + A*cos*(¢)
Se sustituyen los valores 7.114

12 + 12 = A*[cos* (@) + sen*(@)]

7.112)

7.113)

7.114)

7.115)

7.116)

7.117)

7.118)

Se calcula la amplitud 4 =12 + 17 =\E y la fase @ = arcrang(4) = 0.7854.Finalmente,

se escribe la solucién en términos de la amplitud y de la fase

x(t) =\Escn(2t +0.7854)

7.119)

En la grifica 7.7 se muestra la curva solucién de la ecuacién diferencial de segundo

orden (7.103), obtenida mediante un procedimiento algebraico que arroja como

resultado la ecuacién (7.119), la cual es identificada como la solucién de referencia.
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También se incluye, en la misma figura, la curva solucién obtenida con el método de
Runge-Kutta de cuarto orden.

Figura 7.7. Gréfica de la curva solucién
de la ecuacién diferencial de segundo orden 7.103

2 — T

— referencia
o Runge-Kutta

x(t)

Ejercicios

Resolver la ecuacién diferencial de segundo orden con condiciones iniciales, de
manera algebraica y numérica, usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden,
hasta un valor de x en el intervalo de 0 a 10.

ZZ -2 % + 2y =0, con condiciones iniciales y (0) = 1y y'(0) = 2.
% — % + 2y = 0 con condiciones iniciales y (0) = 1y y'(1) = 3.
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN NO-HOMOGENEAS

Para hallar la solucién de las ecuaciones diferenciales de segundo orden no-homogéneas
[15,27,28,33] se procede a determinar la solucién de la ecuacién homogénea ) v
posteriormente, se calcula la solucién particular (y ). Se escribe el tipo de ecuaciones

de interés:
ay" + by + ¢y = g(x) 7.116)

donde 4, 6 y ¢ son constantes. Una vez determinada la solucién de la ecuacién
diferencial de segundo orden homogénea, se propone la forma algebraica de la funcién

2(x) de forma genérica:

gW) =ax"+a,_x""+va x"+ . +a 7.117)
Cuya solucién asociada es:
yp(x) =x[Ax"+A _x""+A_x"+ .. +A]) 7.118)

En caso de que esté presente un término proporcional a uno exponencial

g(x) = ae™ 7.119)
La solucién asociada es:

7,(x) = x[e™] 7.120)
En caso de que la funcién tenga la forma

g(x) = a sen(Px) + a,cos(Px) 7.121)
Asi, la solucién particular es:

yp(x) = x'[A sen(Bx) + A,cos(Bx)] 7.122)
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La solucién general de la ecuacién diferencial de segundo orden de interés se expresa

de la siguiente manera:

Yx) = y,(x) +y,(x) 7.123)
Como ejemplo, se resuelve una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea
'+ dy=x+ 3¢ 7.124)
Con las condiciones iniciales y(0) = 0y y' (0) = 2.

Como paso inicial, se determina la solucién de la ecuacién homogénea y,(x) + 4y, = 0.

La ecuacidn auxiliar a resolver es:

r’+4=0 7.125)
ro=i2 'y r,=-i2 7.126)
asiqueot=0yf=2.

La solucién de la ecuacién homogénea es de la forma:

J(x) = e®[c sen(Px) + c,cos(Bx)] 7.127)
J(x) = e%[c sen(2x) + c,co5(2x)] 7.128)
7,(x) = ¢ sen(2x) + c,cos(2x) 7.129)

Como siguiente paso, se estima la solucién particular. Para ello, se escribe la funcién

g ()

g(x) = x* + 3¢~ 7.130)
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Luego, se propone la solucién particular

yp(x) =Ax* + Bx + C + De*

La cual debe satisfacer la ecuacién diferencial no-homogénea

y;; + 4}’]; =x? + 3¢*

La funcién (7.131) se deriva en dos ocasiones:

y];(x) = 2Ax* + B + De*

y;(x) =2A + De*

Y se sustituyen las ecuaciones (7.131) y (7.134) en la ecuacién 7.132
2A + De* + 4[Ax* + Bx + C + De*] = x* + 3¢*

Asociando los términos, escribimos la ecuacién en la forma siguiente:

4Ax° + 4Bx 2A + 40) + (D + 4D)e” = x* + 3¢*

Al comparar los factores, resultan las ecuaciones algebraicas siguientes:

44A=1 y 4B=0
24+4C=0 y 5D=3
Lo que nos permite determinar las constantes

A= y B=0

|

_ _3
C= y D-g

0 |—

7.131)

7.132)

7.133)

7.134)

7.135)

7.136)

7.137)

7.138)

7.139)

7.140)
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La solucién particular es:
yp(x) =%x2—%+%ex 7.141)
Asi, la solucién general es:

(%) = ¢5en(2x) + c,cos (2x) + "zz

%+%ex 7.142)

Ahora se determinan las constantes usando las condiciones iniciales, sustituyendo

y(0) =0yy'(0) =2:
v 3 7.143)

y(©0)=2=2¢ +32 7.144)

c =1 y ==Y 7.145)
La solucién es:

Y() = L sen(2x) — 2 cos(2x) + %— + % e 7.1406)

1
8
Esta misma ecuacion se grafica en el intervalo de 0 a 10 en la variable independiente
x. De hecho, para generar la curva solucién, se sigue el mismo procedimiento usado

en el ejercicio anterior y solo hay que actualizar la expresién de la funcién .

#eddigo 7.9

import matplotlib.pyplot as plt
archivo = open("RungeKutta.dat","w")
# FUNCION

def f(x,y;0):

return ( x**2. + 3.*math.exp(x) - 4.*y)
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Ademds, se calcula la solucién mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Las dos curvas obtenidas se incluyen en la figura 7.8.

Figura 7.8. Grifica de la curva solucién
de la ecuacién diferencial de segundo orden

12000 [~

10500 —

| — referencia
o Runge-Kutta

9000

7500 —

y(x)

6000 —

4500

3000 [~

1500 —

Se observa que ambas curvas muestran un buen acuerdo. Se incluye el c6digo 7.10 en
Python, que permite calcular la curva solucién de la ecuacién diferencial de segundo
orden mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
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#codigo 7.10
import matplotlib.pyplot as ple
import math
archivo = open(“RungeKutta.dat”,”w”)
# FUNCION
def f(x,y,u):
return ( x**2. + 3.*math.exp(x) — 4.*y )

print(‘Runge-Kutta de cuarto orden’)
x0 = float(input(x0: ))

y0 = float(input(‘y0: °))

u0 = float(input(‘u0: )

n = int(input(‘particiones: °))

h = float(input(‘h: ))

x11 = h*n + x0

print(“x117,x11)

for i in range(0,n+1,1):
archivo.write(str(x) + ' " + str(y) + '\n");
yy = (7/10)*sin(2*x)-(19/40)*cos(2*x);
zz = (1/4)*x**4-(1/8) +(3/5)*math.exp(x)
V=yy+zz
plt.plot(x,y,'bo',markersize=6)
plt.plot(x,v, *r',markersize=3)
k1 = f(x, y, u);
ml =u
k2 = f(x + 0.5*h, y + 0.5*h*m1, u + 0.5*h*k1);
m2 =u + 0.5*h*k1
k3 = f(x + 0.5*h, y + 0.5*h*m2, u + 0.5*h*k2);
m3 =u + 0.5*h*k2
k4 = f(x + h, y + h*m3, u + h*k3);
m4 = u + h*k3
y =y + (h/6.0)*(m1 + 2.0*m2 + 2.0*m3 + m4);
u=u+ (h/6.0)*(k1 + 2.0*k2 + 2.0*k3 + k4);

x = x0 x = x+h;
y =0 plt.show()
u=ul archivo.close;
print("\nArchivo RungeKutta.dat generado");
Ejercicios

Resuelva la ecuacién de segundo orden con condiciones iniciales mediante el método

numérico de Runge-Kutta de cuarto orden:

d%
e

4y = 12x

conx, =0,y (x)=4,yy (x) =1 obtengala funcién solucién mediante un procedimiento

algebraico y compare ambas curvas obtenidas.
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8. MATRICES

Las matrices son entes matemdticos comtinmente llamados arreglos bidimensionales de
nameros. Su representacion es a través de renglones y columnas de nimeros dispuestos
en arreglos, que pueden contar con el mismo niimero de estos mismos [34-37]. Las
matrices fueron propuestas en 1850, por el briténico James Joseph Silverton, y su
posterior desarrollo se debe al irlandés Hamilton y al inglés Cayley, en 1853. Por lo
general, los elementos de una matriz se representan con una letra mintscula acompanada
de dos subindices (47), que indican el renglén y la columna en donde estd ubicado

dicho elemento. Se denota a las matrices con letras mayusculas, por ejemplo, A.

ﬂll 412 ﬂlS ﬂlm

21 ﬂ22 423 ﬂZm

Sus dimensiones se reconocen al indicar los renglones (#) y sus columnas (m) 4 _ .
Las matrices tienen definidas las operaciones sumas y el producto, asi como la matriz
unidad o identidad, entre otras propiedades. Enseguida, se muestran de manera
esquemadtica algunas propiedades de las matrices, asi como algunos procedimientos

en Python para usar algunos comandos que nos permiten el manejo de matrices.

SUMA Y PRODUCTO DE MATRICES

Se exploran algunas propiedades basicas de matrices como la suma de matrices y su

producto. Sean las matrices 2x2

b b
v By

ﬂll ﬂ12
ﬂZl a22

A= 8.1)
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La suma de A y B se escribe como:

ﬂll 412 bll blz dll + bll ﬂlZ + blZ

a,a) " \b, b)) e, +b a,+b 8.2)
21 722 21 722 21 21 22 22

Y el producto de las mismas matrices es:

ﬂll 412 bll blZ ﬂll bll + 6112 &21 dll éll + ﬂl2 b22

a, a bob | \a b +a b a, b +a,b 8.3)
21 722 21 722 21 711 22 721 21 712 22 722

Se incluyen dos procedimientos en Python para construir matrices 2x2 y 3x3, donde

se incorpora el comando array definido en la biblioteca numpy.

print(“Matrices 2x2”)
A = np.array([[1, 2], [3, 4]])
print(A)

#codigo 8.1 #codigo 8.2
import numpy as np import numpy as np
print(“ ) prine(" ")

print("Matrices 3x3")
B = np.array([[1, 2, 3],[4, 5, 6],[7, 8, 9]])
print(B)

Ademis, se muestran los procedimientos para sumar y multiplicar matrices 2x2 y 3x3,

a través de un cédigo en Python.

Suma
#cddigo 8.3 #codigo 8.4
import numpy as np import numpy as np
print(“ ) print(" ")

print(“Suma de matrices 2x2”)
A = np.array([[-1, 2], [-3, 4]])

B = np.array([[4, 3], [-1, -5]])

C=A+B

print(C)

print("Suma de matrices 3x3")

D = np.array([[-4, 7, -3], [-1, 2, 8] , [3, 6, -2]])
E = np.array([[4, 5, 1], [-8,-5, 5], [-3,9, -4]])
F = np.array([[-1, 6, -4], [2, 1, -8], [7,-2, 3]])
G=D+E-F

print(G)
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Multiplicacién

#codigo 8.5

import numpy as np

print(“ )

print(“Multiplicacién de matrices 2x2, AB”)
A = np.array([[-1, 2], [-3, 4]])

B = np.array([[4, 3], [-1, -5]])

H = A.dot(B)

print(H)

#cddigo 8.6

import numpy as np

prine(" ")

print("Multiplicacién de matrices 3x3, AB")
A= nparray([-1, 2, 31, [-3, 4, 11, [4, -1, 31)
B = np.array([[-2, 3, 1], [1, 3, -3], [-5, 0, 2]])
I = A.dot(B)

print(I)

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

El determinante de una matriz cuadrada es la resta de la multiplicacién de los

elementos de las diagonales, la principal y la secundaria. Particularmente, la matriz A,

que es de tamafo 2x2 se calcula como:
det(A) = | 4]

det(4) = (‘Zn ay, =y ﬂlz)

A manera de ejemplo, establecemos el determinante de la matriz 2x2

A:

3 —2)
-6 5

El determinante se calcula como sigue:
det(4) = ((3) (5) - (-6) (-2))

det(4) = 3

8.4)

8.5)

8.6)

8.7)

8.8)
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Para el caso de una matriz 3x3, el determinante se puede calcular mediante el método
de Laplace, sea la matriz A

d 412 d13

A-aa a 8.9)

21 722 723

d ‘laz d33

El método de los cofactores se escribe de manera esquemdtica como:

| =22 a4 (-1)"4)] 8.10)
donde 7y j son los indices que identifican las componentes de la matriz 3x3:
a a, a a, a
|A| _ ﬂ ( 1)1+1 22 23 412(—1)1"2 21 723 413(_1)1+3 21 722 811)
43, 433 31 %33 31 %5

Se resuelve un ejercicio particular para ejemplificar el método, escribimos la matriz A

1 2 3
-5 5 0 8.12)
-2 -3 -1

Siguiendo el método de Laplace, escribimos

14| = 1(_1)1+1_2 26D 0 L+ 36D ; 3‘ 8.13)
Simplificando:

4] = 1(=5) - 2(5) + 3(25) 8.14)
Finalmente, hallamos:

4] = 60 8.15)

Se incluyen dos procedimientos en Python para calcular el determinante de una
matriz 2x2 y el de una matriz 3x3, los cuales se escriben como sigue:
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#cddigo 8.7 #cddigo 8.8

import numpy as np import numpy as np

prine(“ ) prine(" ")

print(“La matriz A 2X2”) print("La matriz A 3X3")

A = np.array([[-1, 2], [-2, 1]]) A = nparray([[2, 4, 1], [-3, 5, 4], [-3,5,11])
B = np.linalg.det(A) B = np.linalg.det(A)

print(A) print(A)

print(“ ) prine(" ")

print(“El determinante de la matriz A”) print("El determinante de la matriz A")
print(B) print(B)

La biblioteca necesaria y suficiente es numpy, donde estd definido el método para

calcular el determinante de una matriz.

MATRIZ ADJUNTA

La matriz adjunta resulta de una transformacién lineal de la matriz original. Sea la

matriz A

A= % 8.16)
a, a,

La adjunta de la matriz A se calcula con la expresién siguiente:

adj(A) = (-1)"*/ det(a,) 8.17)

Se desarrolla la ecuacién escribiendo las componentes

adj, (A) = (=1)"*" det(a, ) 8.18)

adj (A) = (-1)"*det(a, ) 8.19)

adj, (A) = (=1)*" det(a,)) 8.20)
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adj, (A) = (~1)**det(a,) 8.21)

La expresién de la matriz adjunta se escribe con base en estos coeficientes calculados.
Enseguida, mostramos de manera general la adjunta de una matriz 2x2

adj(A) =

o) adj (4)

8.22
adj, () ad,(4) ’

Se resuelve un problema particular con la intencién de fijar ideas, sea la matriz A

-1 6
A= .
(-3 2 8.23)
Se procede a aplicar la fé6rmula (8.17):
dj, () = ad, | ) e - (1)(-2) - -2 8.24)
i) = adj, [} O] (1) ded-3) - (D) -3 8.25)
adjy,(A) = adj, (; i) = (-1)*'det(6) = (-1)(6) = ~6 8.26)
adj () = ad, | )= 1 et = (DD = -1 8.27)
Con estos elementos calculados construimos la matriz adjunta
2 3
adj(A) = (-6 1 8.28)
Para el caso de una matriz 3x3, escribimos la matriz A
all dlz dl3
A= ay) 4y, dys 8.29)
a3 Ay, dsy

Para calcular la matriz adjunta, seguimos el mismo método mostrado a través de la
ecuacién (8.17), lo que nos permite escribir la matriz adjunta de A de la siguiente

manera:
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ﬂ22 423 _ ﬂll ﬂ23 421 422
432 ﬂ33 d31 433 ﬂ31 ﬂ32
ﬂé{](A) _ _ZIZ Zlfw le Zl?» _le le 830)
32 33 31 33 31 32
ﬂlz ﬂ13 _ﬂll dl3 ﬂll 412
d22 423 d21 423 42 1 422

Si resolvemos un problema en particular, podremos identificar de manera mds clara
las operaciones llevadas a cabo. Como ejemplo, se determina la matriz adjunta de una
matriz 3x3. Sea la matriz A

1 2 3
A=(3 4 5 8.31)
5 6 8

Luego, identificamos las componentes de la matriz

a,=1, a,=2, a,=3 8.32)
a, =3, a,=4, a,=5 8.33)
a,. =5 a.=6, a_.=8 8.34)

Sustituyendo los valores numéricos de las componentes @, en la ecuacién (8.30),
obtenemos la matriz adjunta de 4

4 5| 3 5| B 4
6 sl 15 s 5 ¢
2 3 1 3 2
A e 8.5
2 3 1 3 1 2
4 sl B sl BB o4
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Resolviendo los determinantes y simplificando los términos, hallamos que:

2 1 2
adi(A) =2 -7 4 8.36)
2 4 2

Se incluye el procedimiento en el cédigo 8.9 de Python para calcular la adjunta de
una matriz, el cual se escribe como sigue:

#codigo 8.9

import numpy as np

from numpy import size
from numpy import zeros
from numpy import matrix

#La matriz original
A=matrix([[1,2,-1],[0,1,2],[5,1,1]])
#Se vacia la matriz de cofactores, Acof
Acof=matrix(zeros((3,3)))

#Se elijen las entradas de la matriz
aij=matrix(range(3))

print(“Orden de los elementos, aij\n”,aij)

print("Se vacia la matriz Acof\n",Acof)

for i in range(size(A,0)):
for j in range(size(A,1)):
factij = aij[aij != i
Mij = aijaij != j]
B = A[[[factij[0,0]],[factij[0,1]]],Mij]
detA = np.linalg.det(B)
Acof]i,j]=detA*np.power(-1,i+j)
prine(" ")
print( "matriz original A\n",A)
print(" ")
print( "Matriz adjunta\n",Acof)
print(" ")

Ejercicios

[1] 1Calcular la matriz adjunta de una matriz 2x2, cuya expresion es:

[2] Sea la matriz A, de tamano 3x3, cuyas componentes se muestran a continuacion:

A_(14
12 3
1 2 -1
A={2 -1 o0
-1 3 1

hallar la matriz adjunta de A.
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MATRIZ TRASPUESTA

Otra propiedad relevante de las matrices es la traspuesta de una matriz, la cual se

determina intercambiando renglones por columnas. Sea la matriz A:

ﬂll ﬂlZ alS
A=\ay aya,
431 D32 %33
Su traspuesta es:
ﬂll d21 ﬂ3l
tras(A) = |a , a,, a,,

6113 d23 433

A manera de ejemplo,determinamos la traspuesta de la matriz:

1 2 3
A=l4 5 6
7 8 9
Y obtenemos la matriz:
1 4 7
tras (A) =|12 5 8
6 9

8.37)

8.38)

8.39)

8.40)

Se muestran dos procedimientos en Python para calcular la traspuesta de una matriz

2x2 y 3x3.

#codigo 8.10

import numpy as np

A= nparray([[1, 21, [3, 41, [5, 61)
print(“ )

print(“Matriz A, 3x2, )

print(A)

print(“ )

print(“Matriz traspuesta de A, 2x3”)
print(A.transpose())

#codigo 8.11

import numpy as np

B = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])
print(" ")

print("Matriz B, 3x3")

print(B)

prine(" ")
print("Matriz traspuesta de B, 3x3")
print(B.transpose())
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MATRI1Z INVERSA

La inversa de una matriz se calcula mediante el uso de las propiedades de las matrices

ya mostradas. La expresién matemdtica a seguir es:

inv(A) = dg:(A) tras(adj(A)) 8.41)

Siendo tras(adj(A)) la traspuesta de la matriz adjunta de A y de#(A) el determinante

de la misma matriz.

Resolvemos un ejercicio particular para ejemplificar el procedimiento descrito. Sea la
matriz A, 2x2:

2 -1
= '42
a5 542
El determinante de la matriz A es:
det(A)= 4 8.43)
La matriz adjunta de A se escribe como sigue:

di(A) = 3 8.44)
WD 2 :
Como tercer paso, se determina la traspuesta de la matriz adjunta de A:

di(A)) = (3 1) 8.45)
tras(adj(A)) = ) 9 .
De esta manera, la matriz inversa de A tiene la siguiente expresién:

3 1
. 1
inv(A) = — ) 2) 8.406)

De manera inmediata, verificamos si la matriz hallada es realmente la inversa de A.
La forma de comprobarlo es multiplicar la matriz A con su inversa y, como resultado,

debemos obtener la matriz unitaria:
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. (2 1) 1 (3 1)
@iy =2, T+ 8.47)
Después de hacer las operaciones algebraicas requeridas, hallamos que:

. 1 0
@iy =y 849

Que es precisamente la matriz unitaria.

Se incluyen dos cédigos en Python (8.12 y 8.13) para calcular la matriz inversa de A,
usando la instruccién np.linalg.inv(A), definida en la biblioteca numpy. Se abordan
dos casos: uno donde estd involucrada una matriz 2x2, y el segundo donde se trabaja
con una matriz 3x3. En los mismos cédigos se incluye un procedimiento para verificar
que es correcta la matriz inversa, por lo que se multiplica el inverso de A por la misma
matriz original A, lo cual tiene que dar como resultado la matriz unitaria.

#cddigo 8.12 #cddigo 8.13

import numpy as np import numpy as np

print(*“ ) prine(" ")

print(“La matriz C”) print("La matriz D")

A = nparray([[1, 2], (2, -1]) D = npaarray([[-1, 3, 41, [1, -2, 51, [33, 7, 51))
B = np.linalg.inv(A) E = np.linalg.inv(D)

C = A.dot(B) F = E.dot(D)

print(“La matriz inversa de A”) print("La matriz inversa de D")
print(B) print(E)

prine(“ ) print(" ")

print(“La matriz unitaria C”) print("La matriz unitaria F")
print(C) print(F)

Ahora se resuelve un ejercicio donde se involucra una matriz 3x3, sea la matriz A:

1 3 -1
A=[2 -1 3 8.49)
1 2 -3
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Se determina la matriz inversa siguiendo el procedimiento involucrado en la ecuacién

(8.41). Primero se calcula la matriz adjunta, usando la ecuacién (8.17).

Se calculan los términos adjuntos de la matriz A:

-1 3
adj (A) = (1) =-3 8.50
I 3 )
2 3
adj (A) = (-1)'*? =9 8.51)
1 -3
2 -1
adj (A) = (-1)'7 =5 8.52)
1 2
: 2+1 3 _1
adj, (A) = (1) L 7 8.53)
1 -1
adj, (A) = (-1)*" =-2 8.54)
1 -3
1 3
adj, (A) = (1) =1 8.55)
1 2
3 -1
adj, (A) = (-1)°"! =8 8.56)
13
gt = 0| <5 857)
a =(-1)" =— .
7 2 3
1 3
adj (A) = (-1)*7 ‘ =7 8.58)
2 -1
La matriz adjunta de A se escribe a continuacién:
-3 9 5
adilA)=| 7 2 1 8.59)
8 -5 -7
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Posteriormente, se calcula la inversa de la matriz de A:

-3 7 8
inv(A) = % 9 -2 -5 8.60)
5 1 -7

Finalmente, se procede a comprobar que la matriz inversa de A es correcta, por lo que

se multiplica la matriz A por su inversa:

3 7 8 (1 3 -1
z'm/(A)=11—9 9 2 5|2 -1 3 8.61)
5 1 =711 2 -3

Al llevar a cabo las operaciones involucradas, hallamos que:

3+14+8 -9-7-16 3+21-24
in(A) =L | 9- 4-5 27+2-10 -9- 6+15 8.62)
5+ 2-7 15-1-14 -5+ 3+21

Asi, encontramos la matriz identidad:

1 0 0
imv(A)A=10 1 0 8.63)
0 0 1
Ejercicios
. . 1 4
[3] Calcular la matriz inversa de la matriz A = ) 3
1 2 -1
[4] Determinar la matriz inversa de tamafio 3x3, cuya expresiénes 4 = 2 -1 0
-1 3 1

SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS
Un sistema de ecuaciones algebraicas [21] estd compuesto por ecuaciones que

involucran 7 incégnitas, las cuales son solucién de tal conjunto de ecuaciones. Sean

a, los coeficientes que acompafian a las variables x,y &, las constantes independientes
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que, a su vez, se representan como un vector B. Por consiguiente, un conjunto de

ecuaciones algebraicas lineales se escribe como sigue:

A, X+ ALK AKX A X+t d X = b 8.64)

Ay X+ AKX, + X+ A X+l X = b, 8.65)

Ay X+ ALK+ ALK+ A X+t X = b, 8.66)
+ + + +o =

A X +aX +a X +a X+t X =b 8.67)

El sistema de ecuaciones algebraicas lineales es inmediato de resolver cuando n=m. El
método de la matriz inversa es simple y sirve para darle solucién a este tipo de sistemas
de ecuaciones algebraicas. Dicho método consiste en calcular primero el determinante

de la matriz A, para asegurarse que no es una matriz singular:
det(4) = 0 8.68)

Luego, se calcula la matriz inversa de A:

. 1 .
inv(A) = Sog as (adj (A)) 8.69)
Al final, se multiplica la matriz inversa por el vector B, que contiene los nimeros de

solucién del sistema de ecuaciones algebraicas:

bl
fzz

3

B-= 8.70)
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Si X es el vector de variables:

X

x2
x=|x 8.71)

X

n

Entonces la solucién del sistema de ecuaciones algebraicas se determina al hacer la
operacion siguiente:

X = inv(A)B 8.72)

A continuacién, a manera de ejemplo se resuelve un sistema de ecuaciones algebraicas
particular. El sistema de interés se escribe como:

3x+y—2z=4 8.73)
x+3y—4z=-2 8.74)
—4x—2y+5z=3 8.75)

Posteriormente, se identifica la matriz que contiene los coeficientes del sistema de

ecuaciones:
3 1 =2

A=|1 3 -4 8.76)
—4 -2 5

cuyo determinante es det(A) = 28. La matriz inversa se calcula de acuerdo con la
ecuacion (8.69), y tiene la expresién siguiente:

0.583 —0.083 0.166
inv(A) = 10916 0.583 0.833 8.77)
0.833 0.166 0.666
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La solucién del sistema de ecuaciones algebraicas se obtiene siguiendo la formulacién

de la ecuacién (8.72), la cual se muestra a continuacidn:

0.583 —-0.083 0.166 4
X =10916 0.583 0.833 | |-2 8.78)
0.833 0.166 0.666 3

Donde:
4

B=1|-2 8.79)
3

Finalmente, haciendo los pasos algebraicos senalados, encontramos la solucién del

sistema de ecuaciones (8.73 a 8.75)

3
X=|5 8.80)
5

El procedimiento descrito involucra operaciones algebraicas que es posible llevar a
cabo mediante un c6digo en Python, que se incluye lineas abajo y donde la biblioteca
numpy es usada para invocar las instrucciones que permiten llevar a cabo las operaciones

requeridas.
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Fisica computacional: ejemplos en Python y Fortran
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Ejercicios
Resolver el sistema de ecuaciones algebraicas:

(1]

3x+y—2z=4
x+3y+4z="5
—4x—2y+5z=3
(2]
x+3y—1lz=1
2x—y+7z=2
—x+3y+2z=-1

M¥£ToDO DE GAUSS-JORDAN

El método de Gauss-Jordan [38-40] utiliza operaciones con matrices para resolver
sistemas de ecuaciones de N nimero de variables. También se usa para hallar la matriz
inversa de una matriz de interés. Dicho método debe su nombre a los alemanes Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) y Wilhelm Jordan (1842-1899).

Las operaciones requeridas obedecen a una serie de algoritmos; es decir, son
acciones algebraicas y de procedimiento efectivas, que tienen como objetivo reducir el
sistema de ecuaciones planteado originalmente a un sistema de ecuaciones equivalente,
que muestre una incégnita de menos. Dicho procedimiento da como resultado una
matriz escalonada.

En caso de que se requiera determinar la matriz inversa de la matriz A, entonces
se agregan términos a la matriz; es decir, una matriz extendida donde los elementos
nuevos corresponden a una matriz identidad. Posteriormente, mediante operaciones
de suma, resta, multiplicacién e intercambio de lineas, se determina una matriz
identidad donde antes estaban los elementos de la matriz original; y donde estaban los
elementos de la matriz identidad surgen los elementos de la matriz inversa. Hagamos
un ejemplo numérico para fijar ideas.
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Sea A la matriz 3x3, cuyos elementos son los siguientes:

1 3 -1
A=|2 -1 3
1 2 -3

Que es la misma que usamos en la seccién donde se discutié la matriz inversa, y que
se identifica con la ecuacién (8.49), lo que nos obliga a obtener el mismo resultado de

esa seccion. Ahora escribimos la matriz extendida

1 3 -111 0 O
A =2 -1 3(0 1 O 8.81)
1 2 -3/0 0 1

Lo que buscamos es llevar los elementos de la matriz original a elementos de una
matriz unitaria. De manera que comenzamos con modificar las filas 2 y 3, llamadas
f, y f,, respectivamente. Las operaciones son las siguientes: f, = £, = 2f v f, = f, = f;, lo
que nos lleva a la matriz:

1 3 -1]1 0 0
A,=[0 7 52 1 0 8.82)
0 -1 =2[-1 0 1

El siguiente paso es dividir todos los miembros de la fila 2 por -7; £, = /(=7), as

obtenemos

1 3 1|1 0 0
A =0 1 =5/7(217 17 0 8.83)
0 -1 =2|-1 o0 1

Posteriormente, modificamos las filas 1y 3, £ = £, — 3f) y ]2 = ]g + f,- Estas operaciones
algebraicas nos llevan a la siguiente expresién de la matriz extendida

1 0 87 | 17 37 0
A, =0 1 =5/7 | 217 17 0 8.84)
0 0 -19/7|-5/7 17 1
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Ahora, buscamos que la diagonal principal esté constituida por solo tres nimeros, 1.
Para ello, hacemos la operacién algebraica £, = (=7/19)f;; lo que nos lleva a la ecuacién

siguiente:
0 8/7|1/7 3/7 0

1
0 1 -5/7(217 =117 0
0 0 1 |5/19 1/19 -7/19

A =

ext

8.85)

Hasta aqui hemos anulado los elementos por debajo de la diagonal principal; falta
anularlos por arriba de la diagonal principal. Para lograr nuestro objetivo, hacemos
las siguientes operaciones algebraicas: £, = f— (8/7)f, y f, = f, + (5/7)f,, lo que nos lleva

a la expresidn siguiente:

1 0 0/-3/19 7/19 8/19
A =[0 1 0] 919 -2/19 -5/19 8.86)
0O 0 1| 5/19 1/19 =7/19
Finalmente, factorizando (1/19), la matriz que buscamos es:
-3 7 8
im(A) =45 9 =2 =5 8.87)
5 1 -7

que coincide con la ecuacién (8.60).
A continuacién, se incluye el cédigo 8.15 en Python, donde se calcula la matriz

inversa usando el método de Gauss-Jordan. La matriz A es la misma que se usé para

ejemplificar el método.
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#cddigo 8.15 for i in [i for i in range(0,n-1,1) if B[i,i] != 0]:

import numpy as np q=i+l

A = np.array([[3, 1,-2], for k in range(q,n,1):
[1, 3,-4], alfa = -B[k,i]/B[i,i]
[-4, -2, 5]], dtype=float) Blk,:] += B[i,:]*alfa

n = len(A[0])

m = len(A) nend = n-1

n2 = n*2 for i in [i for i in range(nend,0-1,-1) if B[i,i] = 0]:

print(‘Matriz original n x m:’,n,’x’,m) q=i-l

print(A) for k in range(q,0-1,-1):

Midentidad = np.identity(n) beta = -B[k,i]/B[i,i]

B=np.concatenate((A,Midentidad),axis=1) Blk,:] += B[i,:]*beta

n =len(B) Bli,:] = B[i,:]/B[i,i]

m = len(B[0])

print(‘Matriz aumentada n x m:’,n,x,m) | Alnversa = np.copy(B[:,n:])

print(B) C = np.linalg.inv(A)
for i in range(0,n-1,1):
coli = abs(B[i:,i]) print(" ")
cota = np.argmax(coli) print('Inversa de A, Gauss-Jordan: ")
if (cota !=0): print(Alnversa)
aux = np.copy(Bl[i,:]) prine(" ")
B[i,:] = B[cota+i,:] print('Inversa de A, linalg.inv: ')
B[cota+i,:] = aux print(C)

En el cédigo 8.15 se usa la biblioteca numpy para definir matrices. Primero, se
construye la matriz de interés A, y se incluye la informacién de las dimensiones 7 y .
Posteriormente, se calcula la matriz identidad y se concatena a la matriz original para
formar la matriz aumentada B, que se muestra junto con sus nuevas dimensiones.
Después, se lleva a cabo el proceso de pivoteo y se procede con la diagonalizacién de
la matriz original, colocando solo tres niimeros / en ella; comenzando con la parte
inferior de la matriz y terminando con la parte superior. Se calcula también la matriz
inversa de A, llamada C, por medio del comando np./inalg.inv(A), para verificar que
se obtenga el mismo resultado.
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Por otro lado, si el objetivo es dar solucién a un sistema de ecuaciones algebraicas,
el método de Gauss-Jordan también es efectivo. Para ejemplificar su aplicacién, se
procede a dar solucién al sistema de ecuaciones mostrado con las ecuaciones (8.73),

(8.74) y 8.75):

3x+y—2z=4
x+3y—4z=-2
—4x—2y+5z=3

Este sistema de ecuaciones algebraicas se puede representar como AX = B, de manera

que nos interesa saber los valores del vector X.

Como primer paso, se escribe la matriz extendida

3 1 2|4
A =| 1 3 -42 8.88)
4 2 5|3

Se intercambian los reglones 1y 2

1 3 4|2
A=|3 1 2|4 8.89)
4 2 5[3

Se llevan a cabo las operaciones algebraicas siguientes: £, = f,—3f, y f, = f, + 4f,, lo que

arroja la expresion siguiente

1 3 4|2
A, =0 -8 10/10 8.90)
0 10 -11/-5

Enseguida, se realizan las operaciones indicadas a continuacién: f, = £/10y f, = /8

1 3 4] -2
A_=[0 1 -10/8|-10/8
0 1 -11/8/-5/10 8.91)
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Ahora, se resta la linea 2 de la linea 3,]2 =jg -1

1 3 4] -2
A_={0 1 -10/8|-10/8 8.92)
0 0 3/20] 3/4

El paso siguiente para lograr tener la diagonal principal constituida por tres nimeros

1, es multiplicar por el factor (20/3) a la linea 3, f, = (20/3)f;:

13 4] 2
A,=[0 1 -10/8|-10/8 8.93)
0 0 s

Toca el turno de la parte de arriba de la diagonal principal. Se requiere cambiar los
nimeros relacionados por ceros y, con ello, obtener la matriz unitaria. Para ello,

hacemos las operaciones algebraicas siguientes: f; = f; — 3f, y f, = (10/8)f, + f,

1 0 -1/4|7/4
A =lo0 1 0| s 8.94)
0 0 1l 5
Por dltimo, se realiza la operacién f; = f, + (1/4)f,, lo que nos lleva a la expresion
siguiente:
1 0 013
A =lo 1 ofs 8.95)
0 0 15

De manera que la solucién del sistema de ecuaciones algebraicas es:

3
5
5

X= 8.96)

Se incluye el cédigo 8.16 en Python, que resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas
usando el método de Gauss-Jordan.
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#cddigo 8.16
import numpy as np
A = np.array([[3, 1,-2],
[1, 3,-4],
[-4, -2, 5]], dtype=float)
B = np.array([[4],
=2k
(31)
n = len(A[0])
m = len(A)
prine(* )
print(‘Matriz original n x m:’,n,’x’,m)
print(A)
C= np.concatenate((A,B),axis=1)
n = len(C)
m = len(C[0])
print(* )
print(‘Matriz aumentada n x m:’,n,’x’,m)
print(C)
for i in range(0,n-1,1):
coli = abs(Cli:,i])

cota = np.argmax(coli)

if (cota !=0):
aux = np.copy(Cl[i,:])
Cli,:] = Clcota+i,:]
C[cota+i,:] = aux
for i in [i for i in range(0,n-1,1) if C[i,i] = 0]:
q=i+l
for k in range(q,n,1):
alfa = -Cl[k,i]/Cli,(i]
Clk,:] += C[i,:]*alfa

nend = n-1
mend = m-1
for i in [i for i in range(nend,0-1,-1) if C[ii] != 0]:
q=i-l
for k in range(q,0-1,-1):
beta = -C[k,i]/C[i,i]
Clk,:] += Cl[i,:]*beta
Cli,:] = Cli,:])/Cli,i]
X = np.copy(C[:,mend])
print(" ")
print('Vector solucion X = [x,y,z]: ')

print(X)

EIGENVECTORES Y EIGENVALORES

Los llamados eigenvectores de un operador lineal son aquellos vectores no nulos y que,

cuando sufren una transformacién por algin operador, esto los lleva a un mdltiplo

escalar de si mismos, lo cual se traduce a que no hay cambios en su direccién. La

raiz eigen tiene su origen del alemdn y significa propio, lo que nos permite usar los
gen t gen del al y sig prop q p

términos en castellano valores y vectores, propios de una transformacién lineal o de

una matriz. Mds y extensa informacién acerca de este tema puede hallarse en libros

de dlgebra lineal [37].
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Sea A una matriz cuadrada (n por n) y X un vector diferente de cero, de manera que

la operacién AX nos da como resultado un escalar A multiplicado por el vector X:
AX =2X 8.97)

cuando la ecuacién de arriba se cumple, se dice que A es un eigenvalor o valor propio,

y que X es un eigenvector o vector propio. En la figura 8.1 se esquematiza esta idea.

Figura 8.1. El escalar A afecta al vector original X

Y A
Ly )
y ,’/?»x
X
X AX X

La ecuacién (8.97) se puede escribir como:
AI-A)X=0 8.98)

Donde I es la matriz identidad. De manera que tenemos una diferencia de matrices,
lo cual nos da como resultado una nueva matriz. Entonces (AI-A), debe cumplir con
algunas condiciones. A saber, esta debe ser singular y no invertible, por lo que su

determinante debe ser igual a cero.

det\l —A) = 0 8.99)
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A través de esta ecuacién se pueden hallar los eigenvalores de la matriz A. Al

calcular el determinante encontramos el polinomio caracteristico de grado n, por

lo que podemos hallar n eigenvalores. Finalmente, con la ayuda de los eigenvalores

podemos determinar los eigenvectores. Incluimos un ejercicio para ejemplificar el

procedimiento descrito hasta aqui.

Ejercicio 1. Sea A una matriz 2 por 2 definida como:

2 -12
1 -5

Hallar sus valores y sus vectores propios.

Primero, determinamos la matriz (AI-A):

N 7»1 of (2 -12| [A-2 12
W= =Alg /=1 s |=l1 a+s
De manera que:
A— 12
det(A — Al) = det 1 7»+5=k2+3k +2=AA+1) (A +2)

Ast:

A+1)(A+2)=0

Los eigenvalores son -1y -2.

Para calcular los eigenvectores escribimos:
A -AX=0

Lo que nos lleva a la ecuacién:

(A—z 12 0

0

Xl_

-1 A+5

)
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Ahora se hace uso de los eigenvalores. Sea A =—1, encontramos el sistema de ecuaciones
siguiente:

—3x1 + 12x2 =0
—x, +4x,=0

8.1006)

De manera que hallamos que x =4t y x =t, donde t es un nimero real. Mds adelante
determinaremos el valor de # asi:

4¢
- 8.107)
Para A=-2, encontramos el sistema de ecuaciones:
x +12x. =0
T 8.108)

—-x, +3x,=0

Al resolver el sistema, hallamos que x, =3t y x,=t, por lo que podemos escribir:

3¢
t

X:

2

8.109)

Para determinar 7 debemos exigirles a los vectores X, y X, que estén normalizados. De
manera que debemos calcular la norma de cada uno de ellos [X|=1. Se despeja # para
el caso del eigenvector X .

Debido a que cada eigenvector debe estar normalizado y que
IX | =\17 8.110)

Determinamos el valor de #

1

t=
V17

8.111)
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Por otro lado, despejamos ¢ para el caso del eigenvector X,

1| =1
1X,| = £\10 8.112)
1
T
Finalmente, los eigenvectores son:
i 5
N 10 8.113)
X = 1 y X=1.
\17 V10

Este mismo ejercicio se puede resolver de manera numérica, usando el procedimiento
que se incluye en el cédigo 8.17 en Python. Se hace uso de la biblioteca numpy para
construir la matriz M de interés y, en particular, se usa la instruccién linalg.eig(M)

para calcular los valores y vectores propios.

#cddigo 8.17
import numpy as np
# Se escribe la matriz 2x2 (M)
M = np.array([[2, -12],
[1,-51D)
print(“ )
print(“Se imprime la matriz original:\n”, M)

print(“ )

# La instruccién linalg.eig(m) calcula los

valores y vectores propios
val, vec = np.linalg.cig(M)

# Los valores propios de la matriz M

print("Eigenvalores de la matriz M:\n", val)
print(" ")

# printing eigen vectors
print("Eingenvectores de la matriz M:\n",
vec)

print(" ")

print("los nimeros del lado izquierdo
corresponden al primer eigenvector")
print("[x1 ]")

print("[x2 ]1")

print("los nimeros del lado derecho
corresponden al segundo eigenvector")
print("[ x1] ")

print("[ x2] ")
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Ejercicios

[1] Calcular los eigenvectores y los eigenvalores de la matriz cuadrada A = (

32)
1 4

[2] Calcular los eigenvectores y los eigenvalores de la matriz cuadrada A, donde:

5 3 4
A={3 2 -3
-1 4 1

[3] Calcular los eigenvectores y los eigenvalores de la matriz A con tamano 4x4

-2 3 -1 2

A= 1 -2 0 3
3 2 1 4

0 2 1 -3
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9. DINAMICA MOLECULAR

Esta es una técnica de simulacién a nivel molecular determinista en el sentido de
que la segunda ley de Newton describe la evolucién espacial y temporal de los
dtomos durante la simulacién por computadora. Dicha solucién es también llamada
algoritmo, con el cual movemos a todos los 4tomos de manera simultdnea. La fuerza
de interaccién entre sitios es el pardmetro mds importante, pues se emplea para evaluar
el algoritmo y, con ello, mover a los 4tomos o moléculas [41,42]. Hay procedimientos
que nos permiten mantener en constante promedio la variable que es conveniente en
el andlisis del sistema de interés. Estos procedimientos estin basados en ecuaciones
determinadas o construidas para dichos propdsitos. En caso de necesitar mantener
la temperatura o presién, se recurre a un termostato o a un barostato, entre otros

recursos.

De manera esquemdtica, se muestran los elementos o secciones que componen un

seudocddigo tipico de dindmica molecular.
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#9.1
inicio del programa

pardmetros de entrada (potencial de interaccién)
pardmetros de entrada (temperatura, presion, etc.)
se lee la configuracién inicial (posiciones y velocidades de las moléculas)
doi=1, npasos
cdlculo de fuerza
se mueven las moléculas usando un algoritmo (segunda ley de Newton)
célculo de propiedades termodindmicas (valores instantdneos)
enddo
cdlculo de propiedades termodindmicas (valores promedios)
se escribe la configuracién final (posiciones de las moléculas)

Fin del programa

La fuerza de interaccién entre cada dos sitios es escrita de acuerdo con la segunda ley

de Newton:
F =m 2L 9.1)
Poode?

Donde 72, 7,y F, son la masa, la posicién del dtomo 7y la fuerza que se aplica sobre la

misma particula. El tiempo es representado por

F-=XF, 9.2)
Donde F, es la fuerza de interaccién entre dtomos iy j. Dicha fuerza es considerada
central, por lo que es posible derivarla de una funcién potencial, como se muestra en

la ecuacién siguiente:

SF -y 200 5 9.3)
ij dr.. |r.|

ij ij
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Donde U es la funcién potencial que modela la interaccién entre dtomos. r, = |ri—rj|
es la magnitud de la distancia entre centros de dtomos. Particularmente, la funcién
potencial es posible representarla como una coleccién de términos que involucra las

interacciones entre varios sitios
U(",-j) =2U(r) + ZZUZ(VZJ}.) + ZEZUa(rf rj, )+ 9.4)

El primer término representa la fuerza externa sobre el dtomo 7. El segundo es la
interaccién entre cada dos sitios de interaccién. El siguiente representa la interaccién
entre cada tres sitios, y asi sucesivamente. La forma funcional mds usada es el potencial
efectivo por pares. Por lo general, la interaccién entre dtomos de diferentes moléculas
se modela a través de dos funciones potenciales, que toman en cuenta la interaccién
de naturaleza débil de corto alcance o fuerza de van der Waals, en honor al fisico
nacido en Paises Bajos, Johannes Diderik van der Waals [43,44], mds una funcién que
toma en cuenta las interacciones un poco mds intensas y de largo alcance, también
llamadas interacciones polares o entre cargas. Para estas interacciones, por lo general
se usa el potencial que propuso el fisico-matemdtico britdnico John Edward Lennard-

Jones [45], el cual se escribe como sigue:

_ o\12 o\6
U(Vij)_ 4e [(7) _(7) ] 95)
oyé€sonel didmetro delosdtomosyla profundidad del pozo atractivo, respectivamente.
La funcién estd compuesta por dos términos, el primero representa la repulsion entre
dtomos a distancias cortas y el segundo término representa la atraccién entre dtomos

a distancias relativamente largas.

A lo largo de los afos, las interacciones de van der Waals han sido modeladas a través
del potencial de Lennard-Jones, también hay contribuciones donde el potencial
propuesto por Philip McCord Morse [46] o la funcién que propuso Gustav Mie [47]

han sido utilizadas para el mismo propésito. Estas funciones se escriben como sigue:

Ulr)=¢ [1 —exp [%‘i) (z- {/7)”2—8 9.6)
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Que es la funcién de Morse, donde r=2"°G es la ubicacién del minimo del potencial,
y el potencial de Mie es:

U0 ) (el - (@) o7

Cuando n=12 y m=6 la ecuacién (9.7) se reduce a la ecuacién (9.5).

Figura 9.1. Potencial de Lennard-Jones
a diferentes profundidades del pozo atractivo
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Acerca de este tipo de funcién potencial, se dice que los dtomos que interactdan
mediante la ley de interaccién (9.5) conforman un fluido de Lennard-Jones.

Por otro lado, las interacciones entre dtomos de diferentes moléculas consideradas
de largo alcance, se refieren a la interaccién entre sitios cargados; es decir, si los sitios
de interaccién cuentan con una carga parcial asociada, dicha interaccién se modela
comuinmente con el potencial propuesto por el fisico francés Charles Augustin de
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Coulomb [48] —también llamado potencial de Coulomb—, el cual se escribe a

continuacion:
1 14;
Ulr.g)=——"— .8
(qul) 4me, L, 9 )

donde € es la permitividad en el vacio, g, es la carga parcial del sitio 7, y 7, es la
distancia de separacién entre centros de los dtomos 7y j. Por lo general, la superposicién
de los potenciales de Lennard-Jones mds Coulomb modelan las interacciones
intermoleculares. Las interacciones intramoleculares, que suceden entre dtomos de
una misma molécula, se modelan a través de funciones arménicas para dos y tres sitios.
Para torciones de dngulos diedros, es comun usar la férmula de Rickaert-Bellemans
[49]. Una vez definida la ley de interaccién entre dtomos o moléculas se procede a
moverlas. Esto se logra mediante un algoritmo, el cual se obtiene como solucién de
la segunda ley de Newton. A continuacién, se muestran algunos de los mds simples

algoritmos.

ALGORITMO DE VERLET

Para construir el algoritmo de Verlet, se hace un desarrollo en serie de la posicién al
tiempo t+At y t-At:

#t+ A0 = #2) + 5 At + %J(I)Atz - —é b(HAE? + 0(Ar?) 9.9)
At — Af) = #0) — 5()A + —-d(H)AL? — — b)) A + 0(Ar?) 9.10)

Sumando las ecuaciones de arriba

Wt + AL = 278 — Ht— AD) + () At + 0(Ar?) 9.11)

ﬁ(t) _ At + A —Ht— AP

257 9.12)

Dicho algoritmo ofrece una expresién para la posicién, que es a su vez solucién de la

segunda ley de Newton. La velocidad de cada dtomo es calculada de manera simple
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pero no precisa [41], debido principalmente a que se estima como una diferencia de
posiciones calculadas a un tiempo anterior y posterior, dividido entre dos veces el
intervalo de tiempo.

ALGORITMO LEAP-FROG

Este algoritmo es una variante del anterior [41]. Las posiciones al tiempo t + At son

expresadas en una expansion en serie:
Pt + Ar) = 27(2) — 7(t — Ap) + d(1)As? 9.13)

La velocidad es modificada por la fuerza de interaccién entre dtomos, de modo que:

+d(t)At 9.14)

La velocidad es ahora un promedio de estas, evaluadas a diferente tiempo. Este es un
cambio con respecto al algoritmo de Verlet

ﬁ(t+ A—’) + Q(r—%)

0(t) = — 9.15)

2

Combinando las ecuaciones anteriores, hallamos la expresién para las posiciones

r(t+An) =7(8) + v z‘+A2L + At 9.16)

Este algoritmo es mejor que el original de Verlet, pero no mds preciso que un Predictor-

Corrector. Sin embargo, es mds barato en términos de tiempo de cémputo.
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ALGORITMO DE VELOCITY VERLET

Este algoritmo propone evaluar las posiciones, velocidades y aceleraciones al mismo

tiempo. Se evaltian posiciones y velocidad a un tiempo t+At

Rt + A2) = 7.() + 0 (DAL + —a ()AL 9.17)
v(t+ AD) = 5(8) + —|a(0) + d(e + A)]Ar 9.18)
Se calcula la velocidad a un tiempo intermedio

v
7

P A= 50 + L a(0Ar 9.19)

El movimiento se complementa al aplicar la aceleracién al tiempo t+At, de manera
que se escribe la velocidad final como:

v, (r+ Ay = v,

t+ = At + — d (DA 9.20)

Esta dltima ecuacién permite contar con velocidades al tiempo t+At y, asi, la energia
cinética se estima al mismo tiempo.

CONDICIONES DE FRONTERA PERIODICAS Y CONDICION
DE MINIMA IMAGEN
Con la intencién de simular un sistema real con un conjunto de moléculas

representativo, se hace uso de las condiciones de frontera periddicas; la figura 9.2
muestra un ejemplo para el caso 2-dimensional (2D).
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Figura 9.2. Condiciones de frontera periédicas

Esta figura es resultado de construir una caja de simulacién que contiene N moléculas,
y que se coloca al centro en la figura. Luego, se construyen réplicas de la caja de
simulacién original y se colocan alrededor de la misma. Las cajas replicadas albergan
moléculas que son imdgenes de las moléculas originales; asi, este procedimiento nos
permite simular un sistema infinito. Agregado a lo anterior, se muestra la interaccién
entre las moléculas al interior de un radio de corte (r_ ), que estd colocado en una
molécula cualquiera e indicado con una flecha. Las moléculas que se encuentran al
interior de la circunferencia descrita por el radio de corte contribuyen a la energia y
fuerza intermolecular del sistema. Si una molécula estd fuera de dicha circunferencia,
pero su imagen si lo estd, entonces se considera la interaccién con su imagen. A este
procedimiento se le conoce como la convencién de minima imagen.

Particularmente, en un cédigo en Python podemos programar las condiciones de
frontera periddicas con las lineas siguientes:

X = X — np.rint (Z—’; * Lx 9.21)
ry = ry — np.rint (L—Uy') x Ly 9.22)
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1z = 12— np.rint (%) * Lz 9.23)

Que agregan una distancia Lx, Ly o Lz a las posiciones de los dtomos si estos se salen
por algin lado de la caja de simulacién y, entonces, sus imdgenes entran a la misma
caja, por el lado contrario de donde salié el dtomo inicialmente. La instruccién np.rint

estd definida en la biblioteca numpy y actiia como una funcién escalén:

F) = 1,six>1 9.24)

0,six<1
Sirx/ Lx > 1, significa que el dtomo se sali6 de la caja de simulacién.
Sirx/ Lx < 1, significa que el dtomo no se sali6 de la caja de simulacién.

Por lo general, las propiedades termodindmicas dependen del radio de corte usado.
Entre mis largo es el radio de corte, el cdlculo de las propiedades termodindmicas
es mds preciso; sin embargo, el tiempo de coémputo crece demasiado. Una opcién
para corregir el cdlculo de la presién, la energia potencial y el potencial quimico
es hacer uso de las llamadas correcciones de largo alcance, que se calculan a partir
del radio de corte [41], y que son vilidas en una fase homogénea. Otra opcién
que podemos encontrar en la literatura especializada para evitar la dependencia en
el radio de corte, es el uso del método de sumas de Ewald [50], que nos permite
calcular la contribucién de la energia/fuerza hasta el radio corte en el espacio real; y la
contribucién complementaria de la energfa/fuerza se calcula en el espacio de Fourier,
definiendo y usando el correspondiente radio de corte. Dicho método no es el tnico,
pero es el mds usado por la comunidad.

Particularmente, solo abordamos el material relacionado con las dos opciones
mencionadas: las correcciones de largo alcance y el método de sumas de Ewald.
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CORRECCIONES DE LARGO ALCANCE

Se calcula la energia potencial, la presién y el potencial quimico durante la simulacién

molecular, tomando la interaccién entre las moléculas hasta el radio de corte .

uwm[ = M(}" S rm[) + ulrf 9-25)
Ptaml :p(r < rcut) +plrc 9-26)
(ptoml = (p(r < rcut) + (plrc 9-27)

Se complementan estas propiedades termodindmicas con los valores obtenidos a
través de las correcciones de largo alcance [38], las cuales se calculan al inicio o al
final de la simulacién molecular. Para la energia potencial, se muestra la correccién
respectiva de largo alcance:

u, = % pr::m u(r)4mr’dr 9.28)

Si usamos como potencial de interaccién a la funcién de Lennard-Jones, encontramos

la siguiente expresion:

€L

_ 8
u _TnpNscﬁ[3 9.29)

Irc vt

Se incluye la grifica del potencial de Lennard-Jones, donde se indica el radio de corte
yelag
que sefala la distancia hasta donde se toma en cuenta la interaccién entre dtomos.

Figura 9.3. Potencial de Lennard-Jones, indicando un radio de corte
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Escribimos la correccién de largo alcance de la energifa en unidades reducidas,
considerando €*'=1y 6*=1:

u =3 np*Nr;zt—%4np*Nr:zt 9.30)

e =9

Por otro lado, la correccién de largo alcance para la presién se calcula como se indica
a continuacion:

- ONLL i 031

Nuevamente, si usamos la funcién de Lennard-Jones como potencial de interaccidn,

hallamos la expresién siguiente:

9

(&}

r

cut

9.32)

= 16042 3[&
Py =5 TP eNG 5

En unidades reducidas, podemos escribir la correccién de largo alcance de la presién

comao:

« 32 2 -9 16 *2 -3
plﬂ‘ - 7np r _Tnp 7[1” 933)

cut

La correccién de largo alcance para el potencial quimico se estima al llevar a cabo la

integral que se muestra enseguida:
0, =p " ulrdnridr 9.34)

Posteriormente, hacemos uso del potencial de Lennard-Jones, de manera que hallamos
la expresién siguiente:

9 3

[

7
cut

[

@, =2 mpec’ [% 9.35)

7
cut

Finalmente, escribimos la correccién de largo alcance del potencial quimico en
unidades reducidas como:

* 16 R 16 * 3
(p/n‘ = Tnp rmt_?np rmt 9'36)
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M¥£TODO DE sSUMAS DE EwALD

Las interacciones intermoleculares de largo alcance (que describe el potencial de
Coulomb o el potencial entre dipolos permanentes) convergen lentamente; es
decir, tienden al cero a distancias relativamente largas. Sin embargo, los potenciales
considerados relativamente de corto alcance (como el potencial de Lennard-Jones)
requieren también el uso de tal metodologia, sobre todo al estimar propiedades
termodindmicas en sistemas heterogéneos (dos fases o mds). El método de sumas de
Ewald fue propuesto por Paul Peter Ewald en 1921 [50], usdndolo para calcular la
energia de interaccién de sistemas periddicos como sistemas sélidos (cristales). Se ha
aplicado dicha metodologia a diferentes funciones potenciales, como: Lennard-Jones,

Yukawa, Coulomb y dipolo-permanente [51-54].

En general, el cdlculo de la energfa/fuerza total se divide en dos partes: una se calcula
hasta el radio de corte en el espacio real; y la complementaria, en el espacio de Fourier.
Este procedimiento es preciso, pero no rdpido, ya que se tiene que invertir un tiempo
considerado en el cdlculo de la energfa/fuerza en el espacio de Fourier; y para acelerar
dicho proceso se recurre al método Particle Mesh Ewald (PME por sus siglas en inglés)
que usa la transformada rdpida de Fourier [55]. El objetivo es determinar la expresién
para la energfa potencial, la fuerza y la presién del sistema con base en la metodologia
propuesta por Paul Ewald.

Bésicamente, se considera un potencial de la forma 1/r?, siendo p una potencia
cualquiera y r la distancia de separacién entre dtomos,

e | 1-efie) 9.37)

P P P

siendo erfe(vr) la funcién error complementaria. El segundo término converge
lentamente, de manera que se aplica la transformada de Fourier, lo que causa que
se acelere solo un poco. En particular, se muestran las sumas de Ewald para la parte
atractiva (dispersiva) del potencial de Lennard-Jones:

7T SR 9.38)
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donde A, = -A A, siendo A, = 26°"*. En particular, la energfa potencial en el espacio
real se escribe como:

Umz/ 6 z ZNl ZN }\’ + él—4 +ﬂzi) g‘”z 9.39)

L7 i=1 j>i T

donde L es el vector de red de un arreglo periédico de las celdas imagen, a = |r, - -

la posicién de la molécula i, y R, el vector de traslacién de la red. n es
el pardmetro de decaimiento y nos indica qué tan rdpido converge el término real de
la energia.

La contribucién de la energia en el espacio de Fourier se escribe como:

our 2 ni/zv
U =~ 225, S(DSH)B) + T sV 9.40)
Donde:
b) = b Nmeref ) + [ -+ Je” | 9.41)

siendo b=h/2n, V el volumen de la celda unitaria, h el vector de red reciproca (cuya
magnitud es h = |h|) y S(h) el factor de estructura, cuya expresién es:

S(h) = T\ e 9.42)

El segundo término de la ecuacién (9.29) surge del espacio de Fourier cuando A=0.
Por dltimo, se debe incluir un término que corrija la autointeraccién entre moléculas/

dtomos. Esto sucede cuando i=j y L=0.

e — _ ¥ 3N ) 9.43)

12 =L

Para el caso del potencial de Coulomb en términos de las sumas de Ewald, comenzamos
mostrando la contribucién a la energia en el espacio real

_ 1 N
A

1 i1

= g9, 9.44)
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donde ¢, es la carga parcial asociada al dtomo 7. Luego, la contribucién en el espacio
de Fourier es:

exp [_ (7[_1/}7 ;zianﬂ(rL;'/)} 945)

Four _ 1 N
U™ = 27 2594, Zhe

El término de autointeraccidén es:

auto __ v N
U =-—=2,4 9.46)
En ocasiones, se incluye un término de correccién considerando un arreglo esférico de
celdas imdgenes rodeado por un continuo, representado por una constante dieléctrica

arbitraria (€”) que generalmente se toma como 1.

superf _ 2n ‘ZN 2
U (e <197

9.47)

El tltimo término se interpreta como la energia que surge de la esfera que interactia
con la superficie del material. Cuando se utiliza un material dieléctrico como el vacio,
el denominador de (1+2€’) se reemplaza con la cantidad 3. Por tltimo, las expresiones

de la fuerza y la presién de ambos potenciales se pueden encontrar en la referencia

[52].

PROPIEDADES TERMODINAMICAS Y DE ESTRUCTURA

A través de teoremas de la Mecdnica Estadistica [56-58] podemos pasar de una
descripcién microscdpica a una macroscépica; es decir, de usar posiciones y velocidades
a propiedades termodindmicas. Haciendo uso del teorema de la equiparticién de la
energfa, obtenemos la temperatura de una configuracién a través del promedio de la
energfa cinética. Dicho teorema indica que cada grado de libertad contribuye con 2
de kT, de manera que escribimos la relacién:

(E)=Lk,T 9.48)
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donde f'son los grados de libertad del sistema, <E > es el promedio de la energfa
cinética, k, es la constante de Boltzmann y T es la temperatura calculada. En un

cbdigo de simulacién es comun calcular la temperatura instantdnea a través de la

expresion:
2Ey)
T = v 9.49)

donde NV es el nimero de 4tomos.

Por otra parte, para calcular la presién debemos mencionar que se obtiene a través de
sus dos contribuciones: la parte cinética y la parte de las interacciones entre 4tomos o

moléculas. La expresion virial nos permite escribir:

VPu.B = ZZ] m, (ﬁi) o (Zji)ﬁ + Zﬁlzﬁ?] ﬁl] 771]% 9.50)

donde V es volumen que contiene al sistema, . y m son la velocidad y la masa de la
q ;Y My y
particula 7, NV es el niimero de dtomos, E_j_ es la fuerza de interaccién entre los 4tomos

iy j, r, es la distancia entre los mismos dtomos y 7 su magnitud.

FunciON DE DISTRIBUCION RADIAL

La funcién de distribucién radial [41] g() es una propiedad de estructura que nos
da informacién de cdmo se acomodan espacialmente las moléculas/dtomos en una
simulacién a nivel molecular. La variable » nos indica la distancia a partir de una
molécula/dtomo de referencia, y la funcién g() la probabilidad de que las moléculas/
dtomos se encuentren a una distancia r en comparacion con el gas ideal. La funcién
de distribucién radial, que también denotamos como rdf, se calcula en dos pasos. El
primero de ellos consiste en estimar los 4tomos que caen en un elemento de volumen
con simetria esférica; es decir, la caja de simulacién se ve ahora como una “cebolla”
constituida por capas del mismo espesor, y en cada una de las capas se contabiliza
el nimero de dtomos en promedio, N(r, r+Ar). El segundo consiste en calcular el
volumen de cada capa Vcapa=(4/ 3)npl[r’, (r+Ar)’] y dividir ambas expresiones:
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g(r) =— N(r,r+Ar) 951)
Taple, (reAn]

A continuacién, en un seudocédigo se indica, de manera general, cémo es el célculo de
la funcién de distribucién radial mediante un cédigo de simulacién escrito en Fortran,
solo se indica dénde se debe hacer el llamado de las dos subrutinas involucradas: una
de ellas calcula el nimero de dtomos N(r+Ar) en cada elemento de volumen cada ngr
pasos de simulacién; la segunda, el volumen de cada divisién (capa). Ademds, en esta
tltima subrutina se importa el valor numérico de N(r+Ar) y se calcula de manera
completa la funcién de distribucién radial.

#9.2
C  Se calcula N(r+Ar)
doi=1, nstep
if(mod(istep,ngr).eq.0) then
call nrdf
endif
enddo

C  Se calcula la RDF
nstepg = nstep/ngr
if(nstepg.gt.0) then

call rdf(nstepg)
endif

En el apéndice A se incluye el cédigo en Python de dindmica molecular, que simula
un fluido de Lennard-Jones y calcula la funcién de distribucién radial. Los datos se
guardan en el archivo 7df.dat, y se pueden graficar con el software grace o cualquier
otro. En particular, se mueven 108 dtomos a una densidad reducida de 0.5 (de hecho,
todas las variables son reducidas o sin dimensiones). La temperatura se fija a 2, el
tiempo de paso es 0.005 y el radio de corte es 2.5. En la figura 9.4 se muestra la
funcién de distribucién por pares de un fluido Lennard-Jones, usando un cédigo en
Fortran y otro mds en Python; ambos dan los mismos resultados.
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Figura 9.4. Funcién de distribucién radial
de un fluido Lennard-Jones, p*=0.5, T*=2

—T 77—
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Lammps

El software libre llamado Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator
[59], se identifica comtinmente por sus siglas Lammps. Dicho software nos permite
llevar a cabo simulaciones de dindmica molecular de manera rédpida debido a que estd
paralelizado y puede hacer uso de Unidades de Procesamiento Grafico (Gpu por sus
siglas en inglés). Es comtin observar que los archivos que contienen los datos de salida
de las simulaciones estin en un formato que no es inmediato manejar para hacer
promedios, por lo que es conveniente construir cédigos en Python para extraer la

informacién de interés en un orden especifico.

Para hacer una simulacién molecular con LAMMPS es necesario colectar una serie
de instrucciones 9.3, que sirven como pardmetros de entrada (input). De hecho, el
usuario interesado puede consultar el manual ubicado en el sitio oficial. Un ejemplo
sencillo es el cdlculo de la funcién de distribucién radial de un fluido de Lennard-

Jones. A continuacién se muestran las instrucciones necesarias.
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#9.3 pair_style lj/cut ${rc}
# instrucciones para calcular la funcién pair_coeff 111.0 1.0 ${rc}
#de distribucién radial de un fluido
Lennard-jones neighbor 0.3 bin
neigh_modify  delay 0 every 20 check no
variable x equal 5 compute RDF all rdf 100 1 1
variable y equal 5 fix 1 all nvt temp $t $t 0.5
variable z equal 5 thermo_style  custom step temp density pe ke
variable tho equal 0.8 etotal press
variable t equal 4.0 fix 22 all ave/time 10 1 100
variable rc equal 4.0 c_RDEFE[*] file rdfL].dat mode vector
variable dt equal 0.001 dump 91 all custom 100 dump.lj id
typexyz
units lj
atom_style atomic thermo 1000
lattice fce ${rho} timestep ${dt}
region box block 0 $x 0 $y 0 $z | run 20000
create_box 1 box velocity all scale $t
create_atoms 1 box write_data  continua-rdf.dat
unfix 1
mass 11.0 undump 91
group 1 type 1 print B
velocity all create $t 97287 print o
print "calcula la rdf "
print o

El archivo dump.lj, generado en esta corrida, contiene una animacién del sistema
compuesto por N dtomos, que interactian mediante el potencial de Lennard-Jones.
De acuerdo con el formato de este mismo archivo, el visualizador Ovizo [60] lo puede
reproducir sin mayor problema. Ademds, se genera el archivo 7dfL].dat, que contiene
varias funciones de distribucién radial correspondientes a diferentes configuraciones;
lo que sigue es calcular el promedio de ellas. A continuacidn, se explica cémo calcular
dicho promedio. Primero, se verifica el orden y el formato de la informacién contenida
en el archivo rdfL].dat. Después, se identifica cudntas lineas dan informacién de los
datos, pero no forman parte de la funcién de distribucién radial. Finalmente, se
identifica cudntos renglones contienen informacién que conforma una sola foto de

la funcién de distribucién radial. Con esta informacién en mente es posible escribir
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un procedimiento para extraer la informacién requerida y, posteriormente, hacer un

promedio de las fotos (en otras palabras, se hace un promedio de las distintas 7dfs

almacenadas en el archivo de trabajo). A continuacién, se incluye el procedimiento

usado para tal fin.

#codigo 9.4

import sys

nSaltos=0;
nDatos =0;
nFotos =1;
nCont =0;

» «,

strln=";

if(len(sys.argv)==0):
print(“Indique los siguientes datos
con las directivas indicadas:\nNdmero de
Saltos inicial (s:)\nNtmero de datos por
foto(n:)\nArchivo fuente de datos (f:)\n”)
else:
for i in range(len(sys.argv)):
strPar=sys.argv[i][0:2];
if(strPar==’s:"):
nSaltos=int(sys.argv[i] [2:]);
elif(strPar=="n:"):
nDatos=int(sys.argv[i][2:]);
elif(strPar=="f:"):
strln=sys.argv[i] [2:];
if(nSaltos==0 or nDatos==0 or
strln==""):
print(“Indique los siguientes datos
con las directivas indicadas:\nNdimero de
Saltos inicial (s:)\nNtmero de datos por
foto(n:)\nArchivo fuente de datos(f:)\n”)
else:
print(“Numero de saltos iniciales:”
+ str(nSaltos) + “\nNumero de datos por
foto:” + str(nDatos) + “\nArchivo fuen-
te:”+strln);
fAcum]1 = [];
fAcum?2 = [];
i
i

for x in range(nDatos):
fAcum1.append(0.0);
fAcum?2.append(0.0);
fAcum3.append(0.0);
fAcumé4.append(0.0);
archivo = open(strln,'r')
for i in range(nSaltos):
linea = archivo.readline()
while True:
nCont+=1;
linea = archivo.readline()
if not linea:
break
if( nCont % (nDatos+1) == 0):
print("\rFoto " + str(nFotos) + '
agregada." , end=");
nFotos+=1;
nCont=0;
else:
linea= linea.strip();
li = list(linea.splic(" "));
fAcum1[nCont-1]+=foat(li[0])
fAcum2[nCont-1]+=float(li[1]);
fAcum3[nCont-1]+=float(li[2]);
fAcum4[nCont-1]+=float(li[3])
archivo.close
print("\rFoto " + str(nFotos) + " agregada." ,
end="");
archivo = open("promedioOut.dat",'w'
for i in range(nDatos):
fAcum1[i]/=fHoat(nFotos);
fAcum2[i]/=fHoat(nFotos);
fAcum3[i]/=foat(nFotos);
fAcum4[i]/=float(nFotos);
archivo.write( str(fAcum2[i]) + "'+
str(fAcum3[i]) + "\n');
archivo.close;
print("\nArchivo promedioOut.dat
generado");

1

>

>
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Los datos contenidos en el archivo rdfL].dat tienen la siguiente estructura:

Identificamos que la primera columna solo nos da el nimero de renglén que contiene
datos utiles, la segunda corresponde a la variable independiente 7, y la tercera es el
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dato de la 7df Para hacer el promedio de las diferentes 7dfs se leen cuatro renglones
no utiles para el promedio, luego, cien renglones de datos (774f) y un renglén no atil.
Posteriormente, el inmediato bloque de datos de la siguiente 74, y asi sucesivamente
hasta terminar de leer los datos. Después de correr el cédigo en Python se genera el

archivo promedioOut.dat, que contiene el promedio de las diferentes rdf.

PERFIL DE DENSIDAD Y TENSION SUPERFICIAL

En caso de que se simule un sistema heterogéneo y se desee calcular las densidades
del equilibrio liquido-vapor, es necesario usar una celda de simulacién paralelepipeda.
En particular, las densidades del equilibrio liquido-vapor se calculan a través de la

ecuacién siguiente [41]:

1 [z—z,]
)~ (p,,~p,,) ranh [ =2 9.52)

vap

P == (P, +P,,
donde p(z) es el perfil de densidad calculada a través de la dindmica molecular; -
Y 7,500 las densidades de equilibrio del vapor y del liquido, respectivamente; z, es
la posicién de la divisién de Gibbs; y 8/2 es el ancho de la interfase. Se inicializan
los pardmetros a determinar (rmp, Tip Z0Y d), igualdndolos a la unidad en el primer
proceso de ajuste. Este proceso se repite hasta alcanzar un error relativo 0.001. El
procedimiento interactivo es llamado cuasi-newtoniano, que desarrollaron varios
autores [61]. El perfil de densidad se calcula durante la simulacién molecular para
cada temperatura fijada. En la figura 9.5 se muestran diferentes perfiles de densidad
para fluidos Lennard-Jones. Lineas abajo se incluye el input de LaMMmPs para calcular
las densidades del equilibrio liquido-vapor de un fluido Lennard-Jones.
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Figura 9.5. Perfil de densidad de un fluido Lennard-Jones a diferentes temperaturas.
De arriba hacia abajo la temperatura varia de 0.6 a 1.15.

p(z)

500 1000
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#9.6 compute tempi all temp
# LVE for Lennard-Jones fluid compute 7 all pressure tempi
variable | equal 8
variable rc equal 2.5 fix 2 all nvt temp $T $T 0.05
variable T equal 0.7 thermo 2000

timestep 0.005
units lj variable xPress equal c_thermo_press[1]
atom_style  atomic variable yPress equal c_thermo_press[2]
region box block 0.0 ${I} 0.0 variable zPress equal c_thermo_press[3]
${I} 0.0 ${I} variable st equal 0.5*1z*(v_zPress-  0.5*
create_box 1 box (v_xPress+v_yPress))
change_box allzfinal 0.0 12.0 fix 3 all ave/time 10 1 100 c_7[3] file
create_atoms 1 random 1000 9879 box Pv.dat
group 1 type 1 fix 4 all ave/time 10 1 100 v_st file
mass 11.0 SurfTension.dat

compute denz 1 chunk/atom bin/1d z center
replicate 113 0.1 units box
group 3id<>1 1000 fix 51 ave/chunk 10 1 1000 denz
group 3id <> 2001 3000 density/mass file DensProf.dat
delete_atoms group 3 run 200000
neigh_modify delay 3 unfix 2
velocity all create $T 87287 mom | unfix 3
yes rot yes dist gaussian unfix 4

unfix 51
pair_style lj/cut ${rc} write_data  lve-continua.dat
pair_coeff 11 1.0 1.0 ${rc}

Una vez concluida la simulacién con Lammps, se generan los archivos Surflension.
dat, Pv.dat y DensProf.dat, que contienen datos de la tensién superficial, presién de
vapor y perfiles de densidad de distintas configuraciones, por lo que es necesario
hacer promedios. Las dos primeras propiedades termodindmicas se calculan sin mayor
dificultad; sin embargo, el promedio de perfiles de densidad representa un desafio de
cémo contar. Pongamos por ejemplo el archivo DensProf.dat, que contiene datos de
m-perfiles de un fluido Lennard-Jones. Para extraer los datos del archivo DensProf-dar
en forma correcta y hacer un promedio con ellos, se sigue el mismo procedimiento
en Python que para el caso de la funcién de distribucién radial. En el recuadro
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siguiente solo se muestran los datos de dos perfiles de densidad. La primera columna
corresponde a un niimero entero que identifica el dato ttil para hacer los promedios,
la segunda, la variable independiente, y la cuarta el perfil de densidad.

#9.7

# Chunk-averaged data for fix 34 and group file

# Timestep Number-of-chunks Total-count

# Chunk Coord1 Ncount density/mass

0690 4000
10.0500
20.1500
30.2500
403500
50.4500

X datos intermedios
685 68.45 0 0
686 68.5500
687 68.6500
688 68.7500
689 68.8500
690 68.95 0 0

100 690 4000
10.0500
20.1500
302500
403500
50.4500

X datos intermedios
685 68.4500
686 68.5500
687 68.65 0 0
688 68.7500
689 68.8500
690 68.9500

200 690 4000
10.0500
20.1500
30.2500
403500
50.4500
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Es necesario extraer los datos de la segunda y cuarta columnas en cada foto. La primera
foto del perfil de densidad comienza en el renglén identificado con el nimero 1 en
la primera columna, y termina en 690 de la misma columna; después hay un renglén
que no es util para el promedio. La segunda foto del perfil de densidad comienza en
el renglén que se identifica con el nimero 1 de la primera columna, pero representa
el renglén 966, y asi sucesivamente. Para hacer el promedio de perfiles de densidad,
usamos el mismo procedimiento en Python que utilizamos para el caso de la 7df.
Este procedimiento requiere los siguientes datos de entrada: el nimero de renglén
donde se comienzan a leer los datos de las columnas, el niimero de datos por foto y el
nombre del archivo que contiene los datos (DensProf.dat).

En la figura 9.6 se observan las densidades del equilibrio liquido-vapor de un fluido
de Lennard-Jones, usando la aproximacién esféricamente truncada (st por sus siglas
en inglés) y el método de sumas de Ewald (Lsm por sus siglas en inglés).

Figura 9.6. Densidades del equilibrio liquido-vapor
de un fluido Lennard-Jones

14 T T T T T T T T

B8 LSM, Re=3.0
OO ST, Re=4.0
OO ST, Re=7.0
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Como ya se ha mencionado, otra de las propiedades interfaciales de interés y que
se pueden calcular con el mismo script, es la tensién superficial, cuya definicién

mecdnica es la siguiente:

9.53)

Y=L py-L(p )

donde L es el lado mas largo de la caja de simulacién, la cual es un paralelepipedo. P,
son las componentes de la diagonal de la presién (recordar que la presién tiene una
representaciéon matricial 3x3). Hacemos uso de la expresién virial para hallar dichas
componentes (ver ecuacién 9.50). En la figura 9.7 se muestra la tensién superficial
de un fluido Lennard-Jones, calculada mediante la aproximacidn s, y se incluyen los

datos reportados en [51], obtenidos usando LsMm.

Figura 9.7. Tensi6n superficial de un fluido Lennard-Jones

12 B8 LSM, Re=3.0 =
OO ST, Re=4.0
O—-0 ST, Re=7.0
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En la figura 9.8 se construye una grifica en 3D de los datos obtenidos para las
densidades del equilibrio liquido-vapor (densidades ortobdricas), tensién superficial
y presion de vapor de un fluido de Lennard-Jones, usando un radio de corte de 76.

Figura 9.8. Densidades liquido-vapor (Dens), tensién superficial (TS)
y presién de vapor (Pv) del fluido Lennard-Jones
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0.06
0.04

0.02

0.00

Los datos de la densidad y presion criticas fueron tomados de las referencias [62,63].
Sabemos que la tensién superficial se anula cuando la temperatura alcanza su valor
critico. Esta informacién se observa en la figura 9.8. El procedimiento en Python
para generar la grfica en 3D hace uso de las librerias mpl_toolkits y matplotlib. Para
tal propésito, primero se debe generar el archivo datos.dat, que contiene los datos de

las densidades, la presién de vapor y la tensién superficial. Dicho procedimiento se
incluye a continuacién.
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#cddigo 9.8

from mpl_toolkits import mplot3d

import numpy as np

import sys

import math

import pandas as pd

from matplotlib import cm

from matplotlib.ticker import LinearLocator, FormatStrFormatter
from matplotlib import pyplot as ple

data=pd.read_csv(‘datos.dat’,header=0,delim_whitespace=True)
print(“data’,data)

x=data.iloc[:,0]

y=data.iloc[:,1]

z=data.iloc[:,2]

fig = plt.figure()

ax = plt.axes(projection="3d’)
ax.tricontour(x, y, z, colors = ‘K)
ax.scatter(x, y, )
ax.set_title(‘dens-ST-Pzz’)
ax.set_xlabel(‘dens’)
ax.set_ylabel(‘ST’)

ax.set_zlabel(‘Pzz))

ple.savefig(“output.png”)

surf=ax.plot_trisurf(x, y, z, cmap=cm.coolwarm, edge-
color="none’)

ax.plot_trisurf(x, y, z, cmap=cm.coolwarm, edgecolor="none’)
plt.tight_layout()

plt.colorbar(surf, shrink=0.5, aspect=5)

plt.show()

Ejercicios

[1] Calcular la funcién de distribucién radial de un fluido de Lennard-Jones a T*=2,
y densidades p*=0.1, 0.5y 0.9

[2] Calcular las densidades de coexistencia de un fluido de Lennard-Jones, usando un
radio de corte de 2.5.

[3] Calcular la tensién superficial de un fluido de Lennard-Jones, usando un radio de
corte de 2.5.
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10. MONTE CARLO

El método directo de Monte Carlo [41,64] es un método numérico que sirve para
calcular observables que ayudan a analizar un sistema de interés, estd basado en el
muestreo estadistico, una metodologia que genera datos que caen dentro del conjunto
del dominio y, con ello, es posible acercarse al valor real de la observable estimada.
Este procedimiento requiere de generar niimeros aleatorios. Ahora bien, los valores
que se obtienen de las observables de interés estdn restringidos a las distribuciones
de probabilidad imperantes en el sistema. Este procedimiento es identificado como
un proceso del matemdtico ruso Andréi Mdrkov [65,66], pues para dar el paso
siguiente, solo depende del paso anterior; ha sido usado para resolver problemas
matemadticos, fisicos y quimicos. El nombre de la técnica de simulacién se toma del
casino Montecarlo, ubicado en el Principado de Ménaco, debido a que podemos
hallar sucesos aleatorios en la ruleta rusa. Lo usaremos para analizar fluidos sujetos a
diferentes condiciones termodindmicas, que podemos modelar al fijar un ensamble en
particular. El concepto de ensamble propuesto por Joshua Gibbs es el que habremos
de utilizar. De manera general, modelaremos los fluidos de interés como sistemas
constituidos por dtomos o moléculas. El método muestrea la evolucién espacial
de dichos dtomos, moviéndolos de manera aleatoria y determinando el valor mds
probable de la observable de interés.

Se modelala interaccién entre dtomos o moléculas a través de potenciales de interaccién
efectivos para tomar en cuenta interacciones inter e intramoleculares: la primera toma
en cuenta la interaccidn entre dtomos de distintas moléculas y la segunda considera
interacciones entre 4tomos de una misma molécula. La energfa configuracién total de

N dtomos o moléculas toma la expresion:

<U(7’N)> _ 2 U(rMexp[-BU )] 10.1)
2 exp[-BUM)]
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donde B=1/k,T, siendo kj la constante de Boltzmann y T la temperatura dada. Aqui
se presenta el problema de que el denominador no puede ser evaluado analiticamente;
sin embargo, existe otra opcidn, que es la que ofrece el muestreo.

Figura 10.1. Integral de una funcién de N-variables
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Una forma de resolver la integral es generar configuraciones que hagan la mayor
contribucién a dicha integral, ya que no todas tienen relacionadas energias fisicas
(demasiado altas). Para ello se recurre al llamado método de Metrépolis, que
bdsicamente genera configuraciones adecuadas con la probabilidad:

exp(-BU")) 10.2)

El método de Metrdpolis genera una cadena de Markov, donde el resultado depende
del paso anterior inmediato, pero no de todos los pasos anteriores. Lo que hace la
técnica de simulacién MC es escoger aleatoriamente un dtomo y calcular su energfa
configuracional respecto de las demds U , como primer paso. Después de elegir un
dtomo al azar, este se mueve aleatoriamente con un desplazamiento espacial, Ar =
deltaR. En particular, los nimeros aleatorios se generan con la instruccién random()
en Python. Si rand=random (), entonces podemos escribir el desplazamiento en las tres
coordenadas espaciales como:

rxinew = rxiold + (2 * rand — 1) + deltaR 10.3)
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ryinew

ryiold + (2 * rand — 1) + deltaR 10.4)
rzinew = rziold + (2 * rand — 1) + deltaR 10.5)

rxiold es la posicién anterior en el eje x del dtomo 7, y rxinew es la posicién nueva del

mismo dtomo en el eje x, moviéndola a un desplazamiento deltaR.

Figura 10.2. Muestra el desplazamiento Ar
entre 4tomos en una celda de simulacién

O
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Después de mover dicha particula aleatoriamente, se vuelve a calcular la energfa
configuracional, Um. Dicho movimiento se acepta si la energfa nueva es menor que
la energfa configuracional antes del movimiento (AU, =U,-U, < 0), o con mayor

energfa, pero con cierta probabilidad que depende del factor de Boltzmann.
La razén de probabilidad de pasar del estado n al estado m es:

L = _BAUnm
S-=e 10.6)

m
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con 3=1/Tk,. Para aceptar el movimiento se genera un nimero aleatoriode 0 a 1, y se
compara con el factor de Boltzmann. Si aquél es menor que exp(-BAU ), se acepta el
movimiento. AU es la diferencia de energfa entre dos estados n y m.

El criterio de Metrépolis es uno de los mds usados y efectivos para distinguir qué
movimientos de los dtomos son aceptados o no. A continuacidn, se escriben algunas
lineas de c6digo en Python que describen de manera esquemdtica tal criterio.

deltaU = Unew-Uold
deltaP = Pnew-Pold
deltaUb = beta*deltaU

ifldeltaU<0.0): Si la energfa potencial de la nueva
U= U + deltaU configuracién es menor que la
P =P + deltaP energia del paso anterior, entonces
posix = xinew se acepta el movimiento de las
posiy = yinew moléculas/dtomos.

posiz = zinew
aceptacion = aceptacion + 1

else:
rand=random()
iflexp(-deltaUb)>rand): Si un nimero aleatorio es menor que
U= U + deltaU el factor de Boltzmann entonces se
P =P + deltal acepta el movimiento.

posix = xinew
posiy = yinew
posiz = zinew
aceptacion = aceptacion + 1

beta = 1/(k,Temp). Es el inverso de la temperatura (Temp) multiplicado por la
constante de Boltzmann (k). La variable aceptacion da informacién del nimero de

movimientos aceptados, que cumplen con el criterio del método de Metrépolis.
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ENSAMBLE cANONICO

El concepto de ensamble lo introdujo Joshua Gibbs. Representa la forma en que se
distribuye un conjunto de sistemas de acuerdo con las condiciones termodindmicas
impuestas [56,57,58]. En particular, en el desarrollo de un cédigo en Python,
siguiendo la técnica de simulacién del método directo de Monte Carlo, el ensamble
candnico se refiere a mantener constantes el nimero de dtomos, el volumen y la

temperatura.

A continuacién, se muestra, de forma simple, la densidad de distribucién representativa
del sistema. Se considera un sistema no aislado con energia U, y niimero de moléculas
N, en equilibrio térmico, con un sistema mds grande (bafo térmico) con energia U,
y nimero de moléculas N,. Se supone U, >> U y N, >> N . Ademds, se satisface la

relacién:

U<(U +U)<U+AU 10.7)
La probabilidad de hallar al sistema 1 en dp dq,, que es el elemento de volumen en el
espacio de coordenadas generalizadas: posiciones y momentos, sin importar el estado

del sistema mds grande, es proporcional a dp,dq,W,(U)), siendo W, el volumen
ocupado por el sistema 2, asi que

pp' q') < Q,(U-U) 10.8)

Si se considera ahora U>>U , podemos hacer un desarrollo en series de la entropia del

sistema 2, de modo que
S(U) = kJog QO (U-U,) 10.9)
Con lo cual se puede obtener:

kog Q(U-U,) = S,(U) — = 10.10)
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De donde

U
QU-U) ~exp - S,(U)] exp (TT) 10.11)
El primer factor en esta ecuacién es una constante, lo que nos lleva a la expresién
siguiente:
P(p, g) = e VT 10.12)

donde p es la densidad de distribucién del ensamble; tal que el niimero de moléculas,
el volumen y la temperatura se mantienen constantes (Figura 10.3). Al llevar a cabo
simulaciones a nivel molecular, el criterio de aceptacién del movimiento de los
dtomos/moléculas es directamente proporcional al factor de Boltzmann, de manera

que la probabilidad de pasar de un estado n a otro estado m se escribe como:

Pn_m = e(_BAUnm) 1013)

Pmn

Figura 10.3. Ensamble canénico, NVT constantes

Bano térmico

T

En una simulacién molecular se verifica la aceptaciéon o rechazo del movimiento al
azar de las particulas. Si la energia nueva es menor se acepta el movimiento; de lo
contrario, se compara el factor de Boltzmann con un niimero aleatorio generado entre
0y 1. En el apéndice B se incluye el codigo en Python que contiene el procedimiento
del método de Monte Carlo para simular un fluido de Lennard-Jones en un ensamble
candnico a las condiciones termodindmicas reducidas: T*=2, p*=0.5 y N=108.
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ENSAMBLE ISOTERMICO-ISOBARICO

Ahora se considera el nimero de particulas, la presion y la temperatura constantes,
NPT

p = e U7 10.14)
La densidad de probabilidad para un ensamble isotérmico-isobdrico es:

Qupr = =i dV ] dpdq exp[-B(U + PV)] 10.15)

NN Vo

Si se considera un sistema de N particulas, la funcién de particién estard dada por
Qupr= exp[-BG(N, P, T)] 10.16)

donde la energfa libre de Gibbs G(N,p,T) resulta ser el potencial termodindmico
importante. En este tipo de ensamble se mantiene fija la temperatura, el nimero
de particulas totales y la presién. En forma prictica, para mantener constante la
presién en una simulacién, se permiten variaciones de las dimensiones de la caja de

simulacién, pero también se reescalan las posiciones de las particulas.

Figura 10.4. Redimensidn de las posiciones
en un cambio de volumen
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El criterio de aceptacién para los movimientos en el escalamiento del volumen es

impuesto por el balance detallado, llegando a la ecuacién

Pam_ (m)N JBUBAPY) 10.17)
Pmn Vn
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Entonces, durante una simulacién por computadora, primero se verifica la aceptacién
o rechazo del movimiento al azar de las particulas, que cumple con el criterio de
Metrépolis para el ensamble candnico; y después se verifica la aceptacién o rechazo
de la variacién en el volumen de la caja de simulacién, con la intencién de mantener
fija la presién del sistema.

PRESION DE UN FLUIDO DE ESFERAS DURAS

Como ejemplo en el uso de la técnica de simulacién mc, calculamos la presién
hidrostdtica de un sistema compuesto por esferas duras; es decir, que la repulsién
entre 4tomos que estin en contacto es infinita y que no sienten atraccién entre ellas.
El potencial de interaccién se escribe como:

00, 5I7< O

u(7) = 0,sir>A0

10.18)

donde G es el didmetro efectivo de los dtomos y A es la distancia. El grifico que
corresponde al potencial de interaccidn de esferas duras es:

Figura 10.5. Potencial de esfera dura
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El método mc usa de manera directa funciones discontinuas. Ahora, si hacemos uso
de la expresion virial de la presién, entonces podemos calcular las componentes de la

presion

P_=pk, T+—ZN’ZNZF(z) 10.19)

i=1 " i Tij

donde z, =177, siendo z, la coordenada z del 4tomo ;

__ ) =
Flz) =440 2 10.20)

Ahora el tema es cdmo calcular la derivada asociada a una funcién discontinua. La

fuerza (F) del potencial discontinuo es calculada en cada discontinuidad como:

d:tl(rr) __ /eBTS(V— o) 10.21)

La funcién delta se estima mediante la funcién escalén O(x)

S(r— o) = 20 ‘zg‘["“"]) 10.22)

Esta aproximacion es vdlida cuando

Ac—0 10.23)
En general, tendremos la contribucién a la presién de n-discontinuidades

P =pk, T+ EN5N 2 [Fl+ F2+ F3+ Fh+ .. ] 10.24)

Para el caso de una sola discontinuidad

PZZ: pkBT—LZN 121\] z k T @(F—G) @(r—[G+AGJ) 10'25)

= 7> i B Ao

se asignan valores cada vez mds pequenos de AG. Esta metodologia fue empleada para
calcular propiedades termodindmicas de fluidos que interactiian mediante potenciales

discontinuos [67,68,69].
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Por otro lado, la presién hidrostdtica de esferas duras se puede calcular de manera
teérica mediante la ecuacién de estado de Carnahan-Starling [70].

_lem+mi-n’
Z=at 10.26)

donde Z es el factor de compresibilidad, que es comuin estimar como:

_
7= T 10.27)
donde p es la presion, V el volumen, N el nimero de dtomos, k, la constante de
Boltzmann, T la temperatura absoluta y 6 el didmetro de esfera dura. Ademds, 1 es la

fraccién de empaquetamiento

nNG®

n-= v 10.28)
Adicionalmente, se considera la ecuacién de estado de Boublik-Nezbeda [71] para

comparar los resultados obtenidos.

La presién se calcula para cada Ac. Cuando se encuentra una regién horizontal, se
realiza una interpolacién hasta el eje de las abscisas para determinar el valor de la
presién que buscamos. La comparacién de los resultados derivados de ambas opciones
se muestra en la figura 10.6.

Figura 10.6. Presién de un fluido de esfera
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Enun cédigo dondese hace uso del método directo de Monte Carlo parasimular un fluido
de Lennard-Jones, tenemos un orden en el calculo de la energia y de la implementacién
del criterio de Metrépolis. A continuacién, se muestra esquemdticamente la estructura

de un c6digo simple no optimizado.

#10.1

inicio del programa

pardmetros de entrada (potencial de interaccién)
pardmetros de entrada (temperatura, presién, etc.)
se lee la configuracién inicial (posiciones de las moléculas)
do istep = 1, nstep
doi=1, nat
cdlculo de energfa(energia-previa)
se elige y se mueve de manera aleatoria una molecular
cdlculo de energia(energia-posterior)
criterio de Metrdpolis
cdlculo de propiedades termodindmicas
enddo
enddo
se escribe la configuracién final (posiciones de las moléculas)

Fin del programa

En el recuadro de abajo, se indica de manera general cémo es el cdlculo de la funcién
de distribucién radial mediante un cédigo de simulacién escrito en Fortran. Solo
se indica dénde se debe hacer el llamado de las dos subrutinas involucradas: una de
ellas calcula el nimero de dtomos N(r+Ar) en cada elemento de volumen; y otra, el

volumen de cada divisién (capas).
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#10.2
For istep in range(0,nat-1):
#  Se calcula N(r+Ar)
if(istep % ngr == 0):
nrdf(nat,nga,pos)

return

#  Se calcula la RDF
nstepg = nstep/ngr
if(nstepg > 0):

rdf(nstepg)

Upot = Upot / aceptados

Pres = Pres / aceptados

Donde aceptados es una variable que indica el nimero de movimientos aceptados.
Para calcular la presién de un fluido de esferas duras se usa la metodologia mencionada
lineas arriba, y se modifica la subrutina que concluye la funcién de distribucién radial
de la forma en que estd indicado en el c6digo en Fortran, que se incluye en el apéndice
C. Para este caso se usan 10 valores diferentes de Dp = Ac. Es importante sefialar
que el cédigo en Fortran incluido requiere de los datos contenidos en el archivo
param, por lo que es necesario editar un archivo con este nombre que contenga la
informacién que a continuacién se muestra.

parameter(maxnat=5000)
parameter(deltar=0.05)
parameter(nmax=5000)

parameter(pi=3.14159)
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Ejercicios

[1] Calcular las densidades para las presiones 5, 10 y 15 de un fluido de esferas duras.
[2] Calcular la funcién de distribucién radial a las presiones 5, 10 y 15 de un fluido
de esferas duras.

[3] A manera de proyecto, modificar el cédigo para simular una mezcla binaria de
esferas duras, cong, , =1.0y¢€, =0.5
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APENDICE A

Cédigo en Python para llevar a cabo una simulacién a nivel molecular de un fluido de
Lennard-Jones, mediante la técnica de dindmica molecular en un ensamble canénico
y en unidades reducidas. Los pardmetros de entrada son los siguientes: nimero de
pasos de simulacién (nsteps) = 200, densidad reducida (dens) = 0.5, niimero de
réplicas (nc) = 3 (lo que nos genera 108 dtomos en un arreglo ctibico centrado en las

caras), Ndtomos = 4*nc’y temperatura reducida (Temp) = 2.

#cddigo A.1

import numpy as np

m = 5000

nga = np.zeros(([m]),dtype=np.int_)
acEPI = 0.0

acEKI = 0.0

acETI = 0.0

acTemp = 0.0

acPres = 0.0

deltar = 0.05

ngr = 100

def prog ( nc=3, dens=0.5, Temp=2.0, nsteps=200 ):

global acEPLacEKI,acETI,acTemp,acPres,ngr

nstep_print = 100

ngr = 100

prine(" ")

print("{:10}{:6d} ".format(' pasos de simulacién’, nsteps) )

pos,box,nat = fcc(nc,dens)
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APENDICE B

Cédigo en Python para simular un fluido de Lennard-Jones con Monte Carlo
en un ensamble NVT. Los pardmetros de entrada son los siguientes: nimero de
pasos de simulacién (nsteps) = 2000, densidad reducida (dens) = 0.5, ndmero de
réplicas (nc) = 3 (lo que nos genera 108 dtomos en un arreglo ctbico centrado en
las caras), Ndtomos = 4*nc’y temperatura reducida (Temp) = 2.

#codigo B.1
def prog(nc=3, dens=0.5, Temp=2.0, nsteps=2000):

global pos

import sys

import random
import numpy as np
from math import exp
global nga,deltar

dr =02

beta = 1.0/Temp
cont =0

acEPI = 0.0
nstep_print = 100

pos,box,nat = fcc(nc,dens)

vol = box * box * box
print("{:7}H:4.1f}".format(' vol =',vol) )
print(" ")

Elrc = Irc(nat,dens,box)

E,overlap = energiaall(nat,box)

[219]
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APENDICE C

Cédigo en Fortran 77 para realizar una simulacién a nivel molecular de un fluido
de esferas duras mediante el método directo de Monte Carlo. Se fijan los pardmetros
termodindmicos reducidos: p' = 0.5, 7" = 0.5. Se consideran 108 4dtomos.

#cédigo C.1
program mcsh
implicit double precision(a-h,o0-z)

include 'param’

common / posicion / rx(maxnat), ry(maxnat), rz(maxnat)

common /posfec/ rxfec(maxnat),ryfec(maxnat),rzfec(ma
xnat)

common / caja / boxx,boxy,boxz

common / cajainv / boxix,boxiy,boxiz

common /numatom/ n

common / press / zx,zy,zz

common / pl / sumpxx(10),sumpyy(10),sumpzz(10)

common / p2 / dp(10),sigma_dp(10)

logical  overlap

write(6,%)" '
write(6,*)'simulacion desde inicio......[1]'
write(6,*)'continuar simulacién.......... 2]'
read(5,*)noption
if(noption.eq.1) then

call fce(nfec,dens)

n = nfcc

[227]
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