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José Maŕıa Mondragón Álvarez
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Introducción

El solitón es una onda no lineal solitaria cuyas propiedades son similares a las de una

part́ıcula elemental. El término solitón fue acuñado en 1965 por Zabusky y Kruskal para

caracterizar ondas solitarias sin dispersión que durante una interacción mutua preservan

su forma durante la propagación [1]. Estos solitones surgen en cualquier sistema f́ısico

que posea tanto no linealidad como dispersión; tal es el caso de los solitones ópticos.

Originalmente propuestos por Akira Hasegawa y Fred Tappert para mejorar el rendimiento

de las transmisiones en las redes ópticas de telecomunicaciones [2]. Si bien, inicialmente el

estudio de los solitones fue restringido a la óptica hoy en d́ıa resultan fundamentales en la

formulación de las más recientes teoŕıas. Como consecuencia de lo anterior seŕıa imposible

entender el panorama de la ciencia y tecnoloǵıa en la actualidad sin el concepto de solitón.

Ejemplos de lo anterior son los solitones gravitacionales hiper-rápidos presentes en la teoŕıa

de plasmas de Einstein-Maxwell dentro de la Relatividad General, los cuales satisfacen las

condiciones de enerǵıa débil cuando viajan a velocidades superlumı́nicas [3]; los dropletones

cuánticos ultradiluidos o gotas cuánticas, los cuales son estados auto-atrapados robustos en

condensados de Bose-Einstein que se estabilizan mediante una repulsión efectiva inducida

por fluctuaciones cuánticas alrededor del campo medio [4, 5]; los solitones rotantes, los

cuales ocurren en sistemas microscópicos, estos vórtices rotantes de helio superfluido son

haces portadores de momento angular y son objetos topológicos presentes en varias ramas
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de la f́ısica [6, 7]. El estudio de los solitones se ha ampliado en las últimas décadas y

han tomado un papel protagónico en la cosmoloǵıa [8] y en la comprensión de la materia

oscura [9].

En las descripciones antes mencionadas la ecuación no lineal de Schrödinger generali-

zada es de vital importancia ya que adquiere un papel fundamental en la comprensión de

estos fenómenos. Dicha ecuación tiene la siguiente forma:

i
∂q

∂t
± 1

2∇2q + f(|q|2) = 0, (1.1)

cuando f(q) = |q|2q en la ecuación (1.1) se obtiene la ecuación cúbica no lineal de Schrödin-

ger (c-NLSE, por sus siglas en inglés) o simplemente ecuación no lineal de Schrödinger.

Dicha ecuación es uno de los modelos más importantes y universales en la ciencia ya

que tiene aplicación en muchas ramas de la f́ısica como es el caso de la óptica no lineal,

electrónica cuántica, materia condensada, f́ısica de plasmas, teoŕıa de campos cuánticos no

lineales, y en matemáticas aplicadas, donde se investigan sus simetŕıas [10]. Las soluciones

de esta ecuación han sido estudiadas de manera exhaustiva, entre las cuales se encuentran:

solitones brillantes, solitones oscuros y grises, kink, solitones de Peregrine, rogue waves,

entre otras [11–14].

La ecuación no lineal de Schrödinger en el estudio de plasmas, superfluidos, dinámica

de biomoléculas, propagación de haces de luz monocromáticos, aśı como para estudiar la

formación de los dropletones cuánticos y la dinámica de los pulsos ultra-cortos, en hidro-

dinámica nuclear, en la dinámica no lineal de ADN interactuando con una protéına [15],

también aparece cuando se estudian peĺıculas delgadas orgánicas y en gúıas de ondas

poliméricas para encontrar cuasi-solitones topológicos [12] entre otros [15–17]. La ecua-

ción de Schrödinger con no linealidades de orden superior aparece en diversos fenónemos
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f́ısicos, como un ejemplo particular podemos mencionar a la ecuación cúbica-quinta no

lineal de Schrödinger, la cual admite varios tipos de soluciones en forma de funciones

trigonométricas, hiperbólicas, exponenciales y racionales [18, 19] y en el contexto de la

óptica se encuentran soluciones tipo solitón brillante y oscuro [12–14, 19]. Debido a su

importancia, se han realizado diferentes esfuerzos para encontrar nuevas soluciones exac-

tas que emplean diferentes herramientas matemáticas, como soluciones en términos de

funciones eĺıpticas de Jacobi [20–22]. A primera aproximación dichas ecuaciones proveen

una descripción adecuada de los problemas anteriomente mencionados, ésta sigue siendo

una simplificación del problema general. Si se desea estudiar el caso más general se deben

tomar en cuenta términos perturbativos. Los cuales se incorporan a la ecuación diferencial

no lineal original. Una vez que se toman en cuenta estos términos se obtiene una forma

más general de la ecuación (1.1), que en su forma normalizada es:

i
∂q

∂t
± 1

2∇2q + f(|q|2) = iγR(q). (1.2)

En la ecuación (1.2) aparece un término adicional del lado derecho, en donde γ es un

parámetro muy pequeño, que toma valores de 0 < γ ≪ 1. Si γ es cero, obtenemos la

ecuación cúbica no lineal de Schrödinger sin perturbar.

La acción de los términos perturbativos transforma la onda solitaria de tal manera que

pueda adaptarse continuamente a los cambios de un medio, estos términos perturbativos

pueden describir efectos de disipación de enerǵıa, de interacción con otras ondas no lineales

y de la acción de potenciales externos. Para estudiar la estabilidad de solitón y para lidiar

con este problema se implementaron varios métodos de perturbación.

Entre ellos se encuentran el método dispersión inversa perturbado (MDIP) [23] en el que se

determinan las ecuaciones para datos dispersados bajo la influencia de perturbaciones, el
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concepto básico de este método es simple y también se pueden aplicar para problemas de

varios solitones. El formalismo matemático llamado aproximación adiabática para solitones

fue desarrollada inicialmente en los años 1970 en trabajos por Karpman y Maslov [24,25].

Karpman y Maslov [24] se basaron directamente en el método de transformacion inversa

con un parámetro espectral variable. Karpman, Mazlov y Soloviev [24–26] desarrollaron

un método que aborda la perturbación de los datos de dispersión en el problema de la

transformación de dispersión inversa, IST, para el modelo de la Ecuación No Lineal de

Schrödinger debido a la dependencia temporal del parámetro espectral, los parámetros

principales del solitón como la profundidad del solitón, la altura de fondo, el cambio de

posición y el cambio de fase se vuelven variables en el tiempo o vaŕıan a lo largo de la

propagación del solitón [27,28].

Otro tipo de método de perturbación es el que está basado en el formalismo Lagran-

giano de ecuaciones diferenciales no lineales [23], ejemplo de este es en la ecuación no

lineal de Schrödinger, en particular este método puede ser aplicado a un sistema el cual

puede ser no integrable, pero admite una solución bien definida como una onda solitaria;

tambien se realiza análisis de la inestabilidad modulacional de las soluciones para el caso

especial de la ecuación no lineal, no autónoma de Schrödinger, asi como la modelación

matemática de pulsos no lineales. La Inestabilidad Modulacional, IM, se presenta cuan-

do perturbaciones oscilatorias son introducidas a estados estacionarios de tipo de tren de

onda, las cuales generan un crecimiento exponencial en la amplitud de la onda, conforme

transcurre el tiempo, lo que a su vez genere un rompimiento en la envolvente [29].

Por otro lado existen métodos directos los cuales no tienen como base el método de

dispersión inversa y se usa para encontrar las soluciones de ecuaciones perturbadas. Como
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ejemplo, el método que se basa en la construcción y demostración del conjunto completo

de soluciones de Jost al cuadrado el cual proporciona un procedimiento general para re-

solver la solución adiabática de la ecuación no lineal de Schrödinger perturbada [30].

A esta categoria pertenecen el método de multi-escalas de tiempo usualmente llamado

método quasi-estacionario propuesto por Y. Kodama y M. J. Ablowitz. En esta aproxima-

ción, las ecuaciones no lineales perturbadas son linealizadas expandiendo sus soluciones

alrededor de las soluciones originales no perturbadas lo cual conlleva a encontrar las eigen-

funciones del operador linealizado asociado a la ecuación linealizada, para más detalle, se

puede consultar [31–33].

En el presente trabajo se estudia la evolución de solitones oscuros en la ecuación no

lineal de Schrödinger generalizada. Con tal fin la presente tesis se divirá en las siguientes

secciones. En primera sección se expondrá el problema espectral del cual surge la ecua-

ción no lineal de Schrödinger, posteriormente se presentarán las soluciones de la ecuación

cúbica-quinta no lineal de Schrödinger. En la segunda sección se estudiará un análisis

perturbativo de solitones oscuros de la ecuación no lineal de Schrödinger. En la tercera

sección se realizará un análisis perturbativo de solitones oscuros en la ecuación no lineal

de Schrödinger generalizada, en particular se considerará a la ecuación de Schrödinger con

no linealidades cúbico-qúıntico y séptico. Finalmente, se presentarán conclusiones de este

trabajo y análisis prospectivo.
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Ecuación cúbica y cúbica-quinta no lineal de

Schrödinger

1.1. Ecuación no lineal de Schrödinger

La deducción de la ecuación no lineal de Schrödinger puede ser realizada por el método

de Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS), en honor a sus autores [27,28], la c-NLSE tam-

bién se puede obtener mediante el formalismo de Lax y admite varios tipos de soluciones,

entre ellas, las soluciones que consta de solitones correspondientes a valores discretos, es

decir, solución de N-solitones [23].

Comencemos por el siguiente problema, donde tenemos el siguiente sistema de ecua-

ciones de evolución temporal acopladas.

∂V1

∂x
+ iξV1 = q(x, t)V2, (1.3)

∂V2

∂x
− iξV2 = r(x, t)V1, (1.4)

donde q(x, t) y r(x, t) son los potenciales en los cuales se realiza la dispersión, eligiendo la

independencia del tiempo de los eigenfunciones V1 y V2

∂V1

∂t
= A(x, t, ξ)V1 +B(x, t, ξ)V2, (1.5)
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∂V2

∂t
= C(x, t, ξ)V1 − A(x, t, ξ)V2. (1.6)

Si derivamos la ecuación (1.4) respecto a t, obtenemos

∂

∂t

(
∂V2

∂x

)
= ∂r

∂t
V1 + r

∂V1

∂t
+ iξ

∂V2

∂t
, (1.7)

A su vez derivamos la ecuación (1.6) respecto a x

∂

∂x

(
∂V2

∂t

)
= V1

∂C

∂x
+ C

∂V1

∂x
− V2

∂A

∂x
− A

∂V2

∂x
. (1.8)

Si las derivadas parciales mixtas de segundo orden son continuas en un punto, entonces V

es una función C2 en ese punto, por tanto se cumple:

∂2V

∂x∂t
= ∂2V

∂t∂x
.

De esta manera se igualan las ecuaciones (1.7) y (1.8), es decir,

∂r

∂t
V1 + r

∂V1

∂t
+ iξ

∂V2

∂t
= V1

∂C

∂x
+ C

∂V1

∂x
− V2

∂A

∂x
− A

∂V2

∂x
, (1.9)

utilizando las ecuaciones (1.3-1.6) para simplificar, se tiene

∂r

∂t
V1+r(AV1+BV2)+iξ(CV1−AV2)=V1

∂C

∂x
+C(qV2−iξV1)−V2

∂A

∂x
−A(rV1+iξv2), (1.10)

separando los términos comunes de V1 y V2 se tiene

∂A

∂x
= qC − rB, (1.11)

∂C

∂x
− 2iξC = ∂r

∂t
+ 2rA. (1.12)

Asimismo se obtienen las derivadas de la ecuación (1.3) con respecto a t y la ecuación

(1.5) respecto a x y se igualan dando como resultado

∂q

∂t
− 2Aq = 2iξB + ∂B

∂x
, (1.13)

∂A

∂x
= qC − rB. (1.14)
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Por tanto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

∂A

∂x
= qC − rB,

∂B

∂x
+ 2iξB = ∂q

∂t
− 2Aq,

∂C

∂x
− 2iξC = ∂r

∂t
+ 2rA.

(1.15)

Realizamos expansiones finitas de A, B y C en términos del parámetro 2iξ para determinar

que tipo de ecuaciones se pueden resolver por el Método de Dispersión Inversa (Inverse

Scattering Method, ISM)

A = A0 + A1(2iξ) + A2(2iξ)2 + · · ·

B = B0 +B1(2iξ) +B2(2iξ)2 + · · ·

C = C0 + C1(2iξ) + C2(2iξ)2 + · · ·

(1.16)

Sustituimos las expansiones (1.16) en las ecuaciones (1.15) igualando los coeficientes

de los mismos exponentes de 2iξ, con lo cual se obtienen las siguientes ecuaciones

∂A2

∂x
= 0, B2 = 0, C2 = 0,

∂A1

∂x
= qC1 − rB1,

∂B2

∂x
+B1 = −2qA2,

∂C2

∂x
− C1 = 2rA2,

∂A0

∂x
= qC0 − rB0,

∂B1

∂x
+B0 = −2qA1,

∂C1

∂x
− C0 = 2rA1,

(1.17)

y las ecuaciones para los potenciales q(x, t) y r(x, t)

∂q

∂t
= ∂B0

∂x
+ 2qA0,

∂r

∂t
= ∂C0

∂x
− 2rA0,

(1.18)

resolviendo el sistemas de ecuaciones (1.17), se obtiene:

A0 = −2a2qr, B0 = 2a2
∂q

∂x
− 2qa1, C0 = −2a2

∂r

∂x
− 2ra1,

A1 = a1, B1 = −2qa2, C1 = −2ra2,

A2 = a2, B2 = 0, C2 = 0,

(1.19)
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donde a1 y a2 son unas constantes.

Al aplicar la jerarqúıa aceptada en el método AKNS, donde r = −q∗ se puede reducir

la NLSE

i
∂q

∂t
± 1

2
∂2q

∂x2 + |q|2q = 0, (1.20)

donde el signo (±) corresponde a dos tipos de la velocidad de grupo de dispersión: negativo

β < 0 (en la ecuación en signo +), o positivo β > 0 (en la ecuación el signo −); además

a1 y a2 son constantes puramente imaginarios, para lo cual se tomo en particular que

a1 = 0 y a2 = −i. La forma de la ecuación (1.20) aparece en la descripción de diversos

fenómenos f́ısicos, por ejemplo en los estudios de ondas de gravedad con pequeña amplitud

en la superficie de aguas profundas no viscosas [34], en la propagacion de haces de onda

difractadas en un plano en las regiones de enfoque de la ionosfera [35], entre otros [36].

Como se mencionó antes, las soluciones de la ecuación (1.20) están expresadas en térmi-

nos de solitones brillantes, grises, solitones de Peregrine, rogue wave, solitones oscuros, etc;

particularmente se ha mostrado interés en los solitones oscuros, el cual se han realizado

diversas técnicas para generarlos tal es el caso de la modulación eléctrica en un brazo de

interferómetro de Mach-Zehnder [37], una técnica de conversión no lineal de una señal

de ritmo de alta frecuencia en una fibra de dispersión decreciente [38] y muy reciente-

mente en la primera demostración experimental de solitones oscuros el cual se generan

mediante el autobloqueo por medio de la explotación de la absorción inversa del estado

excitado saturable de una fibra de ganancia, lo que logra un umbral de daño más alto [39],

etc [40, 41].
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1.2. Ecuación cúbica-quinta no lineal de Schrödinger

Otra forma ampliamente conocida y estudiada de la ecuación no lineal de Schrödinger

generalizada es la ecuación cúbica-quinta no lineal de Schrödinger, la cual surge inicial-

mente en el contexto de la óptica no lineal. Dicha ecuación aparece en el estudio del primer

efecto electroóptico, descubierto por el f́ısico escocés John Kerr (1821-1907) en 1875. Él

encontró que una sustancia transparente isótropa se vuelve birrefringente al colocarse en

un campo eléctrico E⃗. El medio adquiere las caracteŕısticas de un cristal uniáxico cuyo

eje óptico corresponde a la dirección del campo aplicado. Los dos ı́ndices, n|| y n⊥, están

asociados con las dos orientaciones del plano de vibración de la onda, esto es, paralela y

perpendicular al campo eléctrico aplicado, respectivamente. Su diferencia, ∆n, constituye

la birrefringerencia que equivale a:

∆n = λ0kE
2, (1.21)

donde k es la constante de Kerr. Se sabe que los solitones ópticos temporales en picosegun-

dos en fibras con no linealidad de Kerr se rigen por la ecuación no lineal de Schrödinger

integrable, que normalmente incluye la no linealidad χ(3) que corresponde al cambio de

ı́ndice de refracción dependiente de la intensidad. Aunque la no linealidad de la fibra es

pequeña, los efectos no lineales se acumulan a lo largo de largas distancias debido a la alta

intensidad de la onda de la luz sobre una pequeña sección transversal de la fibra, y los

efectos de autoacción generan solitones ópticos temporales.

Como se mencionó anteriormente, el estudio de los solitones fue restringido a la óptica, los

primeros solitones ópticos espaciales gobernados por la no linealidad de la ley no Kerr han

sido estudiados a detalles por G. Stegeman y co-autores [42–45] . Los términos no linea-
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les de enfoque(cúbica) y desenfoque(qúıntica) es la caracteŕıstica clave del modelo NLSE

cúbico-qúıntico y hace posible generar una estructura del solitón espacial estable, que es

inestable en el marco de enfoque ordinario del modelo de NLSE cúbica. Es bien sabido que

los solitones espaciales brillantes solo pueden existir para enfocar la no linealidad. En los

medios masivos de Kerr, su existencia requiere además un efecto de saturación para de-

tener el autoenfoque catastrófico. El desenfoque de la no linealidad conduce generalmente

a una ampliación mejorada del haz y no admite ninguna estructura localizada que no sea

vórtice y solitones oscuros, que requiere un haz de fondo.

Durante los últimos años se ha incrementado el número de art́ıculos dedicados a cons-

truir soluciones anaĺıticas exactas para la cq-NLSE; Jun-Rong, Lin y Hua-Mei usaron una

transformación tipo lente, donde obtienen soluciones de solitones brillantes y oscuras auto-

similares espaciales de la ecuación cúbica-quinta no lineal de Schrödinger con coeficientes

distribuidos y un potencial externo [46]; se utilizaron métodos anaĺıticos y numéricos pa-

ra probar la existencia, las interacciones y la estabilidad de los vórtices solitarios en la

ecuación cq-NLSE bidimensional [47]; en [48] se informaron soluciones anaĺıticas de ondas

solitarias suponiendo una solución ansatz bajo ciertas condiciones paramétricas. Diferentes

aplicaciones de las soluciones de solitón para la cq-NLSE se encuentran en [49]- [73].

Usemos un ansatz para encontrar soluciones de la ecuación cúbica-quinta no lineal de

Schrödinger en su forma:

iψt = −ψss+ µ+ λ

2 (1 − |ψ|2)(1 − |ψ|2)ψ − A(1 − |ψ|2
)
ψ, (1.22)

para ello se propone la siguiente transformación

ψ(s, t) = ei(ks−wt)ϕ(ζ), ζ = ks− wt. (1.23)
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Con esta transformación podemos dividir la ecuación compleja en dos ecuaciones diferen-

ciales reales

wϕ = k2ϕ− k2ϕζζ + µ+ λ

2 (1 − ϕ2)(1 − ϕ2)ϕ− A(1 − ϕ2)ϕ, (1.24a)

(2k2 − w)ϕζ = 0. (1.24b)

Notemos que de la ecuación (1.24b) si ϕζ es igual a cero entonces la solución de la ecuación

(1.22) es una onda plana, si por el contrario (2k2 −w) es igual a cero entonces la ecuación

(1.24a) adquiere la siguiente forma

k2ϕζζ = −k2ϕ
m

2 (1 − ϕ2)(1 − ϕ2)ϕ− A(1 − ϕ2)ϕ, (1.25)

con m = µ+ λ. Después de una integración de la ecuación (1.25) obtenemos

(ϕ)2 = c+ αϕ2 + βϕ4 + γϕ6, (1.26)

con

α = m

2k2 − A

k2 − 1, β = m

2k2 + A

2k2 , γ = m

6k2 . (1.27)

Bajo ciertas condiciones restrictivas aplicadas a la ecuación (1.26) se obtienen diversas

soluciones, entre ellas estan las de burbuja, de campana, soluciones triangulares periódicas,

etc. Haciendo x = ks, y = −2k2t para graficar las soluciones y tomando en cuenta el

trabajo de [74] se tienen los siguientes resultados:

1. Supongamos que c = 0 , m < 0 y 3A2 > m2 − (14A+ k2)m entonces

(a) Cuando m− 2A > 2k2 y m+A < 0 de la ecuación (1.26) se obtiene la solución de

solitón de campana para la ecuación (1.22)

ψ(ζ) =
 2αsech2

[√
α(ζ + ζ0)

]
2
√
β2 − 4αγ − (

√
β2 − 4αγ + β)sech2

[√
α(ζ + ζ0)

]
1/2

ei(ζ+ζ0),
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(a) Solución tipo solitón de campana

cuando α = 1 y M = 1.

(b) Solución singular con los mismos va-

lores de los parámetros α y M .

Figura 1.1: Soluciones para el caso 1(a).

tomando α = 1 y M =
√
β2 − 4αγ = 1, vemos la figura (1.1a).

Además, es posible tener la solución singular, es decir, la solución con valores infinitos en

cierta región de la variable independiente ζ que se representa en la figura (1.1b).

ψ(ζ) =
 2αcsch2

[
±

√
α(ζ + ζ0)

]
2
√
β2 − 4αγ + (

√
β2 − 4αγ + β)csch2

[
±

√
α(ζ + ζ0)

]
1/2

ei(ζ+ζ0),

(b) para m − 2A < 2k2 y m + A > 0 la ecuación (1.22) admite la llamada solución

periódica triangular

ψ(ζ) =
 −2α sec2

[√
−α(ζ + ζ0)

]
2
√
β2 − 4αγ − (

√
β2 − 4αγ + β) sec2

[√
−α(ζ + ζ0)

]
1/2

ei(ζ+ζ0),

y la solución periódica triangular singular tiene la forma

ψ(ζ) =
 2α csc2

[
±

√
−α(ζ + ζ0)

]
2
√
β2 − 4αγ − (

√
β2 − 4αγ + β) csc2

[
±

√
−α(ζ + ζ0)

]
1/2

ei(ζ+ζ0).

Tomando α = −1, β > 0 y la raiz cuadrada M = 1 vemos la solución regular para la

ecuación (1.26) representada en la figura (1.2a) y un bosquejo de su contraparte singular

presentada en la figura (1.2b).
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(a) Solución regular periódica triangu-

lar. El valor de los parámetros usados es

α = −1 y β > 0.

(b) Solución singular periódica triangu-

lar. Se han utilizado los mismos valores

de los parámetros α y β.

Figura 1.2: Soluciones para el caso 1(b).

2. Supongamos que los parámetros sastifacen las siguientes relaciones

c = 8
27

[
m(m− 4A) + 4A2 + 4k2

2k2(m+ A) − 4A− 2m
m+ A

]
,

y

A1,2 =
−11m±

√
m[133m− 96k2]

6 ,

luego, se obtienen los siguientes casos

(a) Cuando m − 2A < 2k2 y m + A > 0, la ecuación (1.26) admite una solucion tipo

burbuja y posteriormente la solución de la ecuación (1.22) es

ψ(ζ) =
−

8α tanh2[±
√

−α
3 (ζ + ζ0)]

3β(3 + tanh2[±
√

−α
3 (ζ + ζ0)])

1/2

ei(ζ+ζ0).

Aśı para su contraparte singular se tiene

ψ(ζ) =
−

8α coth2[±
√

−α
3 (ζ + ζ0)]

3β(3 + coth2[±
√

−α
3 (ζ + ζ0)])

1/2

ei(ζ+ζ0),

eligiendo α = −1 y β = 1 vemos el solitón burbuja presentado en la figura (1.3a) y el

esquema de la solución singular en la figura (1.3b).
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(a) Perfil de solitón burbuja con α = −1

y β = 0.

(b) Solución singular con los mismo va-

lores de los parámetros.

Figura 1.3: Soluciones para el caso 2(a).

(b) Cuando m− 2A > 2k2 y m+A < 0 usando la ecuación (1.22) se obtiene de nuevo

la solución periódica triangular que da como solución de la ecuación (1.22)

ψ(ζ) =
 8α tan2[±

√
α
3 (ζ + ζ0)]

3β(3 − tan2[±
√

α
3 (ζ + ζ0)])

1/2

ei(ζ+ζ0),

y para su contraparte singular obtenemos

ψ(ζ) =
 8α cot2[±

√
α
3 (ζ + ζ0)]

3β(3 − cot2[±
√

α
3 (ζ + ζ0)])

1/2

ei(ζ+ζ0).

Las gráficas que representan estas soluciones son muy similares a las obtenidas para el

caso 1(b) y representadas en las figuras (1.2a) y (1.2b).

3. Supongamos que c = 0 y

A1,2 =
−11m±

√
m[133(λ+ µ) − 96k2]

6 ,

cuando m− 2A > 2k2 y m+ A < 0, la solución de la ecuación (1.22) toma la forma

ψ(ζ) =
− α

β
(1 + tanh[±

√
α(ζ + ζ0)])

1/2

ei(ζ+ζ0), (1.28)

y análogamente para la solución singular se obtiene

ψ(ζ) =
− α

β
(1 + coth[

√
α(ζ + ζ0)])

1/2

ei(ζ+ζ0). (1.29)
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(a) Solución de solitón Kink con el valor

de los parámetros α = 1 y β = −1.

(b) Solución singular para la contraparte

de solitón Kink.

Figura 1.4: Soluciones para el caso 3.

Eligiendo el valor de las parámetros como α = 1 y β = −1, observamos el perfil de

una solución de solitón kink representada en la figura (1.4a) y el perfil de su contraparte

singular en la figura (1.4b).

1.3. Soluciones de cuasi-solitones brillantes para la cq-NLSE

Adicionalmente, podemos obtener diferentes soluciones de la ecuación cúbica-quinta

no lineal de Schrödinger por el método regular [14] para obtener diferentes soluciones para

el modelo de la ecuación no lineal de Schrödinger con no linealidades φ3-φ5

i
∂φ

∂t
± ∂2φ

∂x2 + |φ|2φ− α|φ|4φ = 0, (1.30)

la ecuación (1.30) está escrito en unidades de solitón estándar.

Para encontrar la solución estacionaria se introduce el siguiente ansatz para la función de

onda

φ(x) = q1/2(x, t)eiσ(x,t), (1.31)

con q(x, t) y σ(x, t) funciones reales. Se usa las siguientes condiciones de frontera
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q = |φ|2 = qs; ∂q
∂x

∣∣∣∣
q=q0

= 0, es decir, qs es un extremo de |φ|2.

q = |φ|2 = q0 a x = ±∞,
(

∂nq
∂xn

)
q=q0

= 0, n = 1, 2, ... es decir q0 es el valor asintótico

de |φ|2.

q0 = 0 para soluciones brillantes, q0 ̸= 0 para soluciones grises y oscuros.

Obtenemos las derivadas de la ecuación (1.31)

∂φ

∂t
= 1

2q
−1/2∂q

∂t
eiσ + iq1/2∂σ

∂t
eiσ, (1.32)

∂2φ

∂x2 = 1
2q

−1/2qxxe
iσ − 1

4q
−3/2q2

xe
iσ + iq−1/2qxσxe

iσ + iq1/2σxxe
iσ − q1/2σ2

xe
iσ, (1.33)

sustituyendo estas derivadas en la ecuación (1.30) se obtiene

iqt

2q1/2 −σtq
1/2 ± iσxqx

2q1/2 ∓ σ2
xq

1/2

2 ± qxx

4q1/2 ∓ q2
x

8q3/2 ± iσxxq
1/2 + |φ|2q1/2 −α|φ|4q1/2 = 0, (1.34)

utilizando la condición de frontera |φ|2 = qs = q y a la vez multiplicando por q1/2 en

ambos lados de la igualdad

iqt

2 − σtq ± iσxqx

2 ∓ qσ2
x

2 ± qxx

4 ∓ q2
x

8q ± iσxxq

2 + q2 − αq3 = 0. (1.35)

Separando en parte real e imaginaria

∂q

∂t
± ∂

∂x

(
∂σ

∂x

)
(1.36)

y

−σtq ∓ qσ2
x

2 ± qxx

4 ∓ q2
x

8q + q2 − αq3 = 0,

± 1
4q

(
∂2q

∂x2

)
∓ 1

8q2

(
∂q

∂x

)2
+ q − αq2 = ∂σ

∂t
± 1

2

(
∂σ

∂x

)2
,

⇒ ± d

dq

1
q

(
∂q

∂x

)2
± 4q2 ∓ 8

3αq
3

 = ∂σ

∂t
± 1

2

(
∂σ

∂x

)2
. (1.37)
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Considerando las soluciones estacionarias ∂q/∂t = 0. Haciendo la integración necesaria

se obtiene la expresión para la fase

σ(x, t) =
∫ C1

q(x, t)dx+ Ωt, (1.38)

y la ecuación diferencial ordinaria para la amplitud q(x) es

(
dq

dx

)2
= ±8

3αq
4 ∓ 4q3 ± 8Ωq2 ± C2q − 4C2

1 , (1.39)

donde Ω, C1, C2 son constantes de integración.

Las soluciones estacionarias localizadas para solitones brillantes se siguen directamente

de la ecuación (1.39) y se asume que C1 = 0 y C2 = 0. De acuerdo con las condiciones de

frontera, la solución exacta para el solitón brillante es dada por:

(
dq

dx

)2
= ±8

3αq
4 ∓ 4q3 ± 8Ωq2,

dq

dx
=
√

4q2
(2

3αq
2 − q + 2Ω

)
,

⇒
∫
dx =

∫ dq

2q
√

2
3αq

2 − q + 2Ω
,

despues de integrar las ecuaciones anteriores se obtiene

q(x) = 4Ω
1 +

√
1 − 16

3 αΩcsch(2x
√

2Ω)
, (1.40)

donde

Ω > 0 y αΩ <
3
16

y 2Ω = q̃s es un extremo de la solución de solitón para la NLSE cúbica.

Finalmente, para la función de onda φ(x, t) se tiene

φ(x) = q1/2(x, t)eiσ(x,t),
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⇒ φ(x, t) =
√

4ΩeiΩt[√
1 − 16

3 αΩcsch(2x
√

2Ω) + 1
]1/2

⇒ φ(x, t) =
√

2q̃se
iq̃st/2[

1 +
√

1 − 8
3αq̃scsch(2x

√
q̃s)
]1/2 (1.41)

1.4. Soluciones de cuasi-solitón grises y oscuros para la cq-NLSE.

Consideremos la solución localizada estacionaria para la ecuación (1.30) de la siguiente

forma (
dq

dx

)2
= (q0 − q)2(q − qs)

(
− 8

3αq +B
)
, (1.42)

teniendo en cuenta las condiciones de frontera para solitones grises y oscuros. Asu-

miendo ahora que qs ̸= 0, C1 ̸= 0 y C2 ̸= 0 e igualando la ecuación (1.39) con la ecuación

(1.42) se tiene

− 8
3αq

4 + 4q3 − 8Ωq2 −C2q− 4C2
1 =

(
q2

0 − 2q0q+ q2
)(
qB− 8

3αq
2 − qsB+ 8

3αqqs

)
, (1.43)

separando los términos comunes de q3, q2, q, q0 se obtiene

B = 4
(

1 − 2
3αqs − 4

3αq0

)
, (1.44)

Ω = q0 + qs

2 − α
(
q2

0 + 2
3q0qs + 1

3q
2
s

)
, (1.45)

C1 = q0

√
qs

(
1 − 2

3αqs − 4
3αq0

)
. (1.46)

Se resolverá la ecuación (1.42), considerando el cambio de variable de la siguiente forma

η = q0 − q; ⇒ q − qs = q0 − qs − η śı R = q0 − qs

dη

dx
= −dq

dx
; ⇒ q − qs = R − η

por lo tanto dη
dx

2

= η2(R − η)
(
B − 8

3α(q0 − η)
)
, (1.47)
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tomando la definición de B se obtiene
dη
dx

2

= η2(R − η)
(

− 8
3αq0 + 8

3αη + 4 − 8
3αqs − 16

3 αq0
)
,

→

dη
dx

2

= 4η2
[
R − η + 2

3αη(R − η) − 2
3αqs(R − η) − 2αq0(R − η)

]
,

→

dη
dx

2

= 4η2
[

− 2
3αη

2 + η
(8

3αq0 − 1
)

− 2αq0R − 2
3αqsR +R

]
,

∴ dx = dη

2η
√

−2
3αη

2 −
(

1 − 8
3αq0

)
η +R(1 − 2αq0 − 2

3αqs)
,

después de integrar se obtiene

2x = 1√
R − 2αq0R − 2

3αqsR
arccosh

 2R(1 − 2αq0 − 2
3αqs) + η(8

3αq0 − 1)

η

√
(8

3αq0 − 1)2 − 4
[
R(1 − 2αq0 − 2

3αqs)
]
(−2

3α)

 ,

cosh
2x

√
R − 2αq0R − 2

3αqsR

 =
2R(1 − 2αq0 − 2

3αqs) + η(8
3αq0 − 1)

η
(

1 − 4
3αq0 − 4

3αqs

) ,

∴ η =
2R(1 − 2q0 − 2

3αqs)(
1 − 4

3α(q0 + qs)
)

cosh(2x
√
R − 2αq0R − 2

3αqsR) − (8
3αq0 − 1)

,

si volvemos a las varibles originales y se considera ζ = 1 − 2αq0 − 2
3αqs y Ω2 = Rζ

⇒ q(x) = q0 − 2Ω2(
1 − 4

3α(q0 + qs)
)

cosh(2Ωx) − (8
3αq0 − 1)

,

q(x) =
q0

[
(1 − 4

3α(q0 + qs)) cosh(2Ωx) + 1 − 8
3αq0

]
− 2Ω2

1 − 8
3αq0 +

(
1 − 4

3α(q0 + qs)
)

cosh(2Ωx)
,
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usando propiedades trigonométricas hiperbólicas, se obtiene

q(x) =
q0

[
2 cosh2(Ωx) − 8

3α(q0 + qs) cosh2(Ωx) − 4
3αR

]
− 2Ω2

2 cosh2(Ωx) − 8
3α(q0 + qs) cosh2(Ωx) − 4

3αR
,

q(x) =
q0

(
(ζ + 2

3αR) cosh2(Ωx) − 2
3αR

)
− Ω2

(ζ + 2
3αR) cosh2(Ωx) − 2

3αRζ
,

q(x) =
q0

(
(ζ2 + 2

3αRζ) cosh2(Ωx) − 2
3αRζ

)
−Rζ2

(ζ2 + 2
3αRζ) cosh2(Ωx) − 2

3αΩ2 , (1.48)

q(x) =
q0(ζ2 + 2

3αΩ2) senh2(Ωx) + q0ζ
2 −Rζ2

(ζ2 + 2
3αRζ) cosh2(Ωx) − 2

3αΩ2 ,

por lo tanto se obtiene

q(x) =
q0(ζ2 + 2

3αΩ2) senh2(Ωx) + qsζ
2

(ζ2 + 2
3αΩ2) cosh2(Ωx) − 2

3αΩ2 . (1.49)

Para obtener la expresión para la fase de solitón gris, se sustituye la ecuación (1.48)

en la ecuación (1.38), esto es

σ(x, t) =
∫ C1

q0

(
(ζ2+ 2

3 αRζ) cosh2(Ωx)− 2
3 αRζ

)
−Rζ2

(ζ2+ 2
3 αRζ) cosh2(Ωx)− 2

3 αΩ2

dx+ Ωt,

σ(x, t) = C1

∫ [
(ζ2 + 2

3αRζ) cosh2(Ωx) − 2
3αΩ2

]
+Rζ2 −Rζ2

q0

(
(ζ2 + 2

3αRζ) cosh2(Ωx) − 2
3αRζ

)
−Rζ2

dx+ Ωt,

σ(x, t) =
∫ √

qs(1 − 4
3αq0 − 2

3αqs)dx

+ C1

∫ Rζ2

q0

(
(ζ2 + 2

3αRζ) cosh2(Ωx) − 2
3αRζ

)
−Rζ2

+ Ωt,
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después de integrar se obtiene

σ(x, t) = x

√
qs(ζ + 2

3αq0) + Ωt+ C1Rζ
2

Ω · · ·

·

 1√
(q0ζ2−Rζ2)

(
q0(ζ2+ 2

3αΩ2)
)

−q0ζ2−Rζ2

arctan


√√√√q0(ζ2+ 2

3αΩ)
q0ζ2−Rζ2 −1 tanh(Ωx)


 ,

σ(x, t) = x

√
qs(ζ + 2

3αq0) + Ωt+

+ C1Rζ
2

Ω

 1√
qsζ2(2

3αΩ2q0 −Rζ2)
arctan


√√√√R(ζ + 2

3αq0)
qsζ

tanh(Ωx)


 ,

por lo tanto

σ(x, t) = x

√
qs(ζ + 2

3αq0) + arctan


√√√√R(ζ + 2

3αq0)
qsζ

tanh(Ωx)

+ (1.50)

+
[
q0 + qs

2 − α(q2
0 + 2

3q0qs + q2
s

3 )
]
t.

Se puede observar que la fase del solitón gris es dependiente del tiempo y de la coordenada,

es decir, los solitones grises son topológicos.

Consideremos ahora el caso de la solución de solitones oscuros cuando qs = 0 y por

tanto C1 ̸= 0. De la ecuación (1.49) vemos que

q(x)=
q0
[
(1−2αq0− 2

3αqs)2+ 2
3α(q0−qs)(1−2αq0− 2

3αqs)
]
sinh2(Ωx)[

(1−2αq0− 2
3αqs)2+ 2

3α(q0−qs)(1−2αq0− 2
3αqs)

]
cosh2(Ωx)− 2

3α(q0−qs)(1−2αq0− 2
3αqs)

,

q(x)=
q0
[
(1 − 2αq0)(1 − 4

3αq0) sinh2(Ωx)
]

[
(1 − 2αq0)(1 − 4

3αq0) cosh2(Ωx)
]

− 2
3αq0(1 − 2αq0)

,

por lo tanto una solución estacionaria localizada que corresponde a un solitón oscuro

es de la siguiente forma

q(x) =
q0(1 − 4

3αq0) sinh2(Ωx)
(1 − 4

3αq0) cosh2(Ωx) − 2
3αq0

. (1.51)
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y de la ecuación (1.50) se puede ver facilmente que la expresión para la fase es de la

siguiente forma

σ(x, t) = (q0 − αq2
0)t. (1.52)

La solución más general para solitones grises y oscuros es usando la transformación de

Galileo y utilizando una nueva variable ξ = x− vt

q(ξ) =
q0

(
ζ2 + 2

3αΩ2
)

sinh2(ξΩ) + qsζ
2(

ζ2 + 2
3αΩ2

)
cosh2(ξΩ) − 2

3αΩ2
, (1.53)

σ(ξ) =
[
v +

√
qs(ζ2 + 2

3αq0)
]
x− v2t

2 +
[
q0 + qs

2 − α(q2
0 + 2qsq0

3 + q2
s

3 )
]
t

+ arctan


√√√√R(ζ + 2

3αq0)
qsζ

tanh(Ωξ)

 . (1.54)

Estas son las soluciones de cuasi-solitones grises y oscuros para la cq-NLSE mediante un

anzats de tranformación; no es posible obtener estas soluciones en la teoŕıa de perturbación

ya que los cuasi-solitones inducidos son efectos combinados de la distribución de dispersión

de la velocidad de grupo(GVD)y la distribución de la no linealidad de orden superior.
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Análisis perturbativo para solitones oscuros

2.1. Aproximación adiabática

La aproximación adiabática fue desarrollada inicialmente en los años setenta en traba-

jos de Karpman y Maslov [24,25] en donde presentaron uno de los enfoques más universales

para hallar soluciones tipo solitones para sistemas no lineales perturbados. La idea original

era considerar interacciones entre solitones como una deformación lenta de los parámetros

del solitón, se basaron en la teoŕıa de dispersión inversa en donde encontraron la depen-

dencia temporal de los parámetros de la ecuación

u(x, t) = η(t)sech
(
η(t)[x− q(t)]

)
exp[iφ(t) − iδ(t)x], (2.1)

que es solución de la ecuación no lineal de Schrödinger perturbada. De la teoŕıa de disper-

sión inversa se toma

L̂ = iP
∂

∂x
+Q(x), hgÂ = MD̂ + Ĉ(u), (2.2)

donde L̂(u) y Â(u) son operadores lineales que dependen de u(x, t) y actúan en el espacio

funcional ψ, ahora sustituimos la ecuacion (2.2) en el problema de valores propios del

operador L̂, que es la ecuación:

L̂ψ(x, t) = λ(t)ψ(x, t), (2.3)
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se encuentra las funciones y los coeficientes de Jost:

f(x, λ) = exp(iλz/2ν + iλt)
λ− u+ iν



νsech(z) exp[−iuz/ν − iδ]

λ− u+ iν tanh(z)


, (2.4)

g(x, λ) = a(λ)f̄(x, λ), a(λ) = (λ− u− iν)/(λ− u+ iν), b(λ) = 0. (2.5)

El espectro discreto consiste en un único valor propio:

λ = ξ ≡ u+ iν, (2.6)

se puede verificar que las funciones f(x, λ) y g(x, λ) para λ = ζ son proporcionales entre

śı: g(x, ζ) = ρf(x, ζ),

ρ = i exp(iδ − 2iζξ),

considerando z = η(t)[x− q(t)] se obtiene

dη

dt
= 1
η
Re

∞∫
−∞

ε(u)u∗(z)dz, (2.7)

dδ

dt
= −1

η
Im

∞∫
−∞

ε(u) tanh(z)u∗(z)dz, (2.8)

dq

dt
= −δ + 1

η3Re

∞∫
−∞

ε(u)zu∗(z)dz, (2.9)

dφ

dt
= 1
η2 Im

∞∫
−∞

ε(u)[1 − z tanh(z)]u∗(z)dz + 1
2(η2 − δ2) + q

dδ

dt
, (2.10)

las ecuaciones (2.7) a (2.10) nos dice que, dependiendo de la forma funcional de las per-

turbaciones, las caracteŕısticas de las coordenadas colectivas del perfil del solitón no per-
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turbado Ec. (2.1) se pueden perder, como por ejemplo la invariancia del corrimiento de

frecuencias δ, de la amplitud η y del ancho.

Si bien, la aproximación adiabática ha sentado las bases de diferentes métodos pertu-

bativos, incluidos los mencionados anteriormente. Esta aproximación no resulta adecuada

cuando se estudia la evolución de solitones oscuros cuando se encuentran presentes térmi-

nos perturbativos. Lo anterior debido a que ningun método basado en las ideas de Karpman

y Maslow puede determinar de manera exacta la evolución de todos los paramétros bási-

cos que caracterizan al solitón simultáneamente (anchura, velocidad, fase) y sus cantidades

conservadas. Sin embargo para lidiar con el problema anterior, Ablowitz et al. propusieron

un análisis directo para estudiar la evolución de estas estructuras [75].

2.2. Aproximación directa a la perturbación de solitones oscuros

Para analizar la evolución de solitones oscuros consideraremos el método directo pro-

puesto por Ablowitz et al. mencionado con anterioridad [75].

Consideremos la ecuación NLS adimensional con dispersión normal

iUz − 1
2Utt + |U |2U = ϵF [U ], (2.11)

donde ϵ ≪ 1. Además, supondremos un valor ĺımite que no se desvanece en el infinito, es

decir, |U | ↛ 0 cuando t −→ ±∞. El efecto que tiene la perturbación sobre el compor-

tamiento de la solución en el infinito es independiente de cualquier fenómeno local, como

pulsos que no decaen en el infinito, es decir, los solitones oscuros.

Estos solitones oscuros son ondas que se propagan constantemente a lo largo de un fondo

de onda continua que soporta la intensidad de la luz constante y los solitones oscuros
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reducen la intensidad de la luz durante la transmisión; el caso más extremo en la familia

de solitones oscuros en el llamado solitón negro, este, en la intensidad de la luz cae a cero

y la onda se localiza espacialmente con velocidad cero.

Veamos como evoluciona un solitón oscuro bajo perturbación, para ello y simplificar

cálculos, sacamos la evolución rápida de la fase de fondo U = uei[
∫ z

0 u∞(s)2ds], entonces

Uz = uze
i[
∫ z

0 u∞(s)2ds] + iuu2
∞e

i[
∫ z

0 u∞(s)2ds],

Utt = utte
i[
∫ z

0 u∞(s)2ds],

|U |2U = |u|2uei[
∫ z

0 u∞(s)2ds],

sustituyendo en la ecuación (2.11), se tiene

iuze
i[
∫ z

0 u∞(s)2ds] − uu2
∞e

i[
∫ z

0 u∞(s)2ds] − 1
2utte

i[
∫ z

0 u∞(s)2ds] + |u|2uei[
∫ z

0 u∞(s)2ds] = ϵF [u],

por lo tanto la ecuación (2.11) se convierte en

iuz − 1
2utt + (|u|2 − u2

∞)u = ϵF [u], (2.12)

la solución de solitón oscuro para la ecuación no perturbada es dada por

us(t, z) =
(
A+ iB tanh[B(t− Az − t0)]

)
eiσ0 , (2.13)

donde los parámetros centrales del solitón A,B, t0, σ0 son todos reales, la magnitud del

fondo (A2 +B2)1/2 = u∞ y la diferencia de fase a trávez del solitón es 2 tan−1(B/A), A ̸= 0.

Cuando A = 0, la ecuación (2.13) describe un solitón negro, el cual tiene una diferencia

de fase de π.
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2.2.1. Correción de primer orden

Se escribe la solución en términos de la amplitud y la fase u = qeiϕ, donde q y ϕ son

ambas funciones reales de z y t, al derivar se obtiene

uz = eiϕ(qz + iqϕz)

utt = eiϕ(qtt + 2iqtϕt + iqϕtt − qϕ2
t ) (2.14)

u|u|2 = eiϕq|q|2

asi la ecuación (2.12) se convierte

iqz − ϕzq − 1
2

(
qtt + 2iϕtqt + q{iϕtt − ϕ2

t }
)

+
(

|q|2 − u2
∞

)
q = ϵF [u]. (2.15)

Se emplea el método de multi-escalas introduciendo una variable de escala lenta Z = ϵz

con los parámetros A, B, t0, σ0 siendo funciones de Z y expandir a q y ϕ como series en

ϵ: q(Z, z, t) = q0 + ϵq1 +O(ϵ2) y ϕ(Z, z, t) = ϕ0 + ϵϕ1 +O(ϵ2), se tiene en O(1)

iq0z − ϕ0zq0 − 1
2

(
q0tt + 2iϕ0tq0t + q0{iϕ0tt − ϕ2

0t}
)

+
(

|q0|2 − u2
∞

)
q0 = 0,

separando en parte real e imaginaria se obtiene

q0z = 1
2

(
2ϕ0tq0t + q0ϕ0tt

)
, (2.16a)

ϕ0zq0 = −1
2

(
q0tt − ϕ2

0tq0

)
+
(

|q0|2 − u2
∞

)
q0, (2.16b)

con la solución general de solitón oscuro

q0 =
(
A(Z)2 +B(Z)2 tanh2(x)

)1/2
, (2.17a)

ϕ0 = tan−1

B(Z)
A(Z) tanh(x)

+ σ0(Z), (2.17b)
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donde x = B

t−
∫ z

0 A(ϵs)ds− t0(Z)
. Para un solitón negro, la forma de solución (2.17)

se toma como

q0(Z, z, t) = u∞ tanh
[
u∞(t− t0(Z))

]
(2.18a)

ϕ0(Z, z, t) = σ0(Z), (2.18b)

donde notamos que esta representación se permite que q0 sea negativo. Para O(ϵ), se tiene

que de la ecuación (2.15)

iq0z + iq1z − ϕ0zq0 − ϕ0zq1 − ϕ1tq0 + 3q2
0q1

−1
2

(
q1tt + 2iϕ0tq1t + 2iϕ1tq0t + iq0ϕ1tt + iq1ϕ0tt − q0ϕ

2
0t − q1ϕ

2
0t − q0ϕ1t

)
− u2

∞q1 = ϵF [u],

separando en parte real e imaginaria se obtiene

q1z = 1
2

[
2(ϕ0tq1t + q0tϕ1t) + q0ϕ1tt + q1ϕ0tt

]
+ Im[F ] − q0z (2.19a)

ϕ1zq0 = −q1ϕ0z + 1
2

[
q1tt − (2ϕ0tϕ1t)q0 − ϕ2

0tq1

]
+ 3q2

0q1 − u2
∞q1 +Re[F ] − ϕ0zq0. (2.19b)

Considere la perturbación el cual corresponde a un filtro disipativo lineal, es decir, aquel

filtro que se aplica a un operador lineal a una señal variable con el tiempo y que se usan

para el procesamiento de señales.

F [u] = iγutt, γ > 0, (2.20)

y para ser concretos en el orden de avance, se asume un pulso negro, es decir, u∞(Z) = cte.

Esto deja en términos de evolución lenta

q0z = −t0zq0t ϕ0z = σ0z. (2.21)

Si se busca una solución estacionaria, q1z = ϕ1z = 0, y observar que ϕ0t = ϕ0tt = 0,
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entonces las ecuaciones (2.19) se reduce a

0 = 1
2

[
2(q0tϕ1t + q0ϕ1tt

]
+ Im[F ] + t0zq0t (2.22a)

0 = −1
2q1tt + 3q2

0q1 − u2
∞q1 +Re[F ] − σ0zq0, (2.22b)

donde Im[F ] = γq0tt y Re[F ] = 0. Por lo tanto, las ecuaciones se desacoplan en 2 ecua-

ciones diferenciales lineales de 2do orden y se encuentran las soluciones exactas

q1 = σ0z

4u∞

[
sinh(2u∞{t− t0}) + 2u∞(t− t0)

]
sech2

(
u∞(t− t0)

)
(2.23a)

ϕ1 = 4
3γln

[
cosh(u∞(t− t0))

]
− t0z(t− t0), (2.23b)

donde se han elegido los parámetros libres para eliminar el crecimiento exponencial y man-

tener la propiedad antisimétrica de q y ϕ, respectivamente. Observando el comportamiento

asintótico cuando t −→ ±∞, se tiene que

ϕ±
1t = ±4

3γu∞ − t0z y q±
1 = ± σ0z

2u∞
, (2.24)

donde el supeŕındice ±, indica el valor de la funcion t −→ ±∞

2.2.2. La capa ĺımite

Observemos que q1 ↛ 0 y ϕ1 ↛ 0 cuando t −→ ±∞. Como un resultado, la solución

de orden ϵu ≈ (q0 + ϵq1)ei(ϕ0+ϵϕ1) no coincide con las condiciones de contorno en el infinito.

Por tanto, el problema ahora se divide en dos regiones: la región que coincide con el

comportamiento de la condición de contorno que no decae impuesta en el infinito que no se

ve afectada por el solitón y la región en la cual los términos de corrección O(ϵ) son válidos y

la solución es quasi-estacionaria. Se introduce una capa ĺımite en la que hay una transición

del valor distinto de cero en el término de perturbación a las condiciones de contorno en el
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infinito. Tener en cuenta que en esta sección se considera el caso más general cuando u∞

es una función de Z = ϵz. Se encuentra que el comportamiento de esta capa ĺımite, donde

se emparejan las regiones. Para esto, volvemos a la ecuación (2.11) y se busca una solución

perturbada alrededor de la solución en el infinito, es decir, u ≈ (u∞ + ϵω)ei(ϕ±+ϵω), donde

ω y θ son funciones reales de z y t, asi la ecuación se satisface automáticamente en O(1)

y se tiene en O(ϵ)

− θzu∞ + iωz − 1
2

[
iu∞θtt + ωtt

]
+ 2u2

∞ω = F [u∞ + ϵω] −
(
i
du∞

dz
− u∞

dϕ±

dz

)
, (2.25)

el lado derecho es en realidad un término de orden superior por lo que puede eliminarse

sin ninguna dificultad, entonces, al orden principal, la capa ĺımite es independiente de la

perturbación. Dividiendo la ecuación (2.25) en la parte real e imaginaria

θzu∞ = 2u2
∞ω − 1

2ωtt y ωz = 1
2u∞ωtt. (2.26)

Empleando las condiciones de compatibilidad ωzzt = ωtzz y θzzt = θtzz, derivando las

ecuaciones (2.26) se obtiene

θzzu∞ = 2u2
∞ωz − 1

2ωttz y ωzz = 1
2u∞ωttz,

→ θzzu∞ = 2u2
∞(1

2u∞θtt) − 1
2
∂2

∂t2
(1
2u∞θtt) y ωzz = 1

2u∞
∂2

∂t2
(2u∞ω − 1

2
wtt

u∞
),

⇒ θzz = u2
∞θtt − 1

4u∞θtttt y ωzz = u2
∞ωtt − 1

4wtttt, (2.27)

que es la misma ecuación para ambas funciones aunque necesita una solución diferente para

cada una. Esto se debe a las condiciones de contorno para hacer coincidir correctamente

la región interna con la región externa. En el lado izquierdo del estante, se hace coincidir

el estante quasi-estacionario distinto de cero con el estado de equilibrio en el infinito; las

condiciones de contorno son
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ω(−∞) = 0, ω(∞) = q−
1 , θ(−∞) = 0, θt(∞) = ϕ−

1t. (2.28)

En el lado derecho del estante las condiciones de contorno son

ω(−∞) = q+
1 , ω(∞) = 0, θt(−∞) = ϕ+

1t, θ(∞) = 0. (2.29)

Si hacemos ω = e
i

(
kt+ 1

ϵ

∫ z

0 ω(s,k)ds

)
, entonces la relación de dispersión para las ecuaciones

(2.27)

ω2 = u2
∞(z)k2 + 1

4k
4. (2.30)

Para ondas largas (k ≪ 1), tenemos aproximadamente ω(Z, k) ≈ ±u∞(z)k o ω =

e
i

(
kt± 1

ϵ

∫ Z

0 u∞(Z)

)
. Por tanto, vemos que las soluciones de onda larga se mueven con velo-

cidad instantánea V (z) = ±u∞(z).

Con esto, se buscan soluciones a las ecuaciones (2.27) en un marco de referencia movil:

x = t−
∫ z

0 V dz, ζ = z y V = ±u∞

ωζζ = 2V ωζx − 1
4ωxxxx.

θζζ = 2V θζx − 1
4θxxxx. (2.31)

Supongamos que las derivadas con respecto a x son pequeñas, es decir, ondas largas, Se

busca un equilibrio óptimo en las ecuaciones (2.31), tomamos

∂ζζ ≪ ∂ζx ∼ ∂xxxx ≪ 1.

Con lo cual tenemos

0 = 2V ωζx − 1
4ωxxxx,

0 = 2V θζx − 1
4θxxxx. (2.32)
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Ahora hay dos soluciones similares que encontramos para satisfacer las condiciones de

contorno (2.28) y ( 2.29) a partir de la coincidencia derivada de las dos regiones. Esto

se hace usando el cambio de variable ξ = x/ζ1/3 para reducir las ecuaciones (2.31) a

ecuaciones tipo Airy. Las soluciones son expresadas en términos de las integrales de las

funciones de Airy

ω(x) = c1

∫ ax/ζ1/3

−∞
Ai(s)ds, (2.33)

donde a = −2
(

V
3

)1/3
. Observar que el signo de a depende del signo de la velocidad V , de

modo que la forma de ω es válido en ambos ĺımites. Para el ĺımite de la izquierda c1 = q−
1

y para el ĺımite de la derecha c1 = q+
1 .

θ(ζ, x) = c2

∫ x

±∞

∫ ax̃/ζ1/3

−∞
Ai(s)dsdx̃, (2.34)

donde el ĺımite inferior de la primera integral es −∞ es para el ĺımite izquierdo y +∞ es

para el ĺımite derecho. Para el ĺımite izquierdo se tiene que c2 = ϕ−
1t y para el ĺımite derecho

c2 = ϕ+
1t. Un punto importante es que para el caso de un solitón negro hay dos capas ĺımites

que se alejan de la solución del solitón con velocidad u∞ generando un estante.

2.2.3. Leyes de conservación perturbadas

Aún queda por resolver los parámetros de evolución lenta σ0(Z) y t0(Z) para el solitón

negro. Esto se puede hacer derivando las ecuaciones para el crecimiento del estante a

partir de las leyes de conservación perturbadas asociadas con la ecuación NLS a partir de

la solución de orden principal y la información asintótica sobre la solución perturbada. El

estante esta asociado con los parámetros asintóticos q±
1 y ϕ±

1t que a su vez se expresan en

términos de σ0z y t0z.

Se usa el Hamiltoniano H, la enerǵıa E, el momento I y el centro de la enerǵıa R que
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están definidas como

H =
∫ ∞

−∞

[
1
2

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 + 1

2(u2
∞ − |u|2)2

]
dt, (2.35)

E =
∫ ∞

−∞

[
u2

∞ − |u|2
]
dt, (2.36)

I =
∫ ∞

−∞
Im

[
uu∗

t

]
dt, (2.37)

R =
∫ ∞

−∞
t
[
u2

∞ − |u|2
]
dt, (2.38)

donde u∗ denota el complejo conjugado.

Tenga en cuenta que dado que la enerǵıa total estándar seria infinita, se define la

enerǵıa de un pulso oscuro como la diferencia de la enerǵıa total y la enerǵıa de una onda

continua de magnitud correspondiente. Para la ecuación NLS sin perturbar, las primeras

tres integrales son cantidades conservadas, mientras que la ultima se puede escribir en

términos del momento, es decir, dR/dz = −I

Las ecuaciones de evolución para estas integrales son

dH

dz
= ϵ

(
E
d

dZ
u2

∞ + 2Re
∫ ∞

−∞
F [u]u∗

zdt

)
, (2.39)

dE

dz
= 2ϵIm

∫ ∞

−∞

(
F [u∞]u∞ − F [u]u∗

)
dt, (2.40)

dI

dz
= 2ϵRe

∫ ∞

−∞
F [u]u∗

tdt, (2.41)

dR

dz
= −I + 2ϵIm

∫ ∞

−∞
t
(
F [u∞]u∞ − F [u]u∗

)
dt. (2.42)

2.2.4. El solitón negro

Comenzamos con la enerǵıa de conservación perturbada

d

dz

∫ ∞

−∞
[u2

∞ − |u|2]dt = 2ϵIm
∫ ∞

−∞
(F [u∞]u∞ − F [u]u∗) dt. (2.43)
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Sustituyendo en u = qeiϕ, F [u] = iγutt, T = t − t0, expandiendo q = q0 + ϵq1 + · · · y

tomando los términos hasta O(ϵ), se tiene

d

dz

∫ ∞

−∞
[u2

∞ − (qeiϕ)(qe−iϕ)]dt = 2ϵIm
∫ ∞

−∞
(−iγuttu

∗) dt,

d

dz

∫ ∞

−∞
[u2

∞ − q2]dt = 2ϵIm
∫ ∞

−∞

(
−iγ

(
qtt + 2iqtϕt − qϕ2

t + iqϕtt

)
eiϕ(qe−iϕ)

)
dt,

d

dz

∫ ∞

−∞
[u2

∞ − q2
0 − 2ϵq0q1]dT = 2ϵ

∫ ∞

−∞
(−γqttq) dt,

⇒ d

dz

∫ ∞

−∞
[q2

0 − u2
∞ + 2ϵq0q1]dt = 2ϵ

∫ ∞

−∞
γq0T T q0dT. (2.44)

Para O(1) la ecuación (2.44) se satisface, pues

d

dz

∫ ∞

−∞
[q2

0 − u2
∞]dT = 0

Para O(ϵ) se tiene
d

dz

∫ u∞z

−u∞z
q0q1dT = −γ

∫ ∞

−∞
q2

0TdT. (2.45)

Esta es una ecuación para el cambio de enerǵıa causado por la propagación del es-

tante. Notése que el lado izquierdo de la ecuación (2.45) solo se está integrando sobre

Tϵ[−u∞z, u∞z] la región interna alrededor del solitón definido por las capas ĺımites en-

contradas antes. Como q0 y q1 son solo funciones de T y Z, se puede aplicar el teorema

fundamental del calculo para llegar a

u∞

[
q1(u∞z)q0(u∞z) + q1(−u∞z)q0(−u∞z)

]
= −γu3

∞
4
3 , (2.46)

y para z grande, se toma q0 → ±u∞ y q1 → q±
1 , dejandonos con

q+
1 − q−

1 = −4
3γu∞. (2.47)

Al sustituirlo en la aproximación asintótica (2.24) encontrada anteriormente para q±
1 ,

se llega a una aproximación para σ0, esto es

σ0z = −γ 4
3u

2
∞. (2.48)
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Ahora, se considera la conservación del momento modificado

d

dz
Im

∫ ∞

−∞
uu∗

tdt = 2ϵRe
∫ ∞

−∞
F [u]u∗

tdt. (2.49)

De nuevo, sea u = qeiϕ, F [u] = iγutt , T = t− t0 y usar la expansión de perturbación para

u hasta O(ϵ) esto es

d

dz
Im

∫ ∞

−∞
qeiϕ(e−iϕ[qt − iqϕt])dt = 2ϵRe

∫ ∞

−∞
iγ
(
qtt + iqϕtt− qϕ2

t + 2iqtϕt

)
(qt − iqϕt)dt,

− d

dz

∫ ∞

−∞
q2ϕTdT = 2ϵRe

∫ ∞

−∞
iγqT qT TdT,

− d

dz

∫ ∞

−∞
(q0 + ϵq1)2(ϕ0T + ϵϕ1T )dT = 2ϵRe

∫ ∞

−∞
iγ(q0T + ϵq1T )(q0T T + ϵq1T T )dT,

⇒ − d

dz

∫ ∞

−∞

[
q2

0ϕ0T + ϵ(q2
0ϕ1T + 2q0q1ϕ0T )

]
dT = 2ϵRe

∫ ∞

−∞
iγq0T q0T TdT (2.50)

que, usando ϕ0T = 0, se reduce de la misma manera que la conservación de la enerǵıa

a

ϕ+
1t + ϕ−

1t = 0. (2.51)

Sustituyendo en la aproximación asintótica (2.24) encontrada antes para ϕ±
1t se llega a una

expresión para t0

t0Z = 0. (2.52)

2.2.5. El solitón gris

Ahora consideramos el caso general de un solitón gris con velocidad A(Z); también

recordar que (A2 + B2)(Z) = u2
∞(Z). Sea u = qeiϕ, donde q > 0 y ϕ son funciones reales

de z y t, además se introduce un marco de referencia móvil T = t −
∫ z

0 A(ϵs)ds − t0 y

ζ = z, para que con u = u(ζ, T, Z) se tiene
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∂u

∂z
= ∂u

∂T

∂T

∂z
+ ∂u

∂ζ

∂ζ

∂z
= uζ − AuT ,

∂u

∂t
= ∂u

∂T

∂T

∂t
+ ∂u

∂ζ

∂ζ

∂t
= uT , (2.53)

∂2u

∂t2
= uT T ,

de esta manera la ecuación (2.12) se convierte en

iuζ − iAuT − 1
2uT T + (|u|2 − u2

∞)u = ϵF [u]. (2.54)

Entonces usando u = qeiϕ y las ecuaciones (2.14) se obtiene

iqζ −qϕζ − iAqT +qϕTA− 1
2

(
qT T + iqϕT T −qϕ2

T +2iqTϕT

)
+(|u|2 −u2

∞)u = ϵF [u], (2.55)

separando en parte real e imaginaria

qζ = AqT + 1
2

(
qϕT T + 2qtϕT

)
+ ϵIm(F [u]) (2.56)

qϕζ = AqϕT − 1
2

(
qT T − qϕ2

T

)
+ (|u|2 − u2

∞)u− ϵRe(F [u]). (2.57)

Ahora escribimos la ecuación (2.57) en términos de la variable de evolución lenta ζ = ϵZ

y la expansión en series de q = q0 + ϵq1 + O(ϵ) y ϕ = ϕ0 + ϵϕ1 + O(ϵ). Para O(1), las

ecuaciones se satisfacen por la solución de solitón (2.17).

Buscamos soluciones estacionarias para O(ϵ), es decir de la ecuación (2.56) y (2.57)

q0Z =A(q0T + ϵq1T )+ 1
2

(
(q0 + ϵq1)(ϕ0T T + ϵϕ1T T )+2(q0T + ϵq1T )(ϕ0T + ϵϕ1T )

)
+

+ ϵIm(F [u0]),

q0ϕ0Z = A(q0 + ϵq1)(ϕ0T + ϵϕ1T ) − 1
2

(
(q0T T + ϵq1T T ) − (q0 + ϵq1)((ϕ0T + ϵϕ1T )2

)

+ ((q0 + ϵq1)2 − u2
∞)(q0 + ϵq1) − ϵRe(F [u0])

37



de esta manera se obtiene

0 = Aq1T + 1
2

(
q0ϕ1T T + q1ϕ0T T + 2(q0Tϕ1T + q1Tϕ0T )

)
+ Im(F [u0]) − q0Z , (2.58)

0 = A(q0ϕ1T + q1ϕ0T ) − 1
2

(
q1T T − ϕ2

0T q1 − 2q0ϕ1Tϕ0T

)
+ 3q2

0q1 − u2
∞q1 (2.59)

−Re(F [u0]) − q0ϕ0Z ,

donde u0 = q0e
iϕ0 y

q0Z = 1
2

(
AAZ +BBZ tanh2(x)

)
q−1

0 + q0T

(
BZ

B
− t0Z

)
, (2.60)

y

ϕ0Z = (ABZ −BAZ) tanh(x)q−2
0 + ϕ0T

(
BZ

B
− t0Z

)
+ σ0Z . (2.61)

Considere que la ecuación (2.58) en el ĺımite T → ±∞ usando q0 → u∞ y u∞Z =

ImF [u∞], que nos da

0 = Aq±
1T + u∞

2 ϕ±
1T T . (2.62)

Supongamos que q1 tiende a una constante con respecto a t; es decir, q1T → 0 cuando t →

±∞. Como resultado ϕ1T T → 0. Entonces q1 y ϕ1T tienden asintóticamente a constantes

cuando t → ±∞, que corresponde a un estante que se desarrolla alrededor del solitón.

Sustituyendo ϕ0T en la ecuación (2.59) en el ĺımite T → ±∞, se obtiene

Aϕ±
1T + 2u∞q

±
1 = −Re(F [u∞])

u∞
± (ABZ −BAZ)

u2
∞

+ σ0Z . (2.63)

Definimos △ϕ0 = 2tan−1
(

B
A

)
como cambio de fase a través de nucleo del solitón. Esto es

consistente con los parámetros del solitón A y B expresados en términos de la magnitud

de fondo u∞ y el cambio de fase △ϕ0,

A = u∞ cos
(△ϕ0

2

)
y B = u∞ sen

(△ϕ0

2

)
. (2.64)
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Usando ϕ±
Z = −Re(F [u∞])/u∞ y sustituyendo la ecuación (2.64) en la ecuación (2.63)

encontramos

Aϕ±
1T + 2u∞q

±
1 = ϕ±

Z ± △ϕ0Z

2 + σ0Z . (2.65)

2.2.6. Leyes de conservación para solitones grises

Ahora se usan las leyes de conservación modificadas (2.42) para resolver los parámetros

del estante q±
1 y ϕ±

1t asi como las variables de evolución lenta A, σ0Z . Observar que si

encontramos A, entonces B = (u2
∞ − A2)1/2. El borde del estante todav́ıa se propaga con

velocidad V (Z) = u∞(Z), sin embargo, la velocidad puede ahora variar en z. En términos

del marco de referencia movil, los ĺımites del estante son

SL(ζ) = −
∫ ζ

0

[
u∞(ϵs) + A(ϵs)

]
ds y SR(ζ) =

∫ ζ

0

[
u∞(ϵs) − A(ϵs)

]
ds, (2.66)

donde SL y SR da la posición de T de los ĺımites izquierdo y derecho del estante en ζ.

Notemos que A ≤ u∞ para todo Z, el solitón no puede alcanzar el estante. La región

interior consta del solitón central y el estante que se expande a su alrededor; mientras que

la región exterior consta de las condiciones de contorno infinitas.

Comenzamos con la ecuación de evolución para el Hamiltoniano (2.39)

d

dζ

∫ ∞

−∞

[1
2 |ut|2 + 1

2

(
u2

∞ − |u|2
)2]

dt = ϵ(u2
∞)z

∫ ∞

−∞

[
u2

∞ − |u|2
]
dt+ (2.67)

+ 2ϵRe
∫ ∞

−∞
F [u]u∗

ζdt.

Sustituyendo u = (q0 + ϵq1)ei(ϕ0+ϵϕ1) y cambiando las variables al marco de referencia
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movil, esto es

ut = [(q0T + ϵq1T ) + (q0 + ϵq1)(iϕ0T + iϵϕ1T )] ei(ϕ0+ϵϕ1),

|ut|2 = q2
0T + q2

0ϕ
2
0T ,

|u|2 = q2
0,

con esto y hasta O(ϵ), se tiene

d

dζ

∫ ∞

−∞

[
(q2

0T + q2
0ϕ

2
0T ) +

(
u2

∞ − q2
0

)2]
dT = 2ϵ(u2

∞)z

∫ ∞

−∞

[
u2

∞ − q2
0

]
dt− (2.68)

− 4ϵRe
∫ ∞

−∞
F [u0]Au∗

0TdT,

donde de aqui en adelante u0 = q0e
iϕ0 . El Hamiltoniano es único entre las ecuaciones de

evolución (2.42) en el que la contribución del estante aparece solo en O(ϵ2) o superior y

que O(ϵ) puede ignorarse.

Ahora se pone en forma del solitón (2.17) para obtener

2B2BZ = (u2
∞)ZB − ARe

∫ ∞

−∞
F [u0]u∗

0TdT. (2.69)

Tomando la derivada con respecto a Z de la ecuación u2
∞ = A2 +B2, se obtiene (u2

∞)Z =

2AAZ + 2BBZ , en el cual se puede usar, esto es

2B2BZ = (2AAZ + 2BBZ)B − ARe
∫ ∞

−∞
F [u0]u∗

0TdT

⇒ 2BAZ = Re
∫ ∞

−∞
F [u0]u∗

0TdT. (2.70)

Las ecuaciones de evolución para la enerǵıa (2.44) y el momento (2.49) es que ambas

permanecen iguales después de transforse en el marco de referencia movil, esto es

d

dζ

∫ ∞

−∞
[u2

∞ − |u|2]dT = 2ϵIm
∫ ∞

−∞

[
F [u∞]u∞ − F [u]u∗

]
dT, (2.71)

d

dζ
Im

∫ ∞

−∞
uu∗

TdT = 2ϵRe
∫ ∞

−∞
F [u]u∗

TdT. (2.72)
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La región interna sobre la cual q1 y ϕ1 son relevantes es T ∈ [SL(ζ), SR(ζ)] y fuera de esta

región q1 = ϕ1T = 0. Para O(1), las ecuaciones se satisfacen y para O(ϵ) se tiene

BZ − d

dζ

∫ SR(ζ)

SL(ζ)
q0q1dT = Im

∫ ∞

−∞
(F [u∞]u∞ − F [u0]u∗

0) dT, (2.73)

y

− 2(AB)Z − d

dζ

∫ SR(ζ)

SL(ζ)

(
2ϕ0T q0q1 + ϕ1T q

2
0

)
dT = 2Re

∫ ∞

−∞
F [u0]u0TdT. (2.74)

Dado que los integrandos del lado izquierdo no son funciones de ζ, se puede aplicar el

teorema fundamental del cálculo para llegar a

BZ − u∞
[
(u∞ − A)q+

1 + (u∞ + A)q−
1

]
= Im

∫ ∞

−∞
(F [u∞]u∞ − F [u0]u∗

0) dT (2.75)

y

2(AB)Z + u2
∞

[
(u∞ − A)ϕ+

1T + (u∞ + A)ϕ−
1T

]
= −2Re

∫ ∞

−∞
F [u0]u∗

0TdT. (2.76)

Ahora tratamos con la evolución del centro de la enerǵıa

d

dζ

∫ ∞

−∞
t(u2

∞ − |u|2)dt = −Im
∫ ∞

−∞
uu∗

tdt+ 2ϵIm
∫ ∞

−∞
t (F [u∞]u∞ − F [u]u∗) dt, (2.77)

que después de transformar al marco de referencia en movimiento, ahora es

d

dζ

∫ ∞

−∞

(
T +

∫ ζ

0
Ads+ t0

)
(u2

∞ − |u|2)dt = −Im
∫ ∞

−∞
uu∗

TdT + 2ϵIm

·
∫ ∞

−∞

(
T+

∫ ζ

0
Ads+t0

)
(F [u∞]u∞−F [u]u∗)dT,

Después de reorganizar algunos términos, se tiene
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d

dζ

∫ ∞

−∞
T
(
u2

∞ − |u|2
)
dT (2.78a)

+
∫ ζ

0
A+ t0

 d
dζ

∫ ∞

−∞
[u2

∞ − |u|2]dT − 2ϵIm
∫ ∞

−∞

(
F [u∞]u∞ − F [u]u∗

)
dT

 (2.78b)

+ A
∫ ∞

−∞

[
u2

∞ − |u|2
]
dT + Im

∫ ∞

−∞
uu∗

TdT (2.78c)

= −ϵt0Z

∫ ∞

−∞

[
u2

∞ − |u|2
]
dT + 2ϵIm

∫ ∞

−∞
T
[
F [u∞]u∞ − F [u]u∗

]
dT. (2.78d)

La ecuación (2.78a) nos da

d

dζ

∫ ∞

−∞
T (u2

∞ − |u|2)dT = −2
[
SR(u∞ − A)q+

1 + SL(u∞ + A)q−
1

]
u∞. (2.79)

Los términos de la ecuación (2.78b) da la ecuación de la enerǵıa y se cancelan. Los términos

de la ecuación (2.78c) se calculan hasta O(ϵ) utilizando los resultados anteriores integrando

la ecuación de enerǵıa y momento (2.76)

E(Z) = 2B − 2
[
SR(Z)q+

1 − SL(Z)q−
1

]
u∞ + ϵE1(Z) +O(ϵ2),

y

I(Z) = −2AB − u2
∞

[
SR(Z)ϕ+

1t − SL(Z)ϕ−
t1

]
+ ϵI1(Z) +O(ϵ2).

Reuniendo todo en términos de Z = ϵζ arroja

2ϵBt0Z =2ϵIm
∫ ∞

−∞
T
(
F [u∞]u∞ − F [u0]u∗

0

)
dT + AϵE1(Z) + ϵI1(Z) (2.80)

+
[
2u2

∞[SR(u∞ − A)q+
1 + SL(u∞ + A)q−

1 ] + 2u∞A[SRq
+
1 − SLq

−
1 ]+

+ u2
∞[SRϕ

+
1t − SLϕ

−
1t]
]
.

Después de algunas cancelaciones y en términos de O(1)

2[SRq
+
1 + SLq

−
1 ] + [SRϕ

+
1T − SLϕ

−
1T ] = 0 (2.81)
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los términos O(∞) que incluye t0Z y los términos de enerǵıa y momento de orden superior

que no han sido determinados. Las ecuaciones (2.65), (2.70), (2.75), (2.76) y (2.81) se

puede ahora usar para resolver los 6 parámetros q±
1 , ϕ±

1t(= ϕ±
1T ), A y σ0.

d

dZ
u∞ = Im(F [u∞]), (2.82a)

2B d

dZ
A = Re

∫ ∞

−∞
F [u0]u∗

0TdT, (2.82b)

u∞
d

dZ
σ0 = BZ − Im

∫ ∞

−∞

(
F [u∞]u∞ − F [u0]u∗

0

)
dT +Re

(
F [u∞]

)
, (2.82c)

q+
1 = 1

2
σ0Z + △ϕ0Z

u∞ − A
, (2.82d)

q−
1 = 1

2
σ0Z − △ϕ0Z

u∞ + A
, (2.82e)

ϕ+
1T = −2q+

1 , (2.82f)

ϕ−
1T = 2q−

1 , (2.82g)

BZ = u∞u∞Z − AAZ

B
, (2.82h)

△ϕ0Z = 2ABZ − 2BAZ

u2
∞

. (2.82i)

Se han agregado las ecuaciones (2.82h) y (2.82i) a la lista ya que ha menudo es más
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facil usar estas formulaciones para B y △ϕ0 expĺıcitamente y luego tomar derivadas.

Combinando las ecuaciones (2.70) y (2.76)

2(AB)Z + u2
∞

[
(u∞ − A)ϕ+

1T + (u∞ + A)ϕ−
1T

]
= 4BAZ , (2.83)

que puede reescribirse como

2ABZ − 2BAZ + u2
∞
d

dζ

[
ϕ1(SR) − ϕ1(SL)

]
= 0. (2.84)

Si definimos △ϕ1 como

△ ϕ1 = ϕ1(SR) − ϕ1(SL), (2.85)

entonces ϵϕ1 es el cambio de fase a través del estante. Sustituyendo esta definición junto

con (2.82i) en la ecuación (2.84) llegamos a

d

dZ
△ ϕ0 + ϵ

d

dZ
△ ϕ1 = 0. (2.86)

Por tanto, el cambio de fase total en la enerǵıa interior permanece constante, lo que es

consistente con nuestro resultado anterior de que △ϕ∞ (el cambio de fase de −∞ a ∞)

permanece constante para todas las perturbaciones.

2.2.7. t0Z y términos de orden superior

Para encontrar el parámetro final t0, empleamos los términos de corrección de primer

orden, Buscamos una solución en serie de la ecuación (2.11) de la forma u = u0+ϵu1+O(ϵ2)

y para O(ϵ) tenemos

iu1z +
(

− 1
2∂

2
t + 2|u0|2 − u2

∞

)
u1 + (u2

0)u∗
1 = F [u0] − iu0Z . (2.87)

Después de cambiar variables al marco de referencia movil T = t−
∫ ζ

0 A(ϵs)ds− t0, z = ζ

tenemos

iu1ζ +
(

− iA∂T − 1
2∂

2
T + 2|u0|2 − u2

∞

)
u1 + (u2

0)u∗
1 = F [u0] − iu0Z . (2.88)
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Aqui

u0Z = AZe
iσ + BZ

B

(
u0 − Aeiσ

)
+ u0T

(
− t0Z + BZ

B
T
)

+ iσ0Zσ0. (2.89)

Si buscamos soluciones estacionarias
(

∂
∂ζ

= 0
)

, esto puede ser escrito como un sistema de

ecuaciones diferenciales acopladas de orden 2

LU1 = G[u0], (2.90)

donde U1 =

Re[u1]

Im[u1]

 y G[u0] =

Re[F [u0] − iu0Z ]

Im[F [u0] − iu0Z ]

 , (2.91)

L=

−1
2∂

2
T +(3A2+B2 tanh(BT )−u2

∞) A∂T +2AB tanh(BT )

−A∂T +2AB tanh(BT ) −1
2∂

2
T +(A2 + 3B2 tanh(BT )−u2

∞)

 (2.92)

En el ĺımite A → 0, este sistema se desacopla en 2 ecuaciones diferenciales de orden 2

y que dan dos soluciones estrictamente reales y dos soluciones estrictamente imaginarias.

Para cada solución que se encontró para A = 0, asumimos que existe una solución para

A ̸= 0 que difiere solo en dirección perpendicular; es decir, si UH =

uR

0

 se satisface la

ecuación (2.92) con A = 0; entonces existe uI tal que UH =

uR

uI

 satisface la ecuación

(2.92) con A ̸= 0; es decir solo cambia el segundo componente y, por lo tanto, el sistema

se reduce a la ecuación de segundo orden que es consistente con las ecuaciones restantes.

Bajo esta suposición, encontramos un conjunto completo de soluciones homogéneas
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U11 =

 0

sech2(BT )

 , U12 =

B tanh(BT )

−A

 , (2.93a)

U13 =

 B(BT tanh(BT ) − 1)

A
(

−BT + 3
2BT sech2(BT ) + 3

2tanh(BT )
)
 (2.93b)

U14 =

 − 4AB
A2−B2 cosh2(BT )

3BT sech2(BT ) + 4 tanh(BT ) cosh(2BT )

 (2.93c)

y usando la variación de parámetros, podemos obtener una solución particular, U1p para

el forzamiento G[u0].

Después de combinar la parte real e imaginaria, la solución completa de la ecuación

(2.88) viene dada por

u1 = c1u11 + c2u12 + c3u13 + c4u14 + u1p, (2.94)

donde c1, c2, c3 y c4 son funciones de Z y u1p es dependiente de t0 que aún esta por

determinar. Tomamos c4 = 0 para eliminar el crecimiento exponencial en u14 y separar la

contribución de t0Z que aparece linealmente en la solución particular u1p

u1 = c1u11 + c2u12 + c3u13 + t0Zu
(1)
1p + u

(2)
1p , (2.95)

donde

u
(1)
1p = 1 − i

[
BT sech2(BT ) + tanh(BT )

]
A

B
, (2.96)

tal que u(2)
1p no le queden incógnitas.

Poner u1 en términos de la función de la magnitud y la fase q0, q1, ϕ0 y ϕ1, expandimos
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nuestra aproximación previa para u

u = (q0 + ϵq1)ei(ϕ0+ϵϕ1) = q0e
iϕ0 + ϵ

(
q1 + iϕ1q0

)
eiϕ0 +O(ϵ2), (2.97)

de modo que

u0 = q0e
i(ϕ0), (2.98a)

u1 = (q1 + iq0ϕ1)eiϕ0 , (2.98b)

u1 =
[
q1 cos(ϕ0) − q0ϕ1 sen(ϕ0)

]
+ i
[
q1 sen(ϕ0) + q0ϕ1 cos(ϕ0)

]
, (2.98c)

Observando el comportamiento asintótico de la solución u1 cuando t → ±∞, encon-

tramos la ecuación

u±
1T = −ϕ±

1T (±B) + iϕ±
1T (A). (2.99)

Ya que u11T , u12T y u1pT van a cero en el ĺımite t → ±∞, la ecuación anterior puede ser

usada para encontrar c3.

Con esto, ahora podemos encontrar una ecuación diferencial de segundo orden para t0

a partir del Hamiltoniano en O(ϵ2)

d

dZ
H1 + d

dζ
H2 = − 4u∞Im[F [u∞]]Re

∫ ∞

−∞
u0u

∗
1dT

+ 2Re
∫ ∞

−∞
F [u0]u∗

0ZdT, (2.100)

− 2ARe
∫ ∞

−∞

(
F [u0]u∗

1T + F ′[u0][u1]u∗
0T

)
dT,

donde

F ′[u0][u1] = d

dϵ
F [u0 + ϵu1]. (2.101)

En el lado izquierdo tenemos la evolución lenta de los términos O(ϵ) y la evolución

rápida en los términos O(ϵ2). H1 es dependiente en u0 y u1 y esta dado por
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H1 =
∫ ∞

−∞

[
Re
(
u0Tu

∗
1T

)
+
(
u2

∞ − |u0|2
)
Re(u0u

2
1)
]
dT. (2.102)

H2 es dependiente de u0, u1 y la corrección u2 de orden ϵ2 Sin embargo, como antes, asu-

mimos una solución estacionaria (en el marco de referencia movil) u2, entonces la derivada

de H2 con respecto a la variable rápida de evolución ζ depende solo del comportamiento

asintótico de u0, u1 y esta dado por

d

dζ
H2 = 4u2

∞

[
u∞(q+2

1 + q−2
1 ) − A(q+2

1 − q−2
1 )

]
. (2.103)

Aunque no es inmediatamente obvio, encontramos que c1 y c2 no contribuyen al Hamil-

toniano en la ecuación (2.103), aśı que t0 es la única incógnita. Tomamos t0(0) = 0 y

para encontrar la condición inicial adecuada t0Z(0), requerimos que el Hamiltoniano sea

representado por H0 a z = 0, es decir, los términos de orden superior son inicialmente cero

H1(0) = 0. (2.104)

Nuestra predicción para t0 difiere mucho de la dada por métodos basados en el llamado

conjunto completo de funciones de Jost al cuadrado. Esta discrepancia puede explicarse

parcialmente por el supuesto de que la función de Jost al cuadrado forma una base para

el espacio de solución de la ecuación (2.88).

Las eigenfunciones se encuentran en la teoŕıa de dispersión inversa para la NLS de des-

enfoque, sin embargo, hemos resuelto expĺıcitamente el primer término de corrección y

encontramos que la solución tiene un estante en expansión. De esto deducimos que las

funciones de Jost al cuadrado asociadas al solitón son una base insuficiente.

48



2.2.8. Amortiguamiento lineal

Aplicamos ahora los resultados obtenidos en la sección al caso de amortiguamiento

lineal

F [u] = −iγu, (2.105)

que fue a la vez uno de los primeros ejemplos comunmente utilizados en el estudio de los

solitones oscuros perturbados.

En este ejemplo, se tiene un fondo en movimento, que al resolver la ecuación:

d

dz
u∞ = ϵIm[F [u∞]], (2.106)

nos da
d

dz
u∞ = −γu∞. (2.107)

A partir de las ecuaciones (2.82), se pueden determinar los parámetros del solitón que

vaŕıa lentamente

AZ = −γA, σ0Z = γ
B

u∞
, q±

1 = γ
(u∞ ± A)

2Bu∞
, (2.108a)

ϕ+
1T = −γ (u∞ + A)

Bu∞
, ϕ−

1T = γ
(u∞ − A)
Bu∞

, (2.108b)

t0ZZ = −γt0Z + γ2 3A
2Bu∞

, t0Z(0) = γ
A(0)

2B(0)u∞(0) . (2.108c)

En la figura 2.5 muestra que la teoŕıa asintótica predice bien la existencia de un estante

elevado y la dinámica del borde del estante. El método aproxima con precisión la altura

del fondo y el valle del solitón. Como se predijo, los intentos previos de utilizar el método

de dispersión inversa no son adecuados es por esto que no se habia obtenido información

de t0.
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Figura 2.5: Borde del estante; F [u] = −iγu (ver [75]).
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Ecuación no lineal de Schrödinger generaliza-

da

3.1. Dinámica de solitones en la ecuación no lineal de Schrödin-

ger generalizada

Como se mencionó anteriormente, la ecuación no lineal de Schrödinger surge cuando se

describen pulsos de duración de picosegundo en fibras ópticas. A medida que la duración

del pulso disminuye, los resultados de la ecuación NLS no son confiables, por lo tanto la

ecuación NLS debe generalizarse. Para ello, Kodama [76], propuso una ecuación no lineal

de Schrödinger generalizada, la cual es

iut + uxx + u|u|2 + iα(uxxx + β1ux|u|2 + β2u
2u∗

x) = 0, (3.1)

donde uxx es la velocidad de grupo de dispersión, u|u|2 es la ley no lineal de Kerr, uxxx

es el tercer orden de dispersión.

Potasek y Tabor [77] encontraron soluciones tipo solitón de la ecuación (3.1) utilizando

ansatz. En Kumari [78] emplearon el método eĺıptico de Jacobi a la ecuacion no lineal de

Schrödinger generalizada.

El objetivo es encontrar solitones y estructuras eĺıpticas de Jacobi de la ecuación no lineal
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de Schrödinger Generalizada (GNLS-e.) mediante la aplicación del Método de Expansión

Eĺıptica de Jacobi Modificado [79]- [82] (MJEEM por sus siglas en inglés) e investigando

la dinámica de sus ondas de solitón.

El Método

Consideremos

F (u, u′, u′′, u′′′, ....) = 0 (3.2)

como una ecuación diferencial ordinaria no lineal.

Basado en [83], se elige la siguiente serie como la solución de la ecuación (3.2)

u(ξ) = c0 +
N∑

i=1

(
J(ξ)

1 + J2(ξ)

)i−1(
ci

J(ξ)
1 + J2(ξ) + di

1 − J2(ξ)
1 + J2(ξ)

)
, cN ó dN ̸= 0, (3.3)

donde c0, ci y di(1 ≤ i ≤ N) son incógnitas, N es el número de balance y J(ξ) como una

función eĺıptica de Jacobi que satisface
(
J ′(ξ)

)2
= D + EJ2(ξ) + FJ4(ξ). (3.4)

La ecuación eĺıptica de Jacobi (3.4) dependiendo de D,E y F se admiten las siguientes

soluciones exactas (ver Tabla 3.1):

Las funciones eĺıptica de Jacobi tienen las siguientes caracteŕısticas

1.sn2(ξ) + cn2(ξ) = 1.

2.sn(ξ) = sn(ξ,m) → tanh(ξ) cuando m → 1.

3.ns(ξ) =
(
sn(ξ,m)

)−1
→ coth(ξ) cuando m → 1.

Solitones y las Estructuras Eĺıpticas de Jacobi

Se obtendran las estructuras eĺıpticas de Jacobi empleando el MJEEM. Para ello, se

aplica la siguiente transformación

u(x, t) = U(ξ)ei(κ2x−ν2t), ξ = κ1x− ν1t, (3.5)
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Tabla 3.1: Ecuación (3.4) y sus soluciones de funciones eĺıpticas de Jacobi.

No. D E F J(ξ)

1 1 −(1 +m2) m2 sn(ξ)

2 1 −m2 2m2 − 1 −m2 cn(ξ)

3 m2 −(m2 + 1) 1 ns(ξ)

4 −m2 2m2 − 1 1 −m2 nc(ξ)

a la ecuación GNLS. Se ha obtenido que

ut = −(iν2U(ξ) + ν1U
′(ξ))ei(κ2x−ν2t),

uxx = (2iκ1κ2U
′(ξ) − κ2

2U(ξ) + κ2
1U

′′(ξ))ei(κ2x−ν2t),

u|u|2 = U3(ξ)ei(κ2x−ν2t),

uxxx = (−iκ3
2U(ξ) + 3iκ2

1κ2U
′′(ξ) − 3κ1κ

2
2U

′(ξ) + κ3
1U

′′′(ξ))ei(κ2x−ν2t),

ux|u|2 = U2(ξ)(iκ2U(ξ) + κ1U
′(ξ))ei(κ2x−ν2t),

u2u∗
x = U2(ξ)(−iκ2U(ξ) + κ1U

′(ξ))ei(κ2x−ν2t).

Las relaciones anteriores junto con la transformación producen

κ2
1(−3ακ2 + 1)U ′′(ξ) + (ακ3

2 − κ2
2 + ν2)U(ξ) + (1 − κ2(β1 − β2)α)U3(ξ) = 0, (3.6)

ακ1(β1 + β2)U ′(ξ)U2(ξ) + (−3ακ1κ
2
2 + 2κ1κ2 − ν)U ′(ξ) + ακ3

1U
′′′(ξ) = 0.

Después de integrar la segunda ecuación con respecto a ξ, obtenemos

ακ3
1U

′′(ξ) + (−3ακ1κ
2
2 + 2κ1κ2 − ν)U(ξ) + 1

3ακ1(β1 + β2)U3(ξ) = 0. (3.7)

Comparando términos correspondientes en la ecuación (3.6) y la ecuación (3.7) se obtiene
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como resultado

κ2 = −ακ1 − 1
3α ,

ν1 = −8α3κ3
1 + 27α2ν2 − 6ακ1 − 2

27α2 ,

α = −−3 + β1 − β2

2κ1β2
.

Ahora basta resolver la ecuación (3.6) con las condiciones anteriores.

Debido a la ecuación (3.6) y sus términos especiales, es decir, U ′′(ξ) y U3(ξ), tenemos

que N = 1.

Se recomienda una estructura no trivial de la siguiente manera

U(ξ) = c0 + c1
J(ξ)

1 + J2(ξ) + c2
1 − J2(ξ)
1 + J2(ξ) , c2 = d1, (3.8)

los cuáles c0, c1 y c2 se determinan en el proceso de solución y J(ξ) es una función eĺıpti-

ca de Jacobi. Sustituyendo la estructura no trivial (3.8) en la ecuación (3.6) y aplicando

cálculos simbólicos se adquiere un sistema no lineal de tipo algebraico cuya solución arroja

Para D = 1, E = −(m2 + 1) y F = m2, los resultados son

I. c0 = 0, c1 = ±4
√

−6(β1 + β2)−1κ1, c2 = 0, ν2 = −(κ2
1(217β3

1 − 651β2
1β2 + 639β1β

2
2 −

221β3
2 − 1953β2

1 + 3906β1β2 − 1917β2
2 + 5859β1 − 5859β2 − 5859))/(54β2(β2

1 − 2β1β2 + β2
2 −

6β1 + 6β2 + 9)),m = 1,

II. c0 = 0, c1 = 0, c2 = ±2
√

6
√

(β1 + β2)−1κ1, ν2 = (κ2
1(107β3

1 − 321β2
1β2 + 333β1β

2
2 −

103β3
2 − 963β2

1 + 1926β1β2 − 999β2
2 + 2889β1 − 2889β2 − 2889))/(54β2(β2

1 − 2β1β2 + β2
2 −

6β1 + 6β2 + 9)),m = 1,

III. c0 = 0, c1 = ±2
√

−6(β1 + β2)
−1
κ1, c2 =

√
6
√

(β1 + β2)−1κ1, ν2 = −(κ2
1(55β3

1 −

165β2
1β2 +153β1β

2
2 −59β3

2 −495β2
1 +990β1β2 −459β2

2 +1485β1 −1485β2 −1485))/(54β2(β2
1 −

2β1β2 + β2
2 − 6β1 + 6β2 + 9)),m = 1.
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Ya que J(ξ) = sn(ξ) y sn(ξ, 1) → tanh(ξ), entonces, las soluciones exactas de la

ecuación GNLS son las siguientes

u1,2(x, t) = ±4
√

−6(β1 + β2)−1κ1

tanh
(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)
1 + tanh2

(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)ei

(
− ακ1−1

3α
x−ν2t

)
,

con ν2 en I,

u3,4(x, t) = ±2
√

6
√

(β1 + β2)−1κ1

1 − tanh2
(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)
1 + tanh2

(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)ei

(
− ακ1−1

3α
x−ν2t

)
,

ν2 en II,

u5,6(x, t) =
± 2

√
−6(β1 + β2)−1κ1

tanh
(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)
1 + tanh2

(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)+

+
√

6
√

(β1 + β2)−1κ1

1 − tanh2
(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)
1 + tanh2

(
κ1x+ 8α3κ3

1+27α2ν2−6ακ1−2
27α2 t

)
ei

(
− ακ1−1

3α
x−ν2t

)
,

ν2 en III.

Discusión de Resultados

Se obtuvieron soluciones exactas de la ecuación no lineal de Scrödinger generalizada en

presencia de la velocidad de grupo, la dispersión de tercer orden y diferentes no linealidades

usando el MJEEM. Aqúı se investiga el efecto de los parámetros no lineales como lo son

β1 y β2 sobre las caracteŕısticas dinámicas del solitón oscuro, y para ello consideramos el

siguiente conjunto de valores:

1.- β1 = 1.5, β2 = 1.5 y κ1 = 0.1

2.- β1 = 2.5, β2 = 1.5 y κ1 = 0.1
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Figura 3.6: Solitón oscuro para β1 = 1.5, β2 = 1.5 y κ1 = 0.1.

Figura 3.7: Solitón oscuro para β1 = 2.5, β2 = 1.5 y κ1 = 0.1.
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3.- β1 = 1.5, β2 = 3.5 y κ1 = 0.1

Figura 3.8: Solitón oscuro para β1 = 1.5, β2 = 3.5 y κ1 = 0.1.

Entonces podemos notar que el ancho del solitón oscuro aumenta cuando β1 o β2

aumenta y la amplitud del solitón oscuro disminuye en el aumento de β1 o β2.

Estos resultados brindan formas de controlar la evolución dinámica de las ondas tipo

solitón en la ecuación GNLS que involucra la dispersión de la velocidad de grupo, la

dispersión de tercer orden y diferentes no linealidades.

3.2. Ecuación no lineal de Schrödinger perturbada

La ecuación (1.20) tambien es conocida como ecuación no lineal de Schrödinger inte-

grable que representa el régimen de dispersión anómalo y el régimen de dispersión normal.

Estas ecuaciones se utilizan para abordar paquetes de onda débilmente no lineales y dar

solitones de envolventes brillantes y oscuras.

Entre las ecuaciones GNLS, el de particular interés son las ecuaciones no lineales per-

turbadas. Las formas generalizadas de la ecuación NLS han atráıdo muchos trabajos de

investigación de las matemáticas, la ciencia y la aplicación f́ısica de la óptica no lineal,
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entre otras.

El modelo de Sasa-Satsuma [84] cubre el efecto de las perturbaciones y se han utilizado

para caracterizar modelos de pulsos ultracortos. La ecuación integrable de Sasa-Satsuma

es

iut + 1
2uxx + u|u|2 + i(uxxx + 6|u|2ux + 3u(|u|2)x) = 0. (3.9)

La ecuación (3.9) presenta aplicaciones cient́ıficas como la dinámica de ondas de agua

profundas [84]- [86], en medios dispersivos no lineales [87]- [91]. La ecuación de Sasa-

Satsuma interpreta la propagación de pulsos ultracortos y de femtosegundos en fibras

ópticas.

Consideremos una ecuación de Schrödinger no lineal perturbada generalizada, con no

linealidad resultado de la ley de Kerr

iut + r1uxx + r2uyy + u|u|2 − i
(
aux − b(u|u|2)x − cu(|u|2)x

)
+ uxxxx − uyyyy = 0, (3.10)

donde a, b, c, r1 y r2 son parámetros reales. La ecuación PGNLS contiene términos de

dispersión de cuarto orden, los términos de desplazamiento de frecuencia propia y los

términos que describen la profundización automática en las direcciones x y y.

La ecuación no lineal de Schrödinger perturbada explica muchos fenómenos fisicos y

ópticos, como las comunicaciones en fibras ópticas, las ondas de agua pocos profundas, en

los condensados de Bose-Einstein, etc. En base a esto es de gran importancia encontrar

soluciones exactas de estas ecuaciones.

Encontremos las soluciones de solitones oscuros para la PNLS (3.10), donde dichas

soluciones pueden establecerse como

u(x, y, t) = R tanh(αx+ βy − µt)ei(αx+βy−λt), (3.11)
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donde R,α, β, µ y λ son constantes. Sustituyendo (3.11) en la ecuación (3.10) y coleccio-

nando los coeficientes de funciones hiperbólicas obtenemos un sistema de ecuaciones. Al

resolverlo conduce a los siguientes resultados

R = R, (dejado como parámetro libre)

µ = µ, (dejado como parámetro libre)

λ = α2 + µ,

a = −2α2 − µ

α
, (3.12)

b = 2α2 +R2

αR2 ,

c = −3(2α2 +R2)
2αR2 ,

α = β.

Consecuentemente, obtenemos las siguientes soluciones de solitones oscuros

u(x, y, t) = R tanh(αx+ αy − µt)ei(α(x+y)−(α2+µ)t), (3.13)

válido en las condiciones derivadas anteriormente (3.12) y cuya gráfica es

Figura 3.9: Solitón Oscuro con α = 1 y R = 1.

Estos resultados son prometedores para avanzar en el estudio de ecuaciones extendidas
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que incluyen derivadas de orden superior, este resultado son de particular interés para

explicar la dinámica de las ondas en modelos con pulsos ultracortos.

3.3. Ecuación de Schrödinger con no linealidades cúbico-qúıntico

y séptico

La ecuación de Schrödinger no lineal (NLS) aparece en otras formas de no linealidades,

como en el caso de la cúbica-quinta(CQ), cúbica-qúınta-séptica(CQS), la ley potencial, las

no linealidades logaŕıtmicas y una variedad de otras formas. Recientemente se ha encon-

trado mucho interés en la investigación de soluciones expĺıcitas no triviales a ecuaciones

NLS con no linealidades moduladas en el tiempo y en el espacio debido a sus aplicaciones

en la teoŕıa de campo medio.

De acuerdo a los estudios, los modelos de dimensiones superiores son muy realistas al

describir fenómenos f́ısicos y ópticos no lineales, como la propagación de pulsos ópticos

ultracortos [92], etc. La ecuación (1.20) incluye solo la dispersión de velocidad de grupo y

la modulación de fase propia y estos brindan una propagación de pulso de solitón oscuro

para los medios anómalos y normales.

Entonces, se necesita una ecuación de Schrödinger no lineal de orden superior, que deberia

incluir no linealidades cúbica-quinta, para modelar la propagación de pulsos ópticos en

régimen ópticos altamente no lineales. Sin embargo, cuando la saturación es muy fuerte,

se necesita el uso de las no linealidades cúbico-qúınto-séptico para explicar la estructura

de la saturación fuerte [93]- [96].

Consideremos la ecuación NLS altamente dispersiva, con ı́ndice de refracción cúbico-
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qúınto-séptico(CQS)

iut + puxx + quyy + ruzz + au|u|2 + bu|u|4 + cu|u|6 + uxxxx + uxxxxxx = 0, (3.14)

donde a, b y c representan los coeficientes de las no linealidades cúbica-qúınta-séptica,

respectivamente. Los coeficientes p, q y r son parámetros relacionados con la dispersión de

velocidades de grupo.

La ecuación (3.14) describe la propagación de pulsos ópticos ultracortos en medios

altamente no lineales. Nos enfocanos en la no linealidad de orden superior y la dispersión

de sexto orden, mediante la búsquedad de soluciones de solitones oscuros en un medio que

comprende efectos no-Kerr CQS.

Para determinar las soluciones de solitones oscuros para la ecuación (3.14), asuminos

que dichas soluciones tiene la siguiente forma

u(x, y, z, t) = µ tanh(αx+ βy + γz)eiλt, (3.15)

donde α, β, γ, µ y λ son constantes. Susituyendo (3.15) en (3.14) y juntando los términos

de tanhi, i = 0, 2, 4, 6 obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

720α6 + cµ6 = 0,

−1680α6 + 24α4 + bµ4 = 0, (3.16)

1232α6 − 40α4 + 2pα2 + 2qβ2 + 2rγ2 + aµ2 = 0,

272α6 − 16α4 + 2pα2 + 2qβ2 + 2rγ2 + λ = 0.
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Resolviendo el sistema, se obtiene

µ = µ (dejado como parámetro libre),

λ = −272α6 + 16α4 − 2pα2 − 2qβ2 − 2rγ2,

a = −2(616α6 − 20α4 + pα2 + qβ2 + rγ2)
µ2 , (3.17)

b = 24α4(70α2 − 1)
µ4 ,

c = −720α6

µ6 ,

donde p, q y r son tomados en cuenta como parámetros libres. Consecuentemente, obte-

nemos las siguientes soluciones de solitones oscuros

u(x, y, z, t) = µ tanh(αx+ βy + γz)ei(−272α6+16α4−2pα2−2qβ2−2rγ2)t, (3.18)

válido en las condiciones derivadas en (3.17).

La ecuación no lineal de Schrödinger de sexto orden con no linealidades cúbicas-quinta-

séptica, caracterizada por términos de dispersión de cuarto y sexto orden ha modelado la

propagación de pulsos ópticos ultracortos en medios altamente no lineales; este modelo

contiene muchos tipos de diferentes no linealidades que sutgen en diversas aplicaciones de

la óptica no lineal. Con el anzats de solitón oscuro, bajo restricciones relacionadas con

los coeficientes de las no linealidades CQS, estos resultados son de particular importancia

para explicar la dinámica de las ondas en un material no lineal.
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Conclusiones

4.1. Conclusiones

En el presente trabajo se exponen las ideas fundamentales de la teoŕıa de pertur-

baciones y su aplicación en sistemas no lineales descritos por la ecuación no lineal de

Schrödinger generalizada. En particular, se aplicarón estos métodos en problemas actuales

de la f́ısica matátematica. Se estudiarón las condiciones necesarias para el surgimiento

de soluciones solitónicas de la ecuación no lineal de Schrödinger (NLSE) y la ecuación

no lineal de Schrödinger generalizada (GNLSE), como lo son la soluciones de solitones

brillantes y grises, pero principalmente soluciones de solitones oscuros. En general, dichas

soluciones solitónicas evolucionan de manera adiabática cuando se encuentran inmersa en

un medio o por acción de perturbaciones mecánicas, lo cual lleva al análisis perturbativo

de solitones. Contrario al caso del estudio de la evolución de solitones brillantes en siste-

mas gobernados por la ecuación no lineal de Schrödinger y su familia de ecuaciones, la

evolución de solitones oscuros sigue siendo poco conocida. Razón por la cual el presen-

te estudio es de vital importancia para comprender diversos fenómenos que aparecen en

diversas ramas de la f́ısica actual como: óptica no lineal, condensados de Bose-Einstein,

en la teória de plasmas de Einstein-Maxwell dentro de la relatividad general, la dinámica

de biomoléculas por mencionar algunos. El objetivo del presente fue analizar la evolución
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de solitones oscuros en la ecuación no lineal de Schrödinger generalizada. Lo anterior nos

condujo al estudio de métodos perturbativos modernos como lo son los métodos directos,

quasi-anaĺıticos y anaĺıticos y, su posterior aplicación a diversas formas de la ecuación

no lineal de Schrödinger generalizada. En particular, se analizarón la evolución de soli-

tones oscuros en la ecuación de Schrödinger con no linealidades cúbica, cúbica-quinta,

cúbica-quinta y séptica, entre otras. El presente trabajo no sólo presenta una exposición

detallada de métodos perturbativos modernos, sino que también los amplia y puede servir

como punto de partida para nuevas investigaciones y aplicaciones.

4.2. Análisis prospectivo

El actual trabajo de tesis presenta una clara y detallada exposición acerca del panorama

actual de los métodos perturbativos directos aplicados a sistemas no lineales. En particular,

se emplean para analizar la evolución de solitones oscuros en sistemas gobernados por

la ecuación no lineal de Schrödinger generalizada. Dicha ecuación diferencial no lineal

aparece en diversas áreas de la f́ısica matemática. La comprensión de la evolución de

estas estructuras no lineales es de vital importancia en el estudio de las pinzas ópticas

y en la interacción de impulsos nerviosos en el fluido axoplasmático cuando se presenta

un cambio de fase en la neurona. La aplicación potencial de los métodos expuestos en el

presente trabajo pueden extenderse a la mayoŕıa de ecuaciones diferenciales no lineales. En

particular, el interés en métodos asintóticos basados en las funciones eĺıpticas de Jacobi

se ha incrementado y podŕıan ser fundamentales para encontrar respuestas a problemas

actuales como son el estudio de la superconductividad anómala en el grafeno o velocidades

superĺımicas.
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Anexo

5.1. Congresos y participaciones

Durante la elaboración del presente trabajo de tesis se participó en los siguientes con-

gresos, seminarios y se publicó un caṕıtulo de libro relacionado con los temas aqúı tratados.

Ponente en el II SIMPOSIO NACIONAL “Retos en F́ısica Nuclear y Procesos No

Lineales REFINL 2021” con el t́ıtulo “Ĺıquidos cuánticos y el método de expansión

F” en la Facultad de Ciencias de la Universidad Autónoma del Estado de México.

Participación en la XXVIII ESCUELA DE VERANO EN FÍSICA, organizada por el

Instituto de F́ısica, el Instituto de Ciencias F́ısicas y el Posgrado de Ciencias F́ısicas

de la UNAM; del 21 de Junio al 2 de Julio de 2021.

Participación en la 5ª Escuela de Superconductividad, organizada por el Instituto de

Ingenieŕıa de la UNAM, el Instituto de F́ısica de la UNAM y el Instituto de F́ısica

de la Benemérita universidad Autónoma de Puebla; Noviembre del 2021.

Participación como asistente en el X Congreso Regional de Óptica, CReO 2021,

organizada por el caṕıtulo estudiantil OSA/SPIE-CICESE.

Participación en el LXV CONGRESO NACIONAL DE FISICA, celebrado en Zaca-
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tecas, Zacatecas del 2 al 7 de octubre de 2022.

Participación y acreditación del curso Ofimática: Excel Intermedio-Avanzado, sep-

tiembre del 2022.

Autor principal del caṕıtulo “El método de expansión F generalizado” del libro “Re-

tos de F́ısica Nuclear y Fenómenos no lineales”, 1º ed., McGraw Hill; Toluca, Estado

de México: Universidad Autónoma del Estado de México, 2023.
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[13] Agüero Granados, M. A., & Serkin, V. N. (2020). Introducción a la teoŕıa de solitones.
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