UNIVERSIDAD AUTONOMA 5
DEL ESTADO DE MEXICO @

UAEM

FACULTAD DE CIENCIAS

ANALISIS PERTURBATIVO DE SOLITONES
OSCUROS DE LA EcUAcCION NO LINEAL DE

SCHRODINGER GENERALIZADA

TESIS

que para obtener el titulo de:

Fisico

PRESENTA:

José Maria Mondragén Alvarez

Asesores:
Dr. Omar Pavén Torres

Dr. Méximo Augusto Agiiero Granados

Toluca, Estado de México Mayo, 2024




indice general

Introduccién

Ecuacién cibica y cibica-quinta no lineal de Schrodinger
1.1. Ecuacién no lineal de Schrodinger . . . . . . . . . .. ...
1.2. Ecuacién cubica-quinta no lineal de Schrédinger . . . . . .
1.3. Soluciones de cuasi-solitones brillantes para la cq-NLSE . .

1.4. Soluciones de cuasi-soliton grises y oscuros para la cq-NLSE

Analisis perturbativo para solitones oscuros
2.1. Aproximacion adiabatica . . . . .. ... 0000
2.2. Aproximacién directa a la perturbacion de solitones oscuros
2.2.1. Correcién de primer orden . . . . . . .. .. .. ..
2.2.2. Lacapalimite . . . . . ... .. ... ... ... ..
2.2.3. Leyes de conservaciéon perturbadas . . . .. .. ..
2.24. Elsolitbn negro . . . . . . . ... ...
2.2.5. Elsolitébn gris . . . . . . ... ... ... ...
2.2.6. Leyes de conservacion para solitones grises . . . . .

2.2.7. toz y términos de orden superior . . . . . . . .. ..

10

16

19

24



2.2.8. Amortiguamiento lineal . . . . . . ... ...

Ecuacién no lineal de Schrodinger generalizada
3.1. Dindmica de solitones en la ecuacién no lineal de Schrodinger generalizada
3.2. Ecuacion no lineal de Schrédinger perturbada . . . . . . . . . .. ...

3.3. Ecuacion de Schrodinger con no linealidades cibico-quintico y séptico . . .

Conclusiones
4.1, Conclusiones . . . . . . .

4.2. Analisis prospectivo . . . . . . . ...

Anexo

5.1. Congresos y participaciones . . . . . . . . . . . .. ...

IT



Introduccion

El soliton es una onda no lineal solitaria cuyas propiedades son similares a las de una
particula elemental. El término solitén fue acunado en 1965 por Zabusky y Kruskal para
caracterizar ondas solitarias sin dispersiéon que durante una interaccién mutua preservan
su forma durante la propagacion [1]. Estos solitones surgen en cualquier sistema fisico
que posea tanto no linealidad como dispersion; tal es el caso de los solitones o6pticos.
Originalmente propuestos por Akira Hasegawa y Fred Tappert para mejorar el rendimiento
de las transmisiones en las redes épticas de telecomunicaciones [2]. Si bien, inicialmente el
estudio de los solitones fue restringido a la éptica hoy en dia resultan fundamentales en la
formulacién de las mas recientes teorias. Como consecuencia de lo anterior seria imposible
entender el panorama de la ciencia y tecnologia en la actualidad sin el concepto de soliton.
Ejemplos de lo anterior son los solitones gravitacionales hiper-rapidos presentes en la teoria
de plasmas de Einstein-Maxwell dentro de la Relatividad General, los cuales satisfacen las
condiciones de energia débil cuando viajan a velocidades superluminicas [3]; los dropletones
cuanticos ultradiluidos o gotas cuanticas, los cuales son estados auto-atrapados robustos en
condensados de Bose-Einstein que se estabilizan mediante una repulsion efectiva inducida
por fluctuaciones cuénticas alrededor del campo medio [4,5]; los solitones rotantes, los
cuales ocurren en sistemas microscopicos, estos vértices rotantes de helio superfluido son

haces portadores de momento angular y son objetos topoldgicos presentes en varias ramas



de la fisica [6,7]. El estudio de los solitones se ha ampliado en las ultimas décadas y
han tomado un papel protagénico en la cosmologia [8] y en la comprension de la materia

oscura [9].

En las descripciones antes mencionadas la ecuacion no lineal de Schrodinger generali-
zada es de vital importancia ya que adquiere un papel fundamental en la comprension de

estos fenémenos. Dicha ecuacion tiene la siguiente forma:

o
ot

£ V%4 f(laP) =0, (11)
cuando f(q) = |q|*q en la ecuacién (1.1) se obtiene la ecuacion ctibica no lineal de Schrédin-
ger (¢-NLSE, por sus siglas en inglés) o simplemente ecuaciéon no lineal de Schrodinger.
Dicha ecuaciéon es uno de los modelos mas importantes y universales en la ciencia ya
que tiene aplicaciéon en muchas ramas de la fisica como es el caso de la 6ptica no lineal,
electronica cuantica, materia condensada, fisica de plasmas, teoria de campos cuanticos no
lineales, y en matematicas aplicadas, donde se investigan sus simetrias [10]. Las soluciones
de esta ecuacion han sido estudiadas de manera exhaustiva, entre las cuales se encuentran:
solitones brillantes, solitones oscuros y grises, kink, solitones de Peregrine, rogue waves,
entre otras [11-14].

La ecuacién no lineal de Schrodinger en el estudio de plasmas, superfluidos, dindmica
de biomoléculas, propagacion de haces de luz monocromaticos, asi como para estudiar la
formacién de los dropletones cuanticos y la dinamica de los pulsos ultra-cortos, en hidro-
dindmica nuclear, en la dindmica no lineal de ADN interactuando con una proteina [15],
también aparece cuando se estudian peliculas delgadas organicas y en guias de ondas

poliméricas para encontrar cuasi-solitones topoldgicos [12] entre otros [15-17]. La ecua-

ciéon de Schrodinger con no linealidades de orden superior aparece en diversos fenénemos



fisicos, como un ejemplo particular podemos mencionar a la ecuaciéon cubica-quinta no
lineal de Schrodinger, la cual admite varios tipos de soluciones en forma de funciones
trigonométricas, hiperbdlicas, exponenciales y racionales [18,19] y en el contexto de la
dptica se encuentran soluciones tipo solitén brillante y oscuro [12-14, 19]. Debido a su
importancia, se han realizado diferentes esfuerzos para encontrar nuevas soluciones exac-
tas que emplean diferentes herramientas matematicas, como soluciones en términos de
funciones elipticas de Jacobi [20-22]. A primera aproximacién dichas ecuaciones proveen
una descripcion adecuada de los problemas anteriomente mencionados, ésta sigue siendo
una simplificacion del problema general. Si se desea estudiar el caso mas general se deben
tomar en cuenta términos perturbativos. Los cuales se incorporan a la ecuacion diferencial
no lineal original. Una vez que se toman en cuenta estos términos se obtiene una forma

mas general de la ecuacién (1.1), que en su forma normalizada es:
904 2%+ f(1aP) = inRla). (1.2)

En la ecuacién (1.2) aparece un término adicional del lado derecho, en donde vy es un
parametro muy pequeino, que toma valores de 0 < v < 1. Si 7 es cero, obtenemos la
ecuaciéon cubica no lineal de Schrédinger sin perturbar.

La accién de los términos perturbativos transforma la onda solitaria de tal manera que
pueda adaptarse continuamente a los cambios de un medio, estos términos perturbativos
pueden describir efectos de disipacion de energia, de interaccién con otras ondas no lineales
y de la accion de potenciales externos. Para estudiar la estabilidad de solitén y para lidiar
con este problema se implementaron varios métodos de perturbacién.

Entre ellos se encuentran el método dispersion inversa perturbado (MDIP) [23] en el que se

determinan las ecuaciones para datos dispersados bajo la influencia de perturbaciones, el



concepto basico de este método es simple y también se pueden aplicar para problemas de
varios solitones. El formalismo matematico llamado aproximacién adiabatica para solitones
fue desarrollada inicialmente en los anos 1970 en trabajos por Karpman y Maslov [24,25].
Karpman y Maslov [24] se basaron directamente en el método de transformacion inversa
con un parametro espectral variable. Karpman, Mazlov y Soloviev [24-26] desarrollaron
un método que aborda la perturbacién de los datos de dispersion en el problema de la
transformaciéon de dispersién inversa, [ST, para el modelo de la Ecuacion No Lineal de
Schrodinger debido a la dependencia temporal del parametro espectral, los parametros
principales del solitén como la profundidad del soliton, la altura de fondo, el cambio de
posicion y el cambio de fase se vuelven variables en el tiempo o varian a lo largo de la

propagacion del solitén [27,28].

Otro tipo de método de perturbaciéon es el que esta basado en el formalismo Lagran-
giano de ecuaciones diferenciales no lineales [23], ejemplo de este es en la ecuacién no
lineal de Schrodinger, en particular este método puede ser aplicado a un sistema el cual
puede ser no integrable, pero admite una solucién bien definida como una onda solitaria;
tambien se realiza analisis de la inestabilidad modulacional de las soluciones para el caso
especial de la ecuacion no lineal, no auténoma de Schrodinger, asi como la modelacién
matematica de pulsos no lineales. La Inestabilidad Modulacional, IM, se presenta cuan-
do perturbaciones oscilatorias son introducidas a estados estacionarios de tipo de tren de
onda, las cuales generan un crecimiento exponencial en la amplitud de la onda, conforme
transcurre el tiempo, lo que a su vez genere un rompimiento en la envolvente [29].

Por otro lado existen métodos directos los cuales no tienen como base el método de

dispersion inversa y se usa para encontrar las soluciones de ecuaciones perturbadas. Como



ejemplo, el método que se basa en la construccion y demostracion del conjunto completo
de soluciones de Jost al cuadrado el cual proporciona un procedimiento general para re-
solver la solucién adiabatica de la ecuacién no lineal de Schrédinger perturbada [30].

A esta categoria pertenecen el método de multi-escalas de tiempo usualmente llamado
método quasi-estacionario propuesto por Y. Kodama y M. J. Ablowitz. En esta aproxima-
cion, las ecuaciones no lineales perturbadas son linealizadas expandiendo sus soluciones
alrededor de las soluciones originales no perturbadas lo cual conlleva a encontrar las eigen-
funciones del operador linealizado asociado a la ecuacién linealizada, para mas detalle, se
puede consultar [31-33].

En el presente trabajo se estudia la evolucién de solitones oscuros en la ecuacién no
lineal de Schrodinger generalizada. Con tal fin la presente tesis se divira en las siguientes
secciones. En primera seccion se expondra el problema espectral del cual surge la ecua-
cién no lineal de Schrédinger, posteriormente se presentaran las soluciones de la ecuacion
cubica-quinta no lineal de Schrodinger. En la segunda seccién se estudiard un andlisis
perturbativo de solitones oscuros de la ecuacién no lineal de Schrodinger. En la tercera
seccion se realizara un analisis perturbativo de solitones oscuros en la ecuacion no lineal
de Schrodinger generalizada, en particular se considerara a la ecuacién de Schrodinger con
no linealidades cubico-quintico y séptico. Finalmente, se presentaran conclusiones de este

trabajo y analisis prospectivo.



Ecuacién cubica y cubica-quinta no lineal de

Schrodinger

1.1. Ecuacion no lineal de Schrodinger

La deduccién de la ecuacion no lineal de Schrodinger puede ser realizada por el método
de Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS), en honor a sus autores [27,28], la ¢-NLSE tam-
bién se puede obtener mediante el formalismo de Lax y admite varios tipos de soluciones,
entre ellas, las soluciones que consta de solitones correspondientes a valores discretos, es

decir, solucién de N-solitones [23].

Comencemos por el siguiente problema, donde tenemos el siguiente sistema de ecua-

ciones de evolucién temporal acopladas.

ovi
(‘T; +i&Vy = q(z, t) Vs, (1.3)
oV
672 — Vs = r(z, )V, (1.4)

donde ¢(x,t) y r(x,t) son los potenciales en los cuales se realiza la dispersién, eligiendo la

independencia del tiempo de los eigenfunciones V; y V5

oV

W :A(l’,t,g)‘/l‘i‘B(x?t?g)‘/% (15)



Vs

Si derivamos la ecuacién (1.4) respecto a t, obtenemos

o (OVa\  Or ovi oV
8t(8m) =t ik (1.7)

A su vez derivamos la ecuacion (1.6) respecto a x

0 () Ly 00 oy 0h (18)

Ox \ Ot Ox Ox Ox or
Si las derivadas parciales mixtas de segundo orden son continuas en un punto, entonces V
es una funcién C? en ese punto, por tanto se cumple:

V. oV
drot  Otdx’

De esta manera se igualan las ecuaciones (1.7) y (1.8), es decir,

or oV, 0V, B oC oy 0A oVs
G T Y = Vg, Y Oh Ve e (1.9)

utilizando las ecuaciones (1.3-1.6) para simplificar, se tiene

) oC A
a—ZVﬁrr(A%JrB‘é)Jrié(CVl—AVQ):V187+C(q‘/2—i£‘/1)—%%—A(T%Hévz), (1.10)

separando los términos comunes de V; y V5 se tiene

0A
oA _ 0— B 1.11
oC , or

Asimismo se obtienen las derivadas de la ecuacién (1.3) con respecto a t y la ecuacién
(1.5) respecto a z y se igualan dando como resultado

aq 0B

T 2Aq = 2iEB + o (1.13)
0A
o =qC —rB. (1.14)



Por tanto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

DA
=qC — 1B
o qC —rB,
0B . .pn_ 94 1.15
oo H2iEB =51 —24q, (1.15)
oC , or
e 2iEC = ¥ +2rA.

Realizamos expansiones finitas de A, B y C' en términos del parametro 2i§ para determinar
que tipo de ecuaciones se pueden resolver por el Método de Dispersion Inversa (Inverse

Scattering Method, ISM)
A= Ay + A(26€) + Ay(2i€)* + - - -
B = By + B(2i€) + B(2i&)* + - -- (1.16)
C' = Co + C1(2i€) + C5(2i€)* + - -+

Sustituimos las expansiones (1.16) en las ecuaciones (1.15) igualando los coeficientes

de los mismos exponentes de 2¢£, con lo cual se obtienen las siguientes ecuaciones

04,

- =0, By =0, Cy =0,

ox

% — qC’l — TBl, % + Bl = —2(]142, % - Cl = 27“142, (117>
ox ox ox

%0 _gty—rB = 2ga O Gy=2a,,

ox ox ox

y las ecuaciones para los potenciales ¢(x,t) y r(z,t)

oq OB
aiq = a 0 +2qA07
b oz (1.18)
o _9C% _, 4
ot or "

resolviendo el sistemas de ecuaciones (1.17), se obtiene:

0 0
Ag = —2asqr, By = 2a2—q — 2qaq, Cy = —2a2—r — 2raq,
or ox

Al = daq, B1 == —2qa2, Ol = —27’(12, (119)

Ay = a2, By =0, Cy = 0,



donde a; y ap son unas constantes.

Al aplicar la jerarquia aceptada en el método AKNS, donde r = —g* se puede reducir
la NLSE
Oq 10% )
—+-— =0 1.20
g T5g Tlad'a=0, (1.20)

donde el signo (+) corresponde a dos tipos de la velocidad de grupo de dispersién: negativo
f < 0 (en la ecuacién en signo +), o positivo 5 > 0 (en la ecuacién el signo —); ademas
a1 y as son constantes puramente imaginarios, para lo cual se tomo en particular que
a; = 0y ay = —i. La forma de la ecuacién (1.20) aparece en la descripcién de diversos
fenémenos fisicos, por ejemplo en los estudios de ondas de gravedad con pequena amplitud
en la superficie de aguas profundas no viscosas [34], en la propagacion de haces de onda
difractadas en un plano en las regiones de enfoque de la ionosfera [35], entre otros [36].
Como se mencion6 antes, las soluciones de la ecuacion (1.20) estan expresadas en térmi-
nos de solitones brillantes, grises, solitones de Peregrine, rogue wave, solitones oscuros, etc;
particularmente se ha mostrado interés en los solitones oscuros, el cual se han realizado
diversas técnicas para generarlos tal es el caso de la modulacién eléctrica en un brazo de
interferémetro de Mach-Zehnder [37], una técnica de conversién no lineal de una senal
de ritmo de alta frecuencia en una fibra de dispersion decreciente [38] y muy reciente-
mente en la primera demostracion experimental de solitones oscuros el cual se generan
mediante el autobloqueo por medio de la explotaciéon de la absorcion inversa del estado
excitado saturable de una fibra de ganancia, lo que logra un umbral de dano maés alto [39],

ete [40,41].



1.2. Ecuacién cubica-quinta no lineal de Schrodinger

Otra forma ampliamente conocida y estudiada de la ecuacién no lineal de Schrodinger
generalizada es la ecuacion cubica-quinta no lineal de Schrodinger, la cual surge inicial-
mente en el contexto de la 6ptica no lineal. Dicha ecuacion aparece en el estudio del primer
efecto electrodptico, descubierto por el fisico escocés John Kerr (1821-1907) en 1875. k1
encontrd que una sustancia transparente isétropa se vuelve birrefringente al colocarse en
un campo eléctrico E. El medio adquiere las caracteristicas de un cristal unidxico cuyo
eje optico corresponde a la direccion del campo aplicado. Los dos indices, nj| y ny, estan
asociados con las dos orientaciones del plano de vibracion de la onda, esto es, paralela y
perpendicular al campo eléctrico aplicado, respectivamente. Su diferencia, An, constituye

la birrefringerencia que equivale a:
An = \kE?, (1.21)

donde £ es la constante de Kerr. Se sabe que los solitones 6pticos temporales en picosegun-
dos en fibras con no linealidad de Kerr se rigen por la ecuaciéon no lineal de Schrodinger
integrable, que normalmente incluye la no linealidad x® que corresponde al cambio de
indice de refraccion dependiente de la intensidad. Aunque la no linealidad de la fibra es
pequena, los efectos no lineales se acumulan a lo largo de largas distancias debido a la alta
intensidad de la onda de la luz sobre una pequena seccién transversal de la fibra, y los
efectos de autoaccién generan solitones Opticos temporales.

Como se mencion6 anteriormente, el estudio de los solitones fue restringido a la 6ptica, los
primeros solitones Opticos espaciales gobernados por la no linealidad de la ley no Kerr han

sido estudiados a detalles por G. Stegeman y co-autores [42-45] . Los términos no linea-

10



les de enfoque(cibica) y desenfoque(quintica) es la caracteristica clave del modelo NLSE
cubico-quintico y hace posible generar una estructura del solitén espacial estable, que es
inestable en el marco de enfoque ordinario del modelo de NLSE ctubica. Es bien sabido que
los solitones espaciales brillantes solo pueden existir para enfocar la no linealidad. En los
medios masivos de Kerr, su existencia requiere ademéas un efecto de saturacién para de-
tener el autoenfoque catastrofico. El desenfoque de la no linealidad conduce generalmente
a una ampliaciéon mejorada del haz y no admite ninguna estructura localizada que no sea
voértice y solitones oscuros, que requiere un haz de fondo.

Durante los tltimos anos se ha incrementado el niimero de articulos dedicados a cons-
truir soluciones analiticas exactas para la ¢cq-NLSE; Jun-Rong, Lin y Hua-Mei usaron una
transformacion tipo lente, donde obtienen soluciones de solitones brillantes y oscuras auto-
similares espaciales de la ecuacion cibica-quinta no lineal de Schrodinger con coeficientes
distribuidos y un potencial externo [46]; se utilizaron métodos analiticos y numéricos pa-
ra probar la existencia, las interacciones y la estabilidad de los vortices solitarios en la
ecuacion cq-NLSE bidimensional [47]; en [48] se informaron soluciones analiticas de ondas
solitarias suponiendo una solucién ansatz bajo ciertas condiciones paramétricas. Diferentes

aplicaciones de las soluciones de soliton para la cq-NLSE se encuentran en [49]- [73].

Usemos un ansatz para encontrar soluciones de la ecuaciéon ctbica-quinta no lineal de

Schrodinger en su forma:

: + A
ity = —wss + E (1= 01— [0 — AL = [0?)¥, (1.22)
para ello se propone la siguiente transformacion

U(s,t) = ™Tg((), (= ks —wt. (1.23)

11



Con esta transformacion podemos dividir la ecuaciéon compleja en dos ecuaciones diferen-

ciales reales

wo =Ko~ Ko + P I20 )1 - Mo A0 - 0. (1240)

(2k* —w)ge = 0. (1.24b)

Notemos que de la ecuacién (1.24b) si ¢, es igual a cero entonces la solucién de la ecuacion
(1.22) es una onda plana, si por el contrario (2k? — w) es igual a cero entonces la ecuacién

(1.24a) adquiere la siguiente forma

Ko =~k (11— %) (1 - 6)6 = AL - 6")9, (1.25)

con m = u + A. Después de una integracién de la ecuacién (1.25) obtenemos

(¢)? = c+ ag® + Bo* +7¢°, (1.26)
con
m A m A m
=oE e b PeoEtam YT e (1.27)

Bajo ciertas condiciones restrictivas aplicadas a la ecuacién (1.26) se obtienen diversas
soluciones, entre ellas estan las de burbuja, de campana, soluciones triangulares periédicas,
etc. Haciendo x = ks, y = —2k?t para graficar las soluciones y tomando en cuenta el
trabajo de [74] se tienen los siguientes resultados:

1. Supongamos que ¢ =0, m < 0y 342 > m? — (14A + k*)m entonces

(a) Cuando m —2A > 2k* y m+ A < 0 de la ecuacién (1.26) se obtiene la solucién de

solitén de campana para la ecuacion (1.22)

1/2
ei(C-i-Co)’

_ 2asech® [\/5@ + Co)}
2V/B7 = day — (VBZ = day + B)sech’[y/a(C + )]

12

¥(C)




-10

(a) Solucién tipo solitén de campana (b) Solucién singular con los mismos va-

cuandoa =1y M =1. lores de los pardmetros a 'y M.

Figura 1.1: Soluciones para el caso 1(a).

tomando o =1y M = /(? — 4oy = 1, vemos la figura (1.1a).
Ademas, es posible tener la solucion singular, es decir, la soluciéon con valores infinitos en

cierta regién de la variable independiente ( que se representa en la figura (1.1b).

1/2

2acsch® [ + a(( + CO)} i(C+60)

2y/B7 —day + (VB” — day + B)eseh®| + v/a(C + 6]

¥(¢) = [

(b) para m —2A < 2k* y m + A > 0 la ecuacién (1.22) admite la llamada solucién

periddica triangular

W(C) = [ —2asec? [\/—_04(( + Co)} 1/261'((;—',-(0)’
2/~ day — (VI day 1 B) sec? [\/alC + o)
y la solucion periddica triangular singular tiene la forma
1/2
o0 — [ 2acese? [ £ v=a(( + ()] )

2y/B7— Aoy — (VBT — oy + B) ese | £ v=a(C + ()]
Tomando o = —1,8 > 0 y la raiz cuadrada M = 1 vemos la soluciéon regular para la
ecuacion (1.26) representada en la figura (1.2a) y un bosquejo de su contraparte singular

presentada en la figura (1.2b).

13



(a) Solucién regular periédica triangu- (b) Solucién singular periédica triangu-
lar. El valor de los pardmetros usados es lar. Se han utilizado los mismos valores

a=-1y pg>0. de los pardmetros a y 5.

Figura 1.2: Soluciones para el caso 1(b).

2. Supongamos que los parametros sastifacen las siguientes relaciones

c—ﬁ m(m —4A) +4A* + 4k 4A-2m

27 2k2(m + A) m+A |

—11m £ /m[133m — 96k2]

1,2 — )

6

luego, se obtienen los siguientes casos
(a) Cuando m — 24 < 2k y m + A > 0, la ecuacién (1.26) admite una solucion tipo

burbuja y posteriormente la solucién de la ecuacién (1.22) es

2 o« 1/2
WO = | - 8atanh?[+ S(C+ Co)] SCHG)
36(3 + tanh?[+ —5(C+ )
Asi para su contraparte singular se tiene
) —a 1/2
p(Q) = | - OB TEE RGN | e
38(3 + coth’[£,/—2(¢ + G)))
eligiendo a = —1 y # = 1 vemos el solitén burbuja presentado en la figura (1.3a) y el

esquema de la solucién singular en la figura (1.3b).

14
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(a) Perfil de solitén burbuja con o = —1 (b) Solucién singular con los mismo va-
y 5 =0. lores de los pardametros.

Figura 1.3: Soluciones para el caso 2(a).

(b) Cuando m — 2A > 2k? y m+ A < 0 usando la ecuacién (1.22) se obtiene de nuevo

la solucién periddica triangular que da como solucién de la ecuaciéon (1.22)

> 1/2
HO) = { S8a tanQ[:I:\g(C + Co)] 6z‘(<+C0)’
3B(3 — tan’[&, /5 (¢ + G)])
y para su contraparte singular obtenemos
5 1/2
() = [ 8a cot2[j:\/g(C + (o) sy

36(3 — cot?*[£,/4(¢ + G)])

Las gréaficas que representan estas soluciones son muy similares a las obtenidas para el
caso 1(b) y representadas en las figuras (1.2a) y (1.2b).

3. Supongamos que c =0y

—11m £ /m[133(\ + 12) — 96k2]
6 )

Ao

cuando m — 2A > 2k* y m + A < 0, la solucién de la ecuacién (1.22) toma la forma

1/2
9(Q)= | = 51+ tanhlEVa(C+ )|, (1:28)
y analogamente para la solucion singular se obtiene
1/2
¥(¢) = [— g(l +coth[Va(¢ + ¢)])| €, (1.29)
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(a) Solucion de solitén Kink con el valor (b) Solucién singular para la contraparte

de los pardmetros a =1y 5= —1. de solitéon Kink.

Figura 1.4: Soluciones para el caso 3.

Eligiendo el valor de las parametros como a« = 1y = —1, observamos el perfil de
una solucién de solitén kink representada en la figura (1.4a) y el perfil de su contraparte

singular en la figura (1.4b).

1.3. Soluciones de cuasi-solitones brillantes para la cq-NLSE

Adicionalmente, podemos obtener diferentes soluciones de la ecuaciéon cubica-quinta
no lineal de Schrodinger por el método regular [14] para obtener diferentes soluciones para

el modelo de la ecuacién no lineal de Schrodinger con no linealidades ¢3-°
? 2 4
igr T o5 +lele —alel'v =0, (1.30)

la ecuacién (1.30) estd escrito en unidades de soliton estandar.
Para encontrar la solucion estacionaria se introduce el siguiente ansatz para la funcion de

onda

p(x) = ¢ (z, )", (1.31)

con q(z,t) y o(z,t) funciones reales. Se usa las siguientes condiciones de frontera
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= 0, es decir, ¢, es un extremo de |¢|?.
q=q0

_ 2 _ .0
g =|p]? =g 32

" g=|p]?=qoaxr= oo, (g:g) =0,n=1,2,... es decir ¢ es el valor asintético
q4=qo0

de |p|*.

= o = 0 para soluciones brillantes, gy # 0 para soluciones grises y oscuros.

Obtenemos las derivadas de la ecuacién (1.31)

P ZU ZO' 1'32

ot 2 at’ g at ’ (1.32)
aQSO 1 - o 1 0 . — o . e

92 = 3¢ 124, 0e L BRE2e 420,67 4+ iq 2 0gpe — 0%, (1.33)

sustituyendo estas derivadas en la ecuacién (1.30) se obtiene
i0,: _ 020" | G _ 4

Gt
2q'/? 2 4q1/2 + 8¢ 3/2

2q1/2

_thl/Qi :i:ZO'qul/2+‘g0‘2 1/2 CV’(P’4Q1/2 :Oa (134)

utilizando la condicién de frontera |¢|?> = ¢; = ¢ y a la vez multiplicando por ¢'/? en

ambos lados de la igualdad

2 2

iaw (]:c qo-x Qxac q$ io—cca: q 2

— —oq =+ + =2 F 4 —ag® =0. 1.35
Sy oMt F L Trgt g TO (1.35)
Separando en parte real e imaginaria
dq 0 (0o
—+ — (= 1.36
ot 8x(8x> ( )
y
—aqqtﬁiqfﬂFq“qu—aqg:O
! 2 4 " 8¢ ’

1(82q> 1(8q)2+ _ _&Ti1<a">2
4q \ Oz2 $8q2 Ox = =9 = o\az )

1/0q\? 8 do 1 /00\?
() 4 %“‘f] o =3ls) (37
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Considerando las soluciones estacionarias dq/0t = 0. Haciendo la integracién necesaria

se obtiene la expresion para la fase

o(x,t) = / ; (gjt) dr + O, (1.38)

y la ecuacién diferencial ordinaria para la amplitud ¢(z) es

d 2
(di) _ iiaq4 T 4gP + 807 + Cog — AC?, (1.39)

donde 2, C, Cs son constantes de integracion.

Las soluciones estacionarias localizadas para solitones brillantes se siguen directamente
de la ecuacion (1.39) y se asume que C; = 0y Cy = 0. De acuerdo con las condiciones de

frontera, la solucién exacta para el solitén brillante es dada por:

dg\? 8
(q) = +—aq" T 4¢> + 8Q¢,
dx 3
dq 2
= =44 2( 2 _ QQ)7
- \/q Jad® =g+

:>/dx:/ dq ,
2q\/§aq2 —q+2Q

despues de integrar las ecuaciones anteriores se obtiene

40

1+ V31— E—Gaﬂcsch@x\/QQ)’

q(x) (1.40)

donde

3
Q>0 0 < —
TS

y 200 = @, es un extremo de la solucion de solitén para la NLSE cubica.

Finalmente, para la funcién de onda ¢(x,t) se tiene

olr) = (1)),
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\/m eiQt

= 90<x7t) =7 1/2
V1 — LaQesch(22v2Q) + 1}
9 ciist/2
= p(z,t) = - g 7 (1.41)
14+ 4/1— gacjscsch(%:\/@)]

1.4. Soluciones de cuasi-soliton grises y oscuros para la cq-NLSE.

Consideremos la solucién localizada estacionaria para la ecuacién (1.30) de la siguiente

forma

dq\? 9 ( 8
2 — (gn — —qs)| — —aq+ B), 1.42
(dm) (00 = 9)°(a = ¢:){ — 304 (1.42)
teniendo en cuenta las condiciones de frontera para solitones grises y oscuros. Asu-

miendo ahora que gs # 0, C; # 0y Cy # 0 e igualando la ecuacién (1.39) con la ecuacién

(1.42) se tiene

8 8 8
— gaq‘* +4q¢° —80¢° — Coq —4CF = (q§ —2qoq + q2> (qB — goaf —q.B+ Baqqs) , (1.43)

separando los términos comunes de ¢3, ¢2, ¢, ¢° se obtiene

2 4
B = 4<1 3% 3CYQO>, (1.44)
_ qs 5, 2 L,
Q=g+ 7 —a(qo+3q()qs+3qs), (1.45)
2 4
Cr = QO\/C]s (1 — 3% SOéQO) (1.46)

Se resolvera la ecuacién (1.42), considerando el cambio de variable de la siguiente forma

n=qo— ¢ =q—q=q —q—1n sl R=q —qs

dn dq

= =q—¢=R-

por lo tanto
2

dn 9 8
1 = —n)(B--=- _ 1.47
(dx> n (R 77)( 3a(qO 77)), (1.47)



tomando la definicién de B se obtiene

2

dn ) 8 8 8 16
T Zn(R—m<—3mm+§m+4—3Mk—3a%)
'\’ 2 2
— a :4772{1%—774—0(77(1%—77) — —agqs(R—n) _2CYQO(R_77)}
dx 3 3
d ? 2 8 2
d
codr = !

)

277\/—304772 — (1 — gaqo)n + R(1 — 2aiqo — %aqs)

después de integrar se obtiene

oy 1 2R(1 — 2aqp — %aqs) + n(%aqo —1)

= - arccosh
VB —2000R — Saq.R n¢@wm—1y—4pﬂl—2mm—§a%)@@a

2 2R(1 —2 — 2 < 8 -1
cosh (Qx\/R —2aqoR — 3(1qu) _ ( aqo — 50qs) + 1(5aq0 )’
N (v

2R(1 - 2qy — 2aqy)
Son = ’
(1 —30(g0 + qs>) cosh(22/ R — 2000 R — F0a. 1) = (S0 — 1)

si volvemos a las varibles originales y se considera ( = 1 — 2aqy — %aqs y Q2 = RC

20)?
(1—-§a@m—%q9)codﬂ29x)—(§aqO—])

(1~ Sala + 0.)) cosh(200) + 1~ Saqo] — 207

= q(z) = qo —

)

q(x) =

?

1—3Sag+ <1 — so(qo + qs)> cosh(2Qx)
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usando propiedades trigonométricas hiperbolicas, se obtiene

o {2 cosh?(Qx) — 8a(qo + gs) cosh?(Qx) — gozR} —20)?

3
alw) = 2 cosh® () — §a(qo + ¢s) cosh?(Qx) — SaR 7

o ((C + 2aR) cosh?(Qz) — §QR> — Q2
(¢ + 2aR) cosh®(Qz) — 2aR( ’
o ((CZ + 2aR() cosh?(Qx) — gaRC) — RC?
q(r) = (@ + ZaR() cosh®(Qx) — 2al? , (1.48)
90(¢% + 2a?) senh?(Qx) + qo¢? — R¢?
le) = (2 + 2aRC) cosh®(Qx) — 20027

q(z) =

por lo tanto se obtiene

_ qo(C* + %0492) senh?(Qz) 4 ¢,¢?
(¢? + 2002) cosh®(Qz) — 2a0?”

q() (1.49)

Para obtener la expresion para la fase de solitén gris, se sustituye la ecuacion (1.48)

en la ecuacion (1.38), esto es

C
ofwt) = [ 1 dz + O,
q0 ((C2+§o¢RC) cosh? (Qz)gaRc> —Rc?
(C2+%O¢RC) coshz(Qx)_%aﬂz

[(CQ + %OzRC) cosh?(Qx) — 30@2} + RC? — RC?

o ((C2 + 2aR() cosh?(Qx) — gaR() — Re?

o(z,t) = Cl/ dx + Qt,

4 2
o(x,t) = /\/qs(l — §CYQO — —ags)dz

3
+Cy / R¢?
%((CQ + %OzRC) cosh?(Qx) — :2:,043<> — R(2

Ot
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después de integrar se obtiene

/ 2 CRC?
olx,t)=x qS(C+§aqg)+Qt—|— 1Q<

L arctan \J M
2_ pr2
\/(QO<2_RC2) (QO(C2+§QQ2)> —qoC2—R(? qk*—R¢

o(w,t) = my/qs(¢ + gCKQ[)) + Qt+

CyRC? 1 R(¢ + 2aqo)

arctan

Q \/qu2(50&2(]@ — R(?) qsC

—1 tanh(Qx) ||,

+ tanh(Qx) ||,

por lo tanto

2
o(x,t) = x1/qs(C + gaqo) + arctan R(le—gozqg) tanh(Qz) | + (1.50)

s 2 g
+ {QO Tt~ algs + 3095 + 3)%-

Se puede observar que la fase del soliton gris es dependiente del tiempo y de la coordenada,
es decir, los solitones grises son topologicos.

Consideremos ahora el caso de la soluciéon de solitones oscuros cuando ¢s = 0 y por

tanto C # 0. De la ecuacion (1.49) vemos que

% {(1 ~ 2060~ 5065)° + 50(d0— 4s) (12090 %aqs)} sinh?(Qx)

ale)= _ 20024 2 oo — _ _2 202) — 200 g — _ — 200
{(1 200 — 50q5)* +5(q0—gs) (1 —2aqo 3aqs)}cosh (Qz)—5a(q0—gs)(1—2aq0— 504s)

qo[(l —2aqp)(1 — %aqo) SinhQ(Qx)}

(1 —2aq)(1 — %aqo) coshQ(Qa:)} — 2ago(1 — 2aqo)

q(z)= {
por lo tanto una solucién estacionaria localizada que corresponde a un solitén oscuro

es de la siguiente forma

qo(1 — %aqo) sinh?(Qx)
1 — 2aq) cosh?(Qx) — Zaqy

o) = (L51)
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y de la ecuacion (1.50) se puede ver facilmente que la expresion para la fase es de la

siguiente forma
o(x,t) = (q — ag)t. (1.52)

La solucién mas general para solitones grises y oscuros es usando la transformacion de

Galileo y utilizando una nueva variable £ = x — vt

Q% <C2 + §QQ2> sinh?(£Q) 4 ¢,¢?
q(§) = (

, (1.53)
2+ 20&2) cosh?(£9) — %aQQ

2 2 s 2¢, :
o©) = [+ a2+ Saa)]o - 5+ [+ 2 —agd + L2 + )y
2
+ arctan | Wtanh(&lf) . (1.54)

Estas son las soluciones de cuasi-solitones grises y oscuros para la cq-NLSE mediante un
anzats de tranformacion; no es posible obtener estas soluciones en la teoria de perturbaciéon
ya que los cuasi-solitones inducidos son efectos combinados de la distribucién de dispersién

de la velocidad de grupo(GVD)y la distribucién de la no linealidad de orden superior.
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Analisis perturbativo para solitones oscuros

2.1. Aproximacion adiabatica

La aproximacion adiabatica fue desarrollada inicialmente en los anos setenta en traba-
jos de Karpman y Maslov [24,25] en donde presentaron uno de los enfoques més universales
para hallar soluciones tipo solitones para sistemas no lineales perturbados. La idea original
era considerar interacciones entre solitones como una deformacién lenta de los parametros
del solitén, se basaron en la teoria de dispersién inversa en donde encontraron la depen-

dencia temporal de los parametros de la ecuacién

(e, ) = n(®)sech (D) — a(t)]) explic(t) - i6(0)2), (2.1)

que es solucién de la ecuacion no lineal de Schrodinger perturbada. De la teoria de disper-

sion inversa se toma

i iPaa Q). hgd = MD + C(u), (2.2)
xXr

donde L(u) y A(u) son operadores lineales que dependen de u(z,t) y actian en el espacio
funcional 1, ahora sustituimos la ecuacion (2.2) en el problema de valores propios del

operador L, que es la ecuacion:

f/w(wi = )‘(t)w(xat)v (23)
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se encuentra las funciones y los coeficientes de Jost:

vsech(z) exp[—iuz/v — id]
exp(irz/2v + iXt)
A—u+v

fx, ) =
A — u + v tanh(z)

gz, )) =aN)f(z,)), aN)=0\—u—iv)/A\—u+iv), b\ =0. (2.5)

El espectro discreto consiste en un tinico valor propio:
A=E¢=u+iv, (2.6)

se puede verificar que las funciones f(z,A) y g(x, \) para A = ( son proporcionales entre
si: gz, ¢) = pf(x,¢),
p = iexp(id — 2iC¢),

considerando z = n(t)[x — q(t)] se obtiene

o0

dn 1 «

o= nRe_/ e(u)u*(z)dz, (2.7)
— = ——]m / u) tanh(z)u*(z)dz, (2.8)
C;;] =0+ nlgRe/ e(u)zu*(2)dz, (2.9)

s
= 6%) + q—

o (2.10)

1

— —Im/ )[1 — ztanh(z)]u*(2)dz + =(
n? 2

las ecuaciones (2.7) a (2.10) nos dice que, dependiendo de la forma funcional de las per-

turbaciones, las caracteristicas de las coordenadas colectivas del perfil del solitén no per-
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turbado Ec. (2.1) se pueden perder, como por ejemplo la invariancia del corrimiento de

frecuencias ¢, de la amplitud 7 y del ancho.

Si bien, la aproximacién adiabatica ha sentado las bases de diferentes métodos pertu-
bativos, incluidos los mencionados anteriormente. Esta aproximacion no resulta adecuada
cuando se estudia la evolucion de solitones oscuros cuando se encuentran presentes térmi-
nos perturbativos. Lo anterior debido a que ningun método basado en las ideas de Karpman
y Maslow puede determinar de manera exacta la evolucion de todos los paramétros basi-
cos que caracterizan al solitén simultdneamente (anchura, velocidad, fase) y sus cantidades
conservadas. Sin embargo para lidiar con el problema anterior, Ablowitz et al. propusieron

un analisis directo para estudiar la evolucién de estas estructuras [75].

2.2. Aproximacién directa a la perturbacion de solitones oscuros

Para analizar la evolucién de solitones oscuros consideraremos el método directo pro-

puesto por Ablowitz et al. mencionado con anterioridad [75].

Consideremos la ecuacion NLS adimensional con dispersiéon normal
. 1 9
ZUZ—§Utt+|U| UZEF[U], (211)

donde € < 1. Ademaés, supondremos un valor limite que no se desvanece en el infinito, es
decir, |U| - 0 cuando t — +o00. El efecto que tiene la perturbacién sobre el compor-
tamiento de la solucién en el infinito es independiente de cualquier fenémeno local, como
pulsos que no decaen en el infinito, es decir, los solitones oscuros.

Estos solitones oscuros son ondas que se propagan constantemente a lo largo de un fondo

de onda continua que soporta la intensidad de la luz constante y los solitones oscuros
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reducen la intensidad de la luz durante la transmision; el caso mas extremo en la familia
de solitones oscuros en el llamado solitén negro, este, en la intensidad de la luz cae a cero
y la onda se localiza espacialmente con velocidad cero.

Veamos como evoluciona un soliton oscuro bajo perturbacion, para ello y simplificar

5)2ds]

. z
calculos, sacamos la evolucién rapida de la fase de fondo U = uells v , entonces

U, = uzei[foz uoo(s)?ds] 4. iuuzoei[foz uw(s)QdS},

Un = Uttei[foz oo (5)*ds]

’

UPU = JufPueill e,

sustituyendo en la ecuacion (2.11), se tiene

iuzei[foz Uoo(s)2ds] ngoei[foz Uco(s)2ds] ;uttei[foz Uoo (8)2ds] + |u|2uei[foz Uoo (8)2ds] _ €F[u],

por lo tanto la ecuacién (2.11) se convierte en

1 2

iu, — ol + (Ju* — v ))u = eFlu), (2.12)

o0

la solucion de solitén oscuro para la ecuacion no perturbada es dada por
sty 2) = <A +iBtanh[B(t — Az — to)])ewo, (2.13)

donde los parametros centrales del soliton A, B, ty, o9 son todos reales, la magnitud del
fondo (A% + B?)'/2 = u, y la diferencia de fase a travez del solitén es 2tan~!(B/A), A # 0.
Cuando A = 0, la ecuacién (2.13) describe un solitén negro, el cual tiene una diferencia

de fase de 7.
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2.2.1. Correciéon de primer orden
Se escribe la solucién en términos de la amplitud y la fase u = ge’®, donde ¢ y ¢ son

ambas funciones reales de z y t, al derivar se obtiene

U, = eid)(QZ + Zq¢z>
Uy = 6i¢((1tt + 2iq: Py + 1qPy — Q¢1:2) (2.14)

ulul® = ¢"qlq|”
asi la ecuacion (2.12) se convierte

it = 00— 3 (e + 200w+ alion — ) + (laP = Ja=eFlu. (215)

Se emplea el método de multi-escalas introduciendo una variable de escala lenta Z = ez
con los parametros A, B, tg, 0o siendo funciones de Z y expandir a ¢ y ¢ como series en

e q(Z,z,t) = qo+eq1 + O(?) y ¢(Z, z,t) = ¢ + €1 + O(€?), se tiene en O(1)

. 1 . )
Qo= — Po=qo — 5 (QOtt + 2i901qo + QO{ZCbOtt - ¢(2)t}) + <|(10|2 - UZO) qo = 0,

separando en parte real e imaginaria se obtiene

1
Qo= = 5 (Q%t%t + qO¢0tt)7 (2.16a)
1
Po:0 = —5 <€70tt - ¢th0) + <|Clo|2 - u@)élo, (2.16b)

con la solucién general de solitéon oscuro

1/2
G — (A(Z)2 + B(Z)?tanh%x)) , (2.17a)
_ .1 |B(Z)
¢o = tan AZ) tanh(z)| + 00(2), (2.17b)
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donde x = B (t — g A(es)ds — to(Z)) . Para un solitén negro, la forma de solucién (2.17)

se toma como

0(Z, 2,) = oy tanh [uoo(t - tO(Z))} (2.184)

Po(Z, 2, t) = 00(2), (2.18b)

donde notamos que esta representacioén se permite que ¢q sea negativo. Para O(e), se tiene

que de la ecuacién (2.15)

i0» + i1 — $02q0 — Po=q1 — P1:q0 + 3N

1 . . . .
5 <q1tt + 2iorque + 2id1Gor + iGoP1er + 1q1Post — QoPoy — Q1P — QO¢1t) —ul,q = eF[ul,

separando en parte real e imaginaria se obtiene

1
Qi = 5 {2@501&(]115 + qoed1t) + Qo P + q1¢0tt:| + Im[F] — qo. (2.19a)

1
1290 = —q1 oz + 5 [Q1tt — (2¢00101¢)q0 — Cb(Q)tCIl} +3q¢q — vl qi + Re[F] — ¢o.qo. (2.19b)

Considere la perturbacion el cual corresponde a un filtro disipativo lineal, es decir, aquel
filtro que se aplica a un operador lineal a una senal variable con el tiempo y que se usan

para el procesamiento de senales.
Flu] = iyuy, v >0, (2.20)

y para ser concretos en el orden de avance, se asume un pulso negro, es decir, u(Z) = cte.

Esto deja en términos de evolucion lenta

Qo= = —to:qot  Poz = Ooe. (2.21)

Si se busca una solucién estacionaria, q;. = ¢1. = 0, y observar que ¢o; = ¢oiz = 0,
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entonces las ecuaciones (2.19) se reduce a

1
0= 5 2(qotd1e + o | + Im[F] + to.qor (2.22a)
1
0= o +3¢5q1 — Ul q1 + Re[F] — 00.q0, (2.22b)

donde Im[F] = vqo y Re[F| = 0. Por lo tanto, las ecuaciones se desacoplan en 2 ecua-

ciones diferenciales lineales de 2% orden y se encuentran las soluciones exactas

o= 400z {sinh(Quoo{t —to}) + 2us(t — to)} sech? <uoo (t — tg)) (2.23a)
= 431”"{008}““00“ —t0))| = tos(t ~ to), (2.23b)

donde se han elegido los parametros libres para eliminar el crecimiento exponencial y man-
tener la propiedad antisimétrica de q y ¢, respectivamente. Observando el comportamiento

asintético cuando ¢ — 400, se tiene que

A
o5, = t oYU — oz ¥ i =+

00z
2Uoo

(2.24)

donde el superindice +, indica el valor de la funcion t — o0

2.2.2. La capa limite

Observemos que q; - 0y ¢; - 0 cuando t — +o00. Como un resultado, la solucion
de orden eu ~ (g + €q1)e®0+¢%1) no coincide con las condiciones de contorno en el infinito.
Por tanto, el problema ahora se divide en dos regiones: la region que coincide con el
comportamiento de la condicién de contorno que no decae impuesta en el infinito que no se
ve afectada por el solitén y la regién en la cual los términos de correccion O(e) son vélidos y
la solucién es quasi-estacionaria. Se introduce una capa limite en la que hay una transicién

del valor distinto de cero en el término de perturbacion a las condiciones de contorno en el
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infinito. Tener en cuenta que en esta seccion se considera el caso mas general cuando e,
es una funciéon de Z = ez. Se encuentra que el comportamiento de esta capa limite, donde
se emparejan las regiones. Para esto, volvemos a la ecuacién (2.11) y se busca una solucién
perturbada alrededor de la solucién en el infinito, es decir, u ~ (us + ew)ei(¢i+ew), donde
w y 0 son funciones reales de z y ¢, asi la ecuacién se satisface automaticamente en O(1)

y se tiene en O(e)
O uco + 1 1[' O + }+22 = Flue + ew] ( ) (2.25)
oo iz — o itoobly + Wit usw = Flug + ew I U ) :

el lado derecho es en realidad un término de orden superior por lo que puede eliminarse
sin ninguna dificultad, entonces, al orden principal, la capa limite es independiente de la

perturbacién. Dividiendo la ecuacién (2.25) en la parte real e imaginaria

1 1
0.0 = 20> w — Jwit y W, = —UsoWit- (2.26)

Empleando las condiciones de compatibilidad w..; = wy.. y 0.+ = 0., derivando las

ecuaciones (2.26) se obtiene

1

6)zzuoo - QUgOWz - iwttz y Wzy = §uoowttz’
1 ]_ 62 ]_ 1 82 ]_ Wt
_>ezzoo:22fooe _777009 zz:70072oo -5 D
“ Uao(liocln) = 5 (Guecl) ¥ wer = Gtteo g (Ptocw — 50 )
2 ]‘ 2 1
= 0.. = u b0y — Zuoo‘gtttt y Wzz = UgWit — Zwtttt, (2.27)

que es la misma ecuacion para ambas funciones aunque necesita una solucion diferente para
cada una. Esto se debe a las condiciones de contorno para hacer coincidir correctamente
la region interna con la regién externa. En el lado izquierdo del estante, se hace coincidir
el estante quasi-estacionario distinto de cero con el estado de equilibrio en el infinito; las

condiciones de contorno son
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w(—o00) =0, w(oco) =¢qy, 0(—o0) =0, 0:(00) = ¢1;- (2.28)

w(—o0) =q, w(oo) =0, 0;(—o0) = o7, f(c0) = 0. (2.29)

i <kt+l foz w(s,k)ds)

Si hacemos w = e , entonces la relacién de dispersion para las ecuaciones

(2.27)

1
w? =12 (2)k* + 1k4' (2.30)

Para ondas largas (kK < 1), tenemos aproximadamente w(Z,k) ~ Zuo(2)k o w =

i(ktii [7 uoo(Z)>
e . Por tanto, vemos que las soluciones de onda larga se mueven con velo-
cidad instantdnea V' (z) = tuoo(2).

Con esto, se buscan soluciones a las ecuaciones (2.27) en un marco de referencia movil:

r=t— [ Vdz,( =2y V =2uy

1
Wee = 2Vw<m — Zwmmm;.

Supongamos que las derivadas con respecto a x son pequeiias, es decir, ondas largas, Se

busca un equilibrio 6ptimo en las ecuaciones (2.31), tomamos

Con lo cual tenemos

1
0= 2VWC:E - waxmm

1
0= 2V — - Bavae. (2.32)
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Ahora hay dos soluciones similares que encontramos para satisfacer las condiciones de
contorno (2.28) y ( 2.29) a partir de la coincidencia derivada de las dos regiones. Esto
se hace usando el cambio de variable ¢ = z/¢/? para reducir las ecuaciones (2.31) a
ecuaciones tipo Airy. Las soluciones son expresadas en términos de las integrales de las

funciones de Airy

w(z) = o1 / I pis)ds, (2.33)

1/3
donde a = —2({;) . Observar que el signo de a depende del signo de la velocidad V', de
modo que la forma de w es valido en ambos limites. Para el limite de la izquierda ¢; = ¢

y para el limite de la derecha ¢; = ¢f".

z az/c/3
8(C,z) = /i . /_ _ Ai(s)dsdz, (2.34)

donde el limite inferior de la primera integral es —oo es para el limite izquierdo y +o0o es
para el limite derecho. Para el limite izquierdo se tiene que co = ¢7; y para el limite derecho
¢z = ¢7,. Un punto importante es que para el caso de un solitén negro hay dos capas limites

que se alejan de la solucién del soliton con velocidad u., generando un estante.

2.2.3. Leyes de conservacién perturbadas

Atn queda por resolver los pardmetros de evolucion lenta oq(Z) y to(Z) para el solitén
negro. Esto se puede hacer derivando las ecuaciones para el crecimiento del estante a
partir de las leyes de conservacién perturbadas asociadas con la ecuaciéon NLS a partir de
la solucion de orden principal y la informaciéon asintética sobre la solucion perturbada. El
estante esta asociado con los pardmetros asintGticos ¢ v ¢35 que a su vez se expresan en
términos de og, y to,.

Se usa el Hamiltoniano H, la energia E, el momento I y el centro de la energia R que
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estan definidas como

donde u* denota el complejo conjugado.

(2.35)
(2.36)
(2.37)

(2.38)

Tenga en cuenta que dado que la energia total estandar seria infinita, se define la

energia de un pulso oscuro como la diferencia de la energia total y la energia de una onda

continua de magnitud correspondiente. Para la ecuacién NLS sin perturbar, las primeras

tres integrales son cantidades conservadas, mientras que la ultima se puede escribir en

términos del momento, es decir, dR/dz = —1I

Las ecuaciones de evolucién para estas integrales son

dH d , oo ,
E oo
dl o0 X
= 2R /m Fluju;dt,
dR o0
=1+ 2e[m/ t(F[uoo]uoo - F[U]U")Cﬁf-

2.2.4. El solitéon negro

Comenzamos con la energia de conservacién perturbada

d
dz
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/Z[ugo ~ |uf2ldt = 2¢Im /O; (Flusotie — Flulu®) dt.

(2.39)

(2.40)
(2.41)

(2.42)

(2.43)



Sustituyendo en u = qe’®, Flu] = iyuy, T = t — to, expandiendo ¢ = qo +€q + -+ y

tomando los términos hasta O(e), se tiene

d o0 . . 00
/ [uz. — (g¢"*)(qe™"?)]dt = de/ (—iyuyu™) dt,

dz J-oo

d oo o) ] ’ . i y
4z /_ [uio - q2]dt = de/_ (—Z’y(qtt + 2iq;pp — quf T ZQ¢tt>€ d’(qe ¢>>) dt,

d © oo
g /_ [u2, — qf — 2eqoqu]dT = 26/_ (—vquq) dt,
d 0 9 9 00
= - /_ lq5 — us, + 2eqoqu]|dt = 26/_ YqorTqodT . (2.44)

Para O(1) la ecuacién (2.44) se satisface, pues

d o0
|l —uilar =0

Para O(e) se tiene

d UooZ

dZ —Uoo 2

QoqrdT = —~ /_O; qerdT. (2.45)
Esta es una ecuaciéon para el cambio de energia causado por la propagacién del es-
tante. Notése que el lado izquierdo de la ecuacién (2.45) solo se estd integrando sobre
Te|—unz, Usz| la regién interna alrededor del solitén definido por las capas limites en-
contradas antes. Como ¢y y ¢; son solo funciones de T'y Z, se puede aplicar el teorema

fundamental del calculo para llegar a

4
to |1 (112020 (14002) + 1 (—t02) 0 ~11o7) | = =3, (2.46)
y para z grande, se toma gy — Fue v ¢1 — ¢f, dejandonos con
N B 4
@~ @ = Tyl (2.47)

Al sustituirlo en la aproximacién asintética (2.24) encontrada anteriormente para ¢,

se llega a una aproximacién para g, esto es

002 = —Y=UZ,. (2.48)



Ahora, se considera la conservaciéon del momento modificado

d 00 o0
d—]m/ uuydt = 2€Re/ Flu]uydt. (2.49)

z —o0 oo
De nuevo, sea u = qe'®, Flu] = iyuy , T =t —to y usar la expansion de perturbacién para

u hasta O(e) esto es

oo

iy <Qtt + igptt — qo; + QiQt¢t> (q: — iqoy)dt,

o0

1YqrqrrdT,

d S 4
d—]m/ qe(e7[q, — iqey))dt = 26R€/
¥4 —00

—i /OO CordT = 2€R6/
dz —00

-2 /°° (90 + €q1)*(Gor + €p17)dT = 2€Re /_Oo

-/ iv(qor + €q1r)(qorr + €qurr)dT,

o0

o0

d [ .
= —% [ {ngbOT + 6(Q8¢1T + 2qoq1¢0T)} dT = 2€Re/ ivqorqorTdT (2.50)

que, usando ¢or = 0, se reduce de la misma manera que la conservacion de la energia

o1, + o1, = 0. (2.51)

Sustituyendo en la aproximacién asintética (2.24) encontrada antes para ¢7; se llega a una
expresion para tg

toz = 0. (2.52)

2.2.5. El solitén gris

Ahora consideramos el caso general de un solitén gris con velocidad A(Z); también
recordar que (A% + B%)(Z) = v (Z). Sea u = ge®, donde ¢ > 0 y ¢ son funciones reales

de z y t, ademds se introduce un marco de referencia mévil T = ¢ — [§ A(es)ds — to y

¢ = z, para que con u = u((, T, Z) se tiene
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Qu_ udT il
0z 9T 9z ' 9Coz ¢ m
Ou _ dudT  oudk

ot OT ot = oC ot

0%u
@ = urr,

de esta manera la ecuacién (2.12) se convierte en

1
iue — iAur — Jurr + (Ju]* — u2))u = eFlu).

[e.e]

Entonces usando u = ¢e’® y las ecuaciones (2.14) se obtiene

. . 1 . )
iqc — qo¢ — 1Aqr +qpr A — 5 (CITT +iqorT — (J¢2T + 2%1T¢T) + (|U|2 -

separando en parte real e imaginaria

(2.53)

(2.54)

2 Yu = eFu], (2.55)

o

Q= Aqr + ;<Q¢TT + 2qt¢T> + Elm(F[u]) (2.56)
qp¢c = Aqpr — ;(QTT - Q¢%) + (|U’2 - Ugo)u — eRe(F[u]). (2.57)

Ahora escribimos la ecuacion (2.57) en términos de la variable de evolucién lenta ¢ = €Z

y la expansion en series de ¢ = qo + eq1 + O(€) y ¢ = ¢ + €1 + O(€). Para O(1), las

ecuaciones se satisfacen por la solucién de solitén (2.17).

Buscamos soluciones estacionarias para O(e), es decir de la ecuacién (2.56) y (2.57)

2

qoz =A(qor + EQIT>+1 ((QO + €q1)(Porr + €d107)+2(q0r + €q11) (Por + €<Z51T)> +

+ eIm(Fuo)),

qo%oz = A(qo + €q1)(¢or + €p11) — L <(QOTT + eqirr) — (qo + €q1)((dor + €<Z51T)2)

2

+ (g0 + €q1)* — u2.)(qo + eq1) — eRe(Fug))
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de esta manera se obtiene

1
0=Aqr+ 3 (QO¢1TT + q1orr + 2(qor 1T + C]1T¢0T)> + Im(Fuw]) — qoz, (2.58)
1 2 2 2
0 = A(qoé1r + q1¢or) — 5 (ChTT — Qord1 — 26]0¢1T¢0T) +3q0q1 — U @1 (2.59)

— Re(Flug]) — qooz,

donde uy = gpe'®° y

1 B
we = (AAZ n BBZtanh2(x)>q0_1 + qOT<BZ - toz), (2.60)
y
=) BZ
¢oz = (ABz — BAz) tanh(z)q,~ + ¢0T(B - L‘oz) +00z. (2.61)

Considere que la ecuacién (2.58) en el limite 7' — o0 usando gy — U ¥ Uooz =
ImF[us], que nos da

Uo
0= Ag; + - T (2.62)

Supongamos que ¢; tiende a una constante con respecto a t; es decir, ¢g;7 — 0 cuando t —
+00. Como resultado ¢ — 0. Entonces ¢; y ¢17 tienden asintoticamente a constantes
cuando t — +o00, que corresponde a un estante que se desarrolla alrededor del solitén.

Sustituyendo ¢gr en la ecuacion (2.59) en el limite 7" — +o0, se obtiene

Re(Flux]) | (ABz — BAy)

Uso u?,

ApL 4 2uagi = — + 0oz (2.63)

Definimos Agg = 2tan™! (f) como cambio de fase a través de nucleo del soliton. Esto es

consistente con los parametros del soliton A y B expresados en términos de la magnitud

de fondo u., v el cambio de fase Agy,

y B = uq, sen (A%) (2.64)

A = uy, cos (A%> 5

2
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Usando ¢5 = —Re(F[uxd])/us y sustituyendo la ecuacion (2.64) en la ecuacién (2.63)

encontramos

Aoz
2

Apfr 4 2uagi = 0% + + 00z, (2.65)

2.2.6. Leyes de conservacién para solitones grises

Ahora se usan las leyes de conservacién modificadas (2.42) para resolver los parametros
del estante ¢f y ¢ asi como las variables de evolucién lenta A, ogy. Observar que si
encontramos A, entonces B = (u?, — A?)Y/2. El borde del estante todavia se propaga con
velocidad V (Z) = uw(Z), sin embargo, la velocidad puede ahora variar en z. En términos

del marco de referencia movil, los limites del estante son

Sp(¢) =— /0C [uoo(es) + A(es)|ds 'y Sgr(() = /0C [uoo(es) — A(es)|ds, (2.66)

donde Sy y Sk da la posicién de T' de los limites izquierdo y derecho del estante en (.
Notemos que A < u,, para todo Z, el solitébn no puede alcanzar el estante. La region
interior consta del soliton central y el estante que se expande a su alrededor; mientras que

la region exterior consta de las condiciones de contorno infinitas.

Comenzamos con la ecuacion de evolucién para el Hamiltoniano (2.39)

dg/ [ ual” + (“30 - Wﬂ dt = E(Ui)z/_z [uio - |u!2]dt+ (2.67)

+ 2¢Re / " Fluluidt.

—00

Sustituyendo u = (go + €q;)e!®*+<1) y cambiando las variables al marco de referencia
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movil, esto es

uy = [(qor + equr) + (qo + €q1) (idor + iepyp)] ePotedn),
i = gor + 450
[ul* = g5,
con esto y hasta O(e), se tiene

il

2 00
(i + a0 + (2 — ) |dr =26, [~ Jut—aifa—  (2.08)

— 4€Re / Flug| AugrdT,

donde de aqui en adelante uy = goe’®°. El Hamiltoniano es tinico entre las ecuaciones de
evolucion (2.42) en el que la contribucién del estante aparece solo en O(e?) o superior y
que O(¢€) puede ignorarse.

Ahora se pone en forma del solitén (2.17) para obtener

9B?B, = (u2),B — ARe / ~ FlugjuipdT. (2.69)

—0o0
Tomando la derivada con respecto a Z de la ecuaciéon u?, = A% + B2, se obtiene (u% )z =

2AA; + 2BBy, en el cual se puede usar, esto es

2B?By, = (2AA, + 2BBy)B — ARe / ~ FluolulpdT

—00

— 2BA, = Re / ~ FluolutpdT. (2.70)

Las ecuaciones de evolucién para la energia (2.44) y el momento (2.49) es que ambas

permanecen iguales después de transforse en el marco de referencia movil, esto es

dC/ — |ul?)dT = Qdm/ [ (oot — Fu]u* |dT, (2.71)

dClm/ uupdl = 2eRe /oo FluluydT. (2.72)

—0o0
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La region interna sobre la cual ¢; y ¢ son relevantes es T' € [S(€), Sr(()] y fuera de esta

region ¢; = ¢11 = 0. Para O(1), las ecuaciones se satisfacen y para O(e) se tiene

d Sr(C) 0o
By — & doq1dT = I'm / (Fluoc]tie — Fluolus) dT, (2.73)
d¢ Js. —o0
y
d  Sr(©) , o
—2(AB)z - ac Js <2¢0TCIOQ1 + ¢1Tq0) dl' = 2Re /_ FluoluordT. (2.74)

Dado que los integrandos del lado izquierdo no son funciones de (, se puede aplicar el

teorema fundamental del cdlculo para llegar a

Bz — us [(uoo — A)gi + (uso + A)ql_} =1Im /_O; (F[too|tioe — Fluglug) dT (2.75)

y
2AB) 7 + 1, [(us — Ay + (oo + A)diy| = —2Re / FlulutpdT. (2.76)
Ahora tratamos con la evolucién del centro de la energia
& / — |u*)dt = —Im /Oo wuydt + 2eIm /OO t (Fluoo)tine — Flulu®) dt, (2.77)

que después de transformar al marco de referencia en movimiento, ahora es

d [ ¢ 00
d(/ (T +/ Ads + t0> (u?, — |ul?)dt = —[m/ wupdl + 2eIm
00 0 —c0

/o:o <T+/0C Ads—|—t0> (Flttoo] s — Flu]u)dT,

Después de reorganizar algunos términos, se tiene
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CZ/O:OT@; . yu|2>dT (2.78a)

¢ oo o]
+ (/ A+ to) ;é/ [uZ, — |u|?)dT — 26]m/ (F[uoo]uoo - F[u]u*)dT (2.78b)
0 —o0 —o0
+ A/OO {ugo — |u|2]dT +Im /OO uwpdT (2.78¢)
— ety /OO {ugo - |u]2]dT +2¢Im /OO T[F[uoo]uoo _ F[u]u*} dT. (2.78d)
La ecuacién (2.78a) nos da
d e 2 2 + —
dg/ T(uoo - ‘u’ )dT = —2 SR(uoo - A)Ql + SL(“OO + A>q1 }uoo- (279)

Los términos de la ecuacién (2.78b) da la ecuacion de la energia y se cancelan. Los términos
de la ecuacion (2.78c) se calculan hasta O(¢) utilizando los resultados anteriores integrando

la ecuacién de energia y momento (2.76)

E(Z)=2B -2

Sr(Z)4i = SL(Z)q7 |use + €Er(Z) + O(e),

1(2) = ~2AB — .| Sn(2)6, - Su(Z)én] + €hi(Z) + O().
Reuniendo todo en términos de Z = e( arroja
2Bty =2¢lm | Z T(F[uoo]uoo _ F[uo]u;;) dT + AeEy(Z) + eL(Z) (2.80)
+ [Quio[SR(uOO — A)qi" + Sp(uee + A)ar ] + 2usc A[Sra — Spar |+

+ U3 [Sréi; — smm].
Después de algunas cancelaciones y en términos de O(1)

2[Srqy + Spay ] + [Srir — Spéir] =0 (2.81)
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los términos O(o0) que incluye tyz y los términos de energia y momento de orden superior
que no han sido determinados. Las ecuaciones (2.65), (2.70), (2.75), (2.76) y (2.81) se

puede ahora usar para resolver los 6 pardmetros ¢, ¢5;(= ¢17), Ay 0o.

d
Tl = Im(Flus)), (2.82a)
d = .
2B—-A = Re / FlugluiydT, (2.82h)
d oo .
Uoo 700 = By — ]m/ (F[uoo]uoo - F[uo]u0> dT + Re (F[uoo]>, (2.82¢)
L ooz + Aoz
P M 14 2.82
n=5 Uso — A (2.82d)
_ looz — Doz
WA (282¢)
ir = 241, (2.82f)
brr = 24y, (2.82g)
By = Yooz = Adz. (2.82h)
B
2AB; —2BA _
Doz = =, (2.82i)

Se han agregado las ecuaciones (2.82h) y (2.82i) a la lista ya que ha menudo es mas
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facil usar estas formulaciones para B y A¢q explicitamente y luego tomar derivadas.

Combinando las ecuaciones (2.70) y (2.76)

2(AB), + u, {(uoo ~ AV (s + A)dTp| = 4BAy, (2.83)
que puede reescribirse como
5 d
24B; ~2BA; +ul 3o {qﬁl(SR) - ¢1(5L)] —0. (2.84)
Si definimos A¢; como
A ¢ = ¢1(Sk) — 1(5L), (2.85)

entonces €¢; es el cambio de fase a través del estante. Sustituyendo esta definiciéon junto

con (2.82i) en la ecuacién (2.84) llegamos a

d d

Por tanto, el cambio de fase total en la energia interior permanece constante, lo que es
consistente con nuestro resultado anterior de que A¢s (el cambio de fase de —oo a 00)

permanece constante para todas las perturbaciones.

2.2.7. tyz y términos de orden superior

Para encontrar el pardmetro final ¢y, empleamos los términos de correccion de primer
orden, Buscamos una solucién en serie de la ecuacién (2.11) de la forma u = ug+euy +O(€?)

y para O(e) tenemos
: 1o 2 2 2\, % _ :
iup, + ( — 28t + 2|ug|® — uZ, Jur + (ug)uy = Flug] — tugz. (2.87)

Después de cambiar variables al marco de referencia movil T =t — [§ A(es)ds — tg, z = ¢

tenemos
1
iu1e + ( —iA0r — 58% + 2|u)* — uio)ul + (ug)ut = Flug] — iugy. (2.88)
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Aqui

. B A B .
upz = Aze'” + fZ (Uo — Aew) + UOT( —toz + BZT> +100200. (2.89)
Si buscamos soluciones estacionarias (52 = 0>, esto puede ser escrito como un sistema de

ecuaciones diferenciales acopladas de orden 2

Re[ul] RG[F[U()] - inZ]
donde U, = y  Glug| = : (2.91)
[m[ul] Im[F[Uo] — iUQZ]
—20%+(3A%+ B? tanh(BT) —u%) Adp+2AB tanh(BT)
I— (2.92)
—Adp+2AB tanh(BT) — 302+ (A? + 3B? tanh(BT) —u?)

En el limite A — 0, este sistema se desacopla en 2 ecuaciones diferenciales de orden 2
y que dan dos soluciones estrictamente reales y dos soluciones estrictamente imaginarias.

Para cada solucion que se encontré para A = 0, asumimos que existe una solucién para

UR
A # 0 que difiere solo en direcciéon perpendicular; es decir, si Uy = se satisface la
0
URr
ecuaciéon (2.92) con A = 0; entonces existe uy tal que Uy = satisface la ecuacion
ur

(2.92) con A # 0; es decir solo cambia el segundo componente y, por lo tanto, el sistema
se reduce a la ecuacién de segundo orden que es consistente con las ecuaciones restantes.

Bajo esta suposicion, encontramos un conjunto completo de soluciones homogéneas
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0 Btanh(BT)
Un = ) Uiz = ) (2.93a)

sech?( BT) —A

B(BT tanh(BT) — 1)
Ups = (2.93b)

A( — BT + }BTsech®(BT) + gtanh(BT))

— A‘é’fgg cosh? (BT)

Uy = (2.93c)
3BTsech®(BT) + 4tanh(BT) cosh(2BT)

y usando la variaciéon de parametros, podemos obtener una solucién particular, Uy, para

el forzamiento Guy.

Después de combinar la parte real e imaginaria, la soluciéon completa de la ecuacién

(2.88) viene dada por

Up = Crupy + Collya + CaUyz + Catly + Ugp, (2.94)

donde ¢y, ¢2,¢3 ¥ ¢4 son funciones de Z y uy, es dependiente de ¢y que ain esta por
determinar. Tomamos ¢4, = 0 para eliminar el crecimiento exponencial en uy4 y separar la

contribucién de tyz que aparece linealmente en la soluciéon particular wuy,

(1) (2)

Uy = C1ug1 + CoUz + Cuig + tozUy, + Uiy, (2.95)
donde
(1) : 2 A
uy, =1 —1i|BTsech”(BT) + tanh(BT) B (2.96)
tal que uﬁ) no le queden incégnitas.

Poner u; en términos de la funciéon de la magnitud y la fase qo, q1, ¢o v ¢1, expandimos
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nuestra aproximacién previa para u

u = (go + €qu)e" @) = goe'® + 6(611 + i¢1Qo> e+ O(€%), (2.97)
de modo que
ug = qoe'?), (2.98a)
uy = (q1 + iqod1)e’™, (2.98b)
up = |q1 cos(¢o) — qoh1 sen(gbo)} + i[ql sen(¢g) + qoo1 cos(do) |, (2.98¢)

Observando el comportamiento asintético de la solucién u; cuando ¢ — +o00, encon-

tramos la ecuacion
+ + ot
uyr = —¢ip(£B) + idip(A). (2.99)
Ya que ujip, wior ¥y Uipr van a cero en el limite ¢ — +oo, la ecuacién anterior puede ser

usada para encontrar cs.

Con esto, ahora podemos encontrar una ecuaciéon diferencial de segundo orden para t,

a partir del Hamiltoniano en O(¢?)

d d o
%Hl + d—CHQ = — duoo Im[Flus]| Re /_OO uouidT
4 2Re / " Fluojus,dT, (2.100)

—24Re | ” (F[uo]u;T + F'lug] [ul]uST) dr,

donde

Flug][ua] = jEF[uo +ew). (2.101)

En el lado izquierdo tenemos la evolucién lenta de los términos O(e) y la evolucion

rapida en los términos O(e?). H; es dependiente en ug y u; y esta dado por
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H, = /OO {RG(UOT@T) + (ugo - |u0|2>Re(uou%)} dT. (2.102)

—00

H, es dependiente de g, u; v la correccién uy de orden €? Sin embargo, como antes, asu-
mimos una solucién estacionaria (en el marco de referencia movil) us, entonces la derivada
de H, con respecto a la variable rapida de evolucién ¢ depende solo del comportamiento

asintotico de ug, uy y esta dado por

d _ _
d—gHz = dul \uo (g + a7%) — Alg — ¢17)|. (2.103)

Aunque no es inmediatamente obvio, encontramos que ¢; y ¢, no contribuyen al Hamil-
toniano en la ecuacién (2.103), asi que t es la unica incégnita. Tomamos £,(0) = 0y
para encontrar la condicién inicial adecuada tyz(0), requerimos que el Hamiltoniano sea

representado por Hy a z = 0, es decir, los términos de orden superior son inicialmente cero
H,(0) =0. (2.104)

Nuestra prediccion para tq difiere mucho de la dada por métodos basados en el llamado
conjunto completo de funciones de Jost al cuadrado. Esta discrepancia puede explicarse
parcialmente por el supuesto de que la funcién de Jost al cuadrado forma una base para
el espacio de solucién de la ecuacion (2.88).

Las eigenfunciones se encuentran en la teoria de dispersién inversa para la NLS de des-
enfoque, sin embargo, hemos resuelto explicitamente el primer término de correcciéon y
encontramos que la solucién tiene un estante en expansién. De esto deducimos que las

funciones de Jost al cuadrado asociadas al solitén son una base insuficiente.
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2.2.8. Amortiguamiento lineal

Aplicamos ahora los resultados obtenidos en la seccién al caso de amortiguamiento
lineal

Flu] = —ivu, (2.105)

que fue a la vez uno de los primeros ejemplos comunmente utilizados en el estudio de los
solitones oscuros perturbados.

En este ejemplo, se tiene un fondo en movimento, que al resolver la ecuacion:

jzuoo = elm[F[us)l, (2.106)
nos da
d

A partir de las ecuaciones (2.82), se pueden determinar los pardmetros del solitén que

varia lentamente

B N (U £ A)

Az = —vA, 0oz = ’yiuoo’ Q1 = ’Ym, (2.108a)
T = 7 Buw b0 =" Buw (2.108b)
A(0)
tozz = —t 2 toz(0) = Yot 2.108
027 Ytoz + 5Bu.’ 0z(0) 72B<0)u00(0> ( c)

En la figura 2.5 muestra que la teoria asintotica predice bien la existencia de un estante
elevado y la dinamica del borde del estante. El método aproxima con precision la altura
del fondo y el valle del solitén. Como se predijo, los intentos previos de utilizar el método
de dispersion inversa no son adecuados es por esto que no se habia obtenido informacion

de to.
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20

Figura 2.5: Borde del estante; Fu] = —iyu (ver [75]).
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Ecuacién no lineal de Schrodinger generaliza-

da

3.1. Dinamica de solitones en la ecuacion no lineal de Schrodin-

ger generalizada

Como se mencion6 anteriormente, la ecuacion no lineal de Schrédinger surge cuando se
describen pulsos de duracién de picosegundo en fibras 6pticas. A medida que la duracién
del pulso disminuye, los resultados de la ecuacion NLS no son confiables, por lo tanto la
ecuacién NLS debe generalizarse. Para ello, Kodama [76], propuso una ecuacién no lineal

de Schrodinger generalizada, la cual es
iy + Ugy + Uuu? + i (Upge + Brg|u|® + Bouut) = 0, (3.1)
donde u,, es la velocidad de grupo de dispersion, u|u|? es la ley no lineal de Kerr, .,

es el tercer orden de dispersion.

Potasek y Tabor [77] encontraron soluciones tipo solitén de la ecuacién (3.1) utilizando
ansatz. En Kumari [78] emplearon el método eliptico de Jacobi a la ecuacion no lineal de
Schrodinger generalizada.

El objetivo es encontrar solitones y estructuras elipticas de Jacobi de la ecuaciéon no lineal
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de Schrodinger Generalizada (GNLS-e.) mediante la aplicacion del Método de Expansién
Eliptica de Jacobi Modificado [79]- [82] (MJEEM por sus siglas en inglés) e investigando
la dinamica de sus ondas de soliton.

El Método

Consideremos

F(u,u o u")....) =0 (3.2)

como una ecuacion diferencial ordinaria no lineal.

Basado en [83], se elige la siguiente serie como la solucion de la ecuacién (3.2)

AR S (3 1= J(¢) ,
u(ﬁ) _CO+12:1<1—|—J2(§)) (czl—}—JZ(f) +d11—|—J2(§)>7 cn O dN#O, (33)

donde ¢, ¢; y d;i(1 <i < N) son incégnitas, N es el nimero de balance y J(£) como una

funcién eliptica de Jacobi que satisface
2
<J’(§)) — D+ EJ(€) + FJA(¢). (3.4)

La ecuacién eliptica de Jacobi (3.4) dependiendo de D, E'y F se admiten las siguientes
soluciones exactas (ver Tabla 3.1):

Las funciones eliptica de Jacobi tienen las siguientes caracteristicas

L.sn?(&) + en?(€) = 1.
2.sn(&) = sn(&, m) — tanh(§) cuando m — 1.
3.ns() = <sn(§,m))1 — coth(§) cuando m — 1.

Solitones y las Estructuras Elipticas de Jacobi

Se obtendran las estructuras elipticas de Jacobi empleando el MJEEM. Para ello, se

aplica la siguiente transformacién

u(x,t) = U(€)er2m2t) ¢ = ko — it (3.5)
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Tabla 3.1: Ecuacion (3.4) y sus soluciones de funciones elipticas de Jacobi.

No.| D E F | JE)
1 1 —(1+m?) | m* |sn(§)
2 | 1—m?| 2m*> =1 | —m?® | cen(€)
3 m? | —(m*+1) 1 ns(&)
4 | —m? | 2m2—1 | 1—m? | ne(©)

a la ecuaciéon GNLS. Se ha obtenido que

w = = (iU (§) + ml'(€))e =,
Upe = (2ik1 kU (&) — KEU(E) + 12U (€))elr2r—r2t)
ulul* = U3(€)elrzr—rat)
Ugpe = (—iK3U(€) + 3ir2koU" (&) — 3ry k32U (€) + KIU (€))el 22t
ugluf? = U(€)(iraU (€) + raU' (€))7 2,

wtuy = UX(€)(=imaU (€) + mU'(§))e! 0.
Las relaciones anteriores junto con la transformacién producen

K3(—3aky + DU (&) + (ard — k2 + 1)U (&) + (1 — ka(B1 — B2))U3(€) = 0, (3.6)

aky(By + B2)U' (E)U () + (—3akyks + 2k1k2 — 1)U’ (€) + ariU" (€) = 0.
Después de integrar la segunda ecuacion con respecto a &, obtenemos
1
ariU" (&) + (=3ak ks + 2K1k9 — V)U(E) + gam(ﬁl + Bo)U?(€) = 0. (3.7)

Comparando términos correspondientes en la ecuacién (3.6) y la ecuacion (3.7) se obtiene
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como resultado

arky — 1
Ko = —
2 SOé 9
8043/5;’ + 2700y — 6ok, — 2
V= — ;
270
_ =3+ 81— [
2k1 3, '

Ahora basta resolver la ecuacién (3.6) con las condiciones anteriores.

Debido a la ecuacion (3.6) y sus términos especiales, es decir, U”(£) y U3(£), tenemos
que N = 1.

Se recomienda una estructura no trivial de la siguiente manera

J(§) +61—J2(§)
1+ J2(6) 21+ J2(€)

Cy = dl, (38)

los cudles ¢y, ¢ y ¢2 se determinan en el proceso de solucion y J(§) es una funcién elipti-
ca de Jacobi. Sustituyendo la estructura no trivial (3.8) en la ecuacién (3.6) y aplicando
calculos simbélicos se adquiere un sistema no lineal de tipo algebraico cuya solucién arroja

Para D =1,FE = —(m?+ 1) y F = m?, los resultados son

L oo = 0,00 = 24,/—6(B; + B2) k1,00 = 0,10 = —(k3(2175} — 651823, + 639533 —
22133 — 195352 + 390631 3, — 19172 + 58593; — 58593, — 5859))/ (5482(32 — 231 By + 32 —
651 + 652 +9)),m =1,

IL o= 0,1 = 0,c, = £2V6,/(51 + Bo)hn, 10 = (K3(1075F — 321635, + 3336, 2 —
10333 — 96332 + 192631 B, — 99932 + 28893, — 28893, — 2889)) /(5405 (2 — 2135 + B2 —
651 + 652 +9)),m =1,

L oo = 0,c; = +2/=6(B1 + B2) kr,ea = VB /(B + o) tkavn = — (k3558 —
16532 3+ 1533132 — 5933 — 49532+ 9903, 3, — 45932 + 14853, — 14853, — 1485)) /(54352 —
26182 + 3 — 661 + 682 +9)),m = 1.
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Ya que J(§) = sn(&) y sn(&,1) — tanh(&), entonces, las soluciones exactas de la

ecuaciéon GNLS son las siguientes

8a35i’+27azuz—6a51—2
tanh (lill' + Syl t i(_ anslalx_y2t>

2 8a35?+27a2ug—6an1—2 ’
1 4+ tanh (lﬁl’ + y7o? t

uyo(x,t) = i4\/ (B1+ B2) tky

con vy en I,

1-— tanhZ <Ii1{L‘ + 8a li1+272a7:22 6okl — 2t> Z( a%lx V2t>
usa(®,t) = +2/6 (B1+ B2)tka 8aBk3+27a2us—6 5\ € )
1+ tanh? (/ill' 4 Kyt 2047:227 Ky — t)
V9 €en 11
tanh (/ﬂ)lx + 80‘3“‘i’+27;c72:22—6a51_2t>
us6(x,t) = j:2\/ (Br 4 B2) "1k .

2 8043/%:;’—&-270421/2—604&1—2
1+ tanh (mx + Fro? t

2 8a? n 3427020y —6ak —2
]_ — tanh (le + 2702 t)] i(an; 1:13 I/Qt)
e

2 8a3n‘1’+27a21/2760m1 —2
1 + tanh </€1x + o t

)

+ \/6\/ (B1 + B2)~tky

vy en IIL

Discusién de Resultados

Se obtuvieron soluciones exactas de la ecuaciéon no lineal de Scrodinger generalizada en
presencia de la velocidad de grupo, la dispersién de tercer orden y diferentes no linealidades
usando el MJEEM. Aqui se investiga el efecto de los parametros no lineales como lo son
b1y [Bo sobre las caracteristicas dinamicas del soliton oscuro, y para ello consideramos el
siguiente conjunto de valores:

1- 81 =15,=15y rk; =0.1

2.- Bl = 2.5,52 =1.5 Y R = 0.1
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Figura 3.6: Solitén oscuro para 5, = 1.5, 8, = 1.5 y k1 = 0.1.

0.06
0.04
ul

0.02

0.00

Figura 3.7: Solitén oscuro para 5, = 2.5, 0, = 1.5 y K = 0.1.
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3-B1=15,8=35y Kk =0.1

Figura 3.8: Solitén oscuro para 5, = 1.5, 6, = 3.5y K = 0.1.

Entonces podemos notar que el ancho del soliton oscuro aumenta cuando [5; o [
aumenta y la amplitud del soliton oscuro disminuye en el aumento de 5, o fs.
Estos resultados brindan formas de controlar la evolucién dindmica de las ondas tipo
soliton en la ecuacion GNLS que involucra la dispersion de la velocidad de grupo, la

dispersion de tercer orden y diferentes no linealidades.

3.2. Ecuacién no lineal de Schrodinger perturbada

La ecuacién (1.20) tambien es conocida como ecuacién no lineal de Schrédinger inte-
grable que representa el régimen de dispersion anémalo y el régimen de dispersién normal.
Estas ecuaciones se utilizan para abordar paquetes de onda débilmente no lineales y dar
solitones de envolventes brillantes y oscuras.

Entre las ecuaciones GNLS, el de particular interés son las ecuaciones no lineales per-
turbadas. Las formas generalizadas de la ecuaciéon NLS han atraido muchos trabajos de
investigacion de las matematicas, la ciencia y la aplicaciéon fisica de la optica no lineal,
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entre otras.

El modelo de Sasa-Satsuma [84] cubre el efecto de las perturbaciones y se han utilizado
para caracterizar modelos de pulsos ultracortos. La ecuacién integrable de Sasa-Satsuma
es

1
iug + o Uaa + u|u)? + i(Upee + 6|u*uy + 3u(jul?),) = 0. (3.9)

La ecuacién (3.9) presenta aplicaciones cientificas como la dindmica de ondas de agua
profundas [84]- [86], en medios dispersivos no lineales [87]- [91]. La ecuacién de Sasa-
Satsuma interpreta la propagacion de pulsos ultracortos y de femtosegundos en fibras

Opticas.

Consideremos una ecuacion de Schrodinger no lineal perturbada generalizada, con no

linealidad resultado de la ley de Kerr
iUt + iUy + Tollyy + ulul? — i(aux — b(u|ul?), — cu(|u|2)m> + Uggzz — Uyyyy = 0, (3.10)

donde a,b,c,r; y ry son parametros reales. La ecuacion PGNLS contiene términos de
dispersiéon de cuarto orden, los términos de desplazamiento de frecuencia propia y los

términos que describen la profundizacién automatica en las direcciones x y .

La ecuaciéon no lineal de Schrodinger perturbada explica muchos fenémenos fisicos y
opticos, como las comunicaciones en fibras épticas, las ondas de agua pocos profundas, en
los condensados de Bose-Einstein, etc. En base a esto es de gran importancia encontrar

soluciones exactas de estas ecuaciones.

Encontremos las soluciones de solitones oscuros para la PNLS (3.10), donde dichas

soluciones pueden establecerse como

u(zx,y,t) = Rtanh(ax + By — pt)e @@ HAy=20, (3.11)
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donde R, «, B,y A son constantes. Sustituyendo (3.11) en la ecuacién (3.10) y coleccio-
nando los coeficientes de funciones hiperbdlicas obtenemos un sistema de ecuaciones. Al

resolverlo conduce a los siguientes resultados

R =R, (dejado como parametro libre)

w=p, (dejado como parametro libre)

A=a®+p,
2 _
o= 201 (3.12)
a
b 20 + R?
 aR?
3(2a% + R?)
o=
20R%
a=pf.

Consecuentemente, obtenemos las siguientes soluciones de solitones oscuros
u(z,y,t) = Rtanh(az + ay — pt)e @@= +m0), (3.13)

vélido en las condiciones derivadas anteriormente (3.12) y cuya gréfica es

Figura 3.9: Soliton Oscuro con a =1y R = 1.

Estos resultados son prometedores para avanzar en el estudio de ecuaciones extendidas
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que incluyen derivadas de orden superior, este resultado son de particular interés para

explicar la dinamica de las ondas en modelos con pulsos ultracortos.

3.3. Ecuacion de Schrodinger con no linealidades cibico-quintico

y séptico

La ecuacién de Schrodinger no lineal (NLS) aparece en otras formas de no linealidades,
como en el caso de la cibica-quinta(CQ), cibica-quinta-séptica(CQS), la ley potencial, las
no linealidades logaritmicas y una variedad de otras formas. Recientemente se ha encon-
trado mucho interés en la investigacion de soluciones explicitas no triviales a ecuaciones
NLS con no linealidades moduladas en el tiempo y en el espacio debido a sus aplicaciones

en la teoria de campo medio.

De acuerdo a los estudios, los modelos de dimensiones superiores son muy realistas al
describir fenémenos fisicos y 6pticos no lineales, como la propagacion de pulsos opticos
ultracortos [92], etc. La ecuacion (1.20) incluye solo la dispersion de velocidad de grupo y
la modulacion de fase propia y estos brindan una propagacion de pulso de solitéon oscuro
para los medios andémalos y normales.

Entonces, se necesita una ecuacion de Schrodinger no lineal de orden superior, que deberia
incluir no linealidades cibica-quinta, para modelar la propagacién de pulsos épticos en
régimen Opticos altamente no lineales. Sin embargo, cuando la saturaciéon es muy fuerte,
se necesita el uso de las no linealidades ctibico-quinto-séptico para explicar la estructura

de la saturacion fuerte [93]- [96].

Consideremos la ecuacion NLS altamente dispersiva, con indice de refraccion cibico-
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quinto-séptico(CQS)

iut + PUgs + qUyy + rUy, + CL’LL|U|2 + bu|u|4 + Cu|u|6 + Uzzze + Uzzzzzs = 07 (314)

donde a,b y ¢ representan los coeficientes de las no linealidades cibica-quinta-séptica,
respectivamente. Los coeficientes p, ¢ y r son parametros relacionados con la dispersién de
velocidades de grupo.

La ecuacién (3.14) describe la propagacion de pulsos épticos ultracortos en medios
altamente no lineales. Nos enfocanos en la no linealidad de orden superior y la dispersién
de sexto orden, mediante la biisquedad de soluciones de solitones oscuros en un medio que
comprende efectos no-Kerr CQS.

Para determinar las soluciones de solitones oscuros para la ecuacién (3.14), asuminos

que dichas soluciones tiene la siguiente forma

u(z,y, z,t) = ptanh(ax + By 4+ v2)e™, (3.15)

donde «, 3,7, y A son constantes. Susituyendo (3.15) en (3.14) y juntando los términos

de tanh’, i = 0,2, 4, 6 obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

720a° + cu® = 0,
—1680a’ + 24a* + byt = 0, (3.16)
12320 — 400t 4 2pa? + 2¢B% + 2ry* + ap® = 0,

2720° — 16a* + 2pa® 4 2¢B% + 2ry* + X = 0.
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Resolviendo el sistema, se obtiene

i = (dejado como pardametro libre),

A\ = —272a% + 160! — 2pa® — 2¢B% — 2rv?,

2(616a° — 200t + pa? + qB% + rv?)

a=— E , (3.17)
24a*(70a% — 1)
b= i ,
7200°
Cc= —

)

6
L
donde p,q y r son tomados en cuenta como parametros libres. Consecuentemente, obte-

nemos las siguientes soluciones de solitones oscuros
w(z,y, z,t) = ptanh(az + By + z)el 7220 +160"=2pa® 2957 =2 ")t. (3.18)

vélido en las condiciones derivadas en (3.17).

La ecuacién no lineal de Schrodinger de sexto orden con no linealidades ctibicas-quinta-
séptica, caracterizada por términos de dispersion de cuarto y sexto orden ha modelado la
propagaciéon de pulsos épticos ultracortos en medios altamente no lineales; este modelo
contiene muchos tipos de diferentes no linealidades que sutgen en diversas aplicaciones de
la 6ptica no lineal. Con el anzats de solitéon oscuro, bajo restricciones relacionadas con
los coeficientes de las no linealidades CQS, estos resultados son de particular importancia

para explicar la dinamica de las ondas en un material no lineal.
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Conclusiones

4.1. Conclusiones

En el presente trabajo se exponen las ideas fundamentales de la teoria de pertur-
baciones y su aplicacion en sistemas no lineales descritos por la ecuacién no lineal de
Schrodinger generalizada. En particular, se aplicarén estos métodos en problemas actuales
de la fisica matatematica. Se estudiarén las condiciones necesarias para el surgimiento
de soluciones soliténicas de la ecuacién no lineal de Schrédinger (NLSE) y la ecuacion
no lineal de Schrodinger generalizada (GNLSE), como lo son la soluciones de solitones
brillantes y grises, pero principalmente soluciones de solitones oscuros. En general, dichas
soluciones solitonicas evolucionan de manera adiabatica cuando se encuentran inmersa en
un medio o por accién de perturbaciones mecanicas, lo cual lleva al andlisis perturbativo
de solitones. Contrario al caso del estudio de la evolucién de solitones brillantes en siste-
mas gobernados por la ecuaciéon no lineal de Schrédinger y su familia de ecuaciones, la
evolucion de solitones oscuros sigue siendo poco conocida. Razén por la cual el presen-
te estudio es de vital importancia para comprender diversos fenémenos que aparecen en
diversas ramas de la fisica actual como: 6ptica no lineal, condensados de Bose-Einstein,
en la teodria de plasmas de Einstein-Maxwell dentro de la relatividad general, la dinamica

de biomoléculas por mencionar algunos. El objetivo del presente fue analizar la evolucién
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de solitones oscuros en la ecuacién no lineal de Schrodinger generalizada. Lo anterior nos
condujo al estudio de métodos perturbativos modernos como lo son los métodos directos,
quasi-analiticos y analiticos y, su posterior aplicacién a diversas formas de la ecuacién
no lineal de Schrédinger generalizada. En particular, se analizarén la evolucién de soli-
tones oscuros en la ecuacién de Schrodinger con no linealidades ctbica, cibica-quinta,
cubica-quinta y séptica, entre otras. El presente trabajo no solo presenta una exposicién
detallada de métodos perturbativos modernos, sino que también los amplia y puede servir

como punto de partida para nuevas investigaciones y aplicaciones.

4.2. Analisis prospectivo

El actual trabajo de tesis presenta una clara y detallada exposicion acerca del panorama
actual de los métodos perturbativos directos aplicados a sistemas no lineales. En particular,
se emplean para analizar la evolucion de solitones oscuros en sistemas gobernados por
la ecuaciéon no lineal de Schrodinger generalizada. Dicha ecuacion diferencial no lineal
aparece en diversas areas de la fisica matematica. La comprension de la evolucion de
estas estructuras no lineales es de vital importancia en el estudio de las pinzas Opticas
y en la interaccién de impulsos nerviosos en el fluido axoplasmatico cuando se presenta
un cambio de fase en la neurona. La aplicacion potencial de los métodos expuestos en el
presente trabajo pueden extenderse a la mayoria de ecuaciones diferenciales no lineales. En
particular, el interés en métodos asintéticos basados en las funciones elipticas de Jacobi
se ha incrementado y podrian ser fundamentales para encontrar respuestas a problemas
actuales como son el estudio de la superconductividad anémala en el grafeno o velocidades

superlimicas.
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gresos, seminarios y se publicé un capitulo de libro relacionado con los temas aqui tratados.

= Ponente en el II SIMPOSIO NACIONAL “Retos en Fisica Nuclear y Procesos No
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F” en la Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma del Estado de México.

= Participacion en la XXVIII ESCUELA DE VERANO EN FISICA, organizada por el
Instituto de Fisica, el Instituto de Ciencias Fisicas y el Posgrado de Ciencias Fisicas

de la UNAM,; del 21 de Junio al 2 de Julio de 2021.

= Participacion en la 5% Escuela de Superconductividad, organizada por el Instituto de
Ingenieria de la UNAM, el Instituto de Fisica de la UNAM vy el Instituto de Fisica

de la Benemérita universidad Autéonoma de Puebla; Noviembre del 2021.

» Participacion como asistente en el X Congreso Regional de ()ptica, CReO 2021,

organizada por el capitulo estudiantil OSA /SPIE-CICESE.

» Participacion en el LXV CONGRESO NACIONAL DE FISICA, celebrado en Zaca-

65



tecas, Zacatecas del 2 al 7 de octubre de 2022.

» Participacion y acreditacién del curso Ofimética: Excel Intermedio-Avanzado, sep-

tiembre del 2022.

= Autor principal del capitulo “El método de expansién F generalizado” del libro “Re-
tos de Fisica Nuclear y Fenémenos no lineales”, 1° ed., McGraw Hill; Toluca, Estado

de México: Universidad Auténoma del Estado de México, 2023.

66



Bibliografia

1]

Zabusky, N. J.,; & Kruskal, M. D. (1965). Interaction of solitons in a collisionless

plasma and the recurrence of initial states. Physical review letters, 15(6), 240.

Hasegawa, A., & Tappert, F. (1973). Transmission of stationary nonlinear optical
pulses in dispersive dielectric fibers. I. Anomalous dispersion. Applied Physics Letters,

23(3), 142-144.

Lentz, E. W. (2021). Breaking the warp barrier: hyper-fast solitons in Einstein—

Maxwell-plasma theory. Classical and Quantum Gravity, 38(7), 075015.

Luo, Z. H., Pang, W., Liu, B., Li, Y. Y., & Malomed, B. A. (2021). A new form of

liquid matter: Quantum droplets. Frontiers of Physics, 16(3), 1-21.

Cabrera, C. R., Tanzi, L., Sanz, J., Naylor, B., Thomas, P., Cheiney, P., & Tarruell, L.
(2018). Quantum liquid droplets in a mixture of Bose-Einstein condensates. Science,

359(6373), 301-304.

Paredes, A., Salgueiro, J. R., & Michinel, H. (2022). On vortex and dark solitons in
the cubic-quintic nonlinear Schrédinger equation. Physica D: Nonlinear Phenomena,

133340.

67



[7] Michinel, H., Salgueiro, J. R., & Paz-Alonso, M. J. (2004). Square vortex solitons with

a large angular momentum. Physical Review E; 70(6), 066605.

[8] Kolomeisky, E. B., & Sarabamoun, E. (2020). Solitons in the Einstein universe. Phy-

sical Review D, 101(4), 043515.

[9] Saxena, A., Kevrekidis, P. G., & Cuevas-Maraver, J. (2020). Nonlinearity and topology.

Emerging Frontiers in Nonlinear Science, 25-54.

[10] Agtiero, M., & Alvarado, R. (1999). On certain symmetries of the nonlinear Schrodin-

ger equation. Journal of Physics A: Mathematical and General, 32(3), 493.

[11] Akhmediev, N. (2021). Waves that appear from nowhere: complex rogue wave struc-

tures and their elementary particles. Frontiers in Physics, 8, 612318.

[12] Serkin, V. N., Belyaeva, T. L., Alexandrov, I. V., & Melchor, G. M. (2001, April).
Novel topological quasi-soliton solutions for the nonlinear cubic-quintic Schrédinger
equation model. In Optical Pulse and Beam Propagation IIT (Vol. 4271, pp. 292- 302).

SPIE.

[13] Agiiero Granados, M. A., & Serkin, V. N. (2020). Introduccién a la teorfa de solitones.

Ediciones y Graficos Eén, SA de CV.

[14] Hasegawa, A. (1989). Optical solitons in fibers. In Optical solitons in fibers (pp. 1-

74). Springer, Berlin, Heidelberg.

[15] Torres, O. P., & Granados, M. A. (2016). Exact traveling wave solutions in the coupled
plane-base rotator model of DNA. International Journal of Non-Linear Mechanics, 86,

8-14.

68



[16] Kartavenko, V. G. (1984). Soliton-like solutions in nuclear hydrodynamics. Sov. J.

Nucl. Phys.(Engl. Transl.);(United States), 40(2).

[17] Hacinliyan, 1., & Erbay, S. (2004). Coupled quintic nonlinear Schrédinger equations
in a generalized elastic solid. Journal of Physics A: Mathematical and General, 37(40),

9387.

[18] Arshad, M., Seadawy, A. R., & Lu, D. (2017). Exact bright—dark solitary wave solu-
tions of the higher-order cubic—quintic nonlinear Schrodinger equation and its stability.

Optik, 138, 40-49.

[19] Seadawy, A. R., Rizvi, S. T., Mustafa, B., Ali, K., & Althubiti, S. (2022). Chirped
periodic waves for an cubic-quintic nonlinear Schrodinger equation with self steepening

and higher order nonlinearities. Chaos, Solitons & Fractals, 156, 111804.

[20] Peng, Y. Z., & Krishnan, E. V. (2007). New exact solutions for the cubic-quintic

nonlinear Schrodinger equation.

[21] Belmonte-Beitia, J., & Cuevas, J. (2009). Solitons for the cubic—quintic nonlinear
Schrodinger equation with time-and space-modulated coefficients. Journal of physics

A: mathematical and theoretical, 42(16), 165201.

[22] Belyaeva, T., Agiiero, M. A. & Pavén, O. (2023). Retos de fisica nuclear y procesos

no lineales. McGraw- Hill/UAEMéx.

[23] Hasegawa A., & Kodama Y.(1995). Solitons in Optical Communications. Oxford series

in Optical and Imaging Sciences.

69



[24] Karpman, V. 1., & Maslov, E. M. (1977). Perturbation theory for solitons. JETP, 73,

237-559.

[25] Karpman, V. I.; & Solov’eV, V. V. (1981). A perturbational approach to the two-

soliton systems. Physica D: Nonlinear Phenomena, 3(3), 487-502.

[26] Karpman, V. L. (1979). Soliton evolution in the presence of perturbation. Physica

Scripta, 20(3-4), 462.

[27] Ablowitz, M. J., Kaup, D. J., Newell, A. C., & Segur, H. (1973). Nonlinear-evolution

equations of physical significance. Physical Review Letters, 31(2), 125.

[28] Ablowitz, M. J., Kaup, D. J., Newell, A. C., & Segur, H. (1974). The inverse scattering
transform-Fourier analysis for nonlinear problems. Studies in applied mathematics,

53(4), 249-315.

[29] Scott, A. (2006). Encyclopedia of nonlinear science. Routledge.

[30] Ao, S. M., & Yan, J. R. (2005). A perturbation method for dark solitons based on a
complete set of the squared Jost solutions. Journal of Physics A: Mathematical and

General, 38(11), 2399.

[31] Kodama, Y., & Ablowitz, M. J. (1981). Perturbations of solitons and solitary waves.

Studies in Applied Mathematics, 64(3), 225-245.

[32] Pavon-Torres, O., Collantes C., J., & Agiiero Granados, M. (2021). Método quasi-
estacionario en el estudio de perturbaciones a las soluciones solitonicas de la ecuacion

no lineal de Schrodinger. CIENCIA Ergo-Sum, 28(2).

70



[33] Pavon-Torres, O., Agiiero, M., Belyaeva, T., Ramirez, A., & Serkin, V. (2019). Unu-
sual self-spreading or self-compression of the cubic-quintic NLSE solitons owing to

amplification or absorption. Optik, 184, 446-456.

[34] Zakharov, V. E. (1968). Stability of periodic waves of finite amplitude on the surface

of a deep fluid. Journal of Applied Mechanics and Technical Physics, 9(2), 190-194.

[35] Gurevich, A. (2012). Nonlinear phenomena in the ionosphere (Vol. 10). Springer Scien-

ce & Business Media.

[36] Balakrishnan, R. (1985). Soliton propagation in nonuniform media. Physical Review

A, 32(2), 1144.

[37] Zhao, W., & Bourkoff, E. J. J. B. (1992). Generation, propagation, and amplification

of dark solitons. JOSA B, 9(7), 1134-1144.

[38] Richardson, D. J., Chamberlin, R. P., Dong, L., & Payne, D. N. (1994). Experimental
demonstration of 100 GHz dark soliton generation and propagation using a dispersion

decreasing fibre. Electronics Letters, 30(16), 1326-1327.

[39] Yang, S., Zhang, Q. Y., Li, L., Jin, L., & Chen, S. C. (2022). Generation of dark
solitons in a self-mode-locked Tm-Ho doped fiber laser. Infrared Physics & Technology,

121, 104043.

[40] Maiden, M. D., Anderson, D. V., Franco, N. A., El, G. A.; & Hoefer, M. A. (2018).
Solitonic dispersive hydrodynamics: theory and observation. Physical review letters,

120(14), 144101.

71



[41] Yang, S., Zhang, Q. Y., Zhu, Z. W., Qi, Y. Y., Yin, P., Ge, Y. Q., ... & Zhang, H.
(2022). Recent advances and challenges on dark solitons in fiber lasers. Optics & Laser

Technology, 152, 108116.

[42] Lawrence, B. L., Cha, M., Kang, J. U., Torruellas, W., Stegeman, G., Baker, G., ... &
Etemad, S. (1994). Large purely refractive nonlinear index of single crystal P-toluene

sulphonate (PTS) at 1600nm. Electronics Letters, 30(5), 447-448.

[43] Wright, E. M., Lawrence, B. L., Torruellas, W., & Stegeman, G. (1995). Stable self-
trapping and ring formation in polydiacetylene para-toluene sulfonate. Optics letters,

20(24), 2481-2483.

[44] Stegeman, G. I. (2020). Applications of organic materials in third-order nonlinear
optics. In Nonlinear optics of organic molecules and polymers (pp. 799-812). CRC

Press.

[45] Lawrence, B. L., & Stegeman, G. I. (1998). Two-dimensional bright spatial solitons
stable over limited intensities and ring formation in polydiacetylene para-toluene sul-

fonate. Optics letters, 23(8), 591-593.

[46] He, J. R., Yi, L., & Li, H. M. (2014). Self-similar propagation and asymptotic optical

waves in nonlinear waveguides. Physical Review E; 90(1), 013202.

[47] Caplan, R. M., Carretero-Gonzalez, R., Kevrekidis, P. G., & Malomed, B. A. (2012).
Existence, stability, and scattering of bright vortices in the cubic—quintic nonlinear

Schrodinger equation. Mathematics and Computers in Simulation, 82(7), 1150-1171.

72



[48] Hao, R., Li, L., Li, Z., Yang, R., & Zhou, G. (2005). A new way to exact quasi-soliton
solutions and soliton interaction for the cubic-quintic nonlinear Schrédinger equation

with variable coefficients. Optics communications, 245(1-6), 383-390.

[49] Kumar, A., Sarkar, S. N., & Ghatak, A. K. (1986). Effect of fifth-order nonlinearity in
refractive index on Gaussian pulse propagation in lossy optical fibers. Optics letters,

11(5), 321-323.

[50] Gatz, S., & Herrmann, J. (1992). Soliton propagation and soliton collision in double-
doped fibers with a non-Kerr-like nonlinear refractive-index change. Optics letters,

17(7), 484-486.

[51] Agtiero, M. (2001). A note on grey solitons of the cubic—quintic Schrédinger equation.

Physics Letters A, 278(5), 260-266.

[52] Serkin, V. N., Chapela, V. M., Percino, J., & Belyaeva, T. L. (2001). Nonlinear tunne-
ling of temporal and spatial optical solitons through organic thin films and polymeric

waveguides. Optics communications, 192(3-6), 237-244.

[53] Yang, Q., & Zhang, J. F. (2005). Optical quasi-soliton solutions for the cubic-quintic
nonlinear Schrodinger equation with variable coefficients. International Journal of Mo-

dern Physics B, 19(31), 4629-4636.

[54] Dai, C., Wang, Y., & Yan, C. (2010). Chirped and chirp-free self-similar cnoidal
and solitary wave solutions of the cubic-quintic nonlinear Schrédinger equation with

distributed coefficients. Optics Communications, 283(7), 1489-1494.

73



[55] Jiang, L. H., & Wu, H. Y. (2011). Spatiotemporal self-similar waves for the (3+
1)-dimensional inhomogeneous cubic—quintic nonlinear medium. Optics Communica-

tions, 284(7), 2022-2026.

[56] Dai, C. Q., Wang, Y. Y., & Wang, X. G. (2011). Ultrashort self-similar solutions of
the cubic-quintic nonlinear Schrodinger equation with distributed coefficients in the
inhomogeneous fiber. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 44(15),

155203.

[57] Chen, Y. X., & Lu, X. H. (2011). Spatiotemporal similaritons in (34 1)-dimensional
inhomogeneous nonlinear medium with cubic-quintic nonlinearity. Communications in

Theoretical Physics, 55(5), 871.

[58] Dai, C. Q., Chen, R. P., & Zhou, G. Q. (2011). Spatial solitons with the odd and even
symmetries in (2+ 1)-dimensional spatially inhomogeneous cubic-quintic nonlinear
media with transverse W-shaped modulation. Journal of Physics B: Atomic, Molecular

and Optical Physics, 44(14), 145401.

[59] Zhang, J. F., Zhang, M. Y., & Dai, C. Q. (2012). Analytical nonautonomous soli-
ton solutions for the cubic—quintic nonlinear Schrodinger equation with distributed

coefficients. Optics Communications, 285(5), 755-760.

[60] Yan, Z., & Dai, C. (2013). Optical rogue waves in the generalized inhomogeneous
higher-order nonlinear Schrodinger equation with modulating coefficients. Journal of

Optics, 15(6), 064012.

74



[61] Loomba, S., Pal, R., & Kumar, C. N. (2015). Bright solitons of the nonautonomous
cubic-quintic nonlinear Schrodinger equation with sign-reversal nonlinearity. Physical

Review A, 92(3), 033811.

[62] Wang, P., Feng, L., Shang, T., Guo, L., Cheng, G., & Du, Y. (2015). Analytical soliton
solutions for the cubic—quintic nonlinear Schrédinger equation with Raman effect in

the nonuniform management systems. Nonlinear Dynamics, 79, 387-395.

[63] Pal, R., Goyal, A., Loomba, S., Raju, T. S., & Kumar, C. N. (2016). Compression
of optical similaritons induced by cubic-quintic nonlinear media in a graded-index

waveguide. Journal of Nonlinear Optical Physics & Materials, 25(03), 1650033.

[64] Yu, F. (2016). Nonautonomous soliton, controllable interaction and numerical simula-
tion for generalized coupled cubic—quintic nonlinear Schrodinger equations. Nonlinear

Dynamics, 85, 1203-1216.

[65] Chen, R. P., & Dai, C. Q. (2017). Vortex solitons of the (3+ 1)-dimensional spatially
modulated cubic—quintic nonlinear Schrodinger equation with the transverse modula-

tion. Nonlinear Dynamics, 90(3), 1563-1570.

[66] Chen, Y. X., Xu, F. Q., & Hu, Y. L. (2017). Bright spatial solitons in quintic-septimal
nonlinear media with two families of PT-symmetric potentials. The European Physical

Journal Plus, 132, 1-6.

[67] Arshad, M., Seadawy, A. R., & Lu, D. (2017). Exact bright—dark solitary wave solu-
tions of the higher-order cubic—quintic nonlinear Schrodinger equation and its stability.

Optik, 138, 40-49.

1)



[68] Inc, M., Yusuf, A., Aliyu, A. 1., & Baleanu, D. (2017). Optical soliton solutions for
the higher-order dispersive cubic-quintic nonlinear Schrodinger equation. Superlattices

and Microstructures, 112, 164-179.

[69] Nath, D., Roy, B., & Roychoudhury, R. (2017). Periodic waves and their stability in

competing cubic-quintic nonlinearity. Optics Communications, 393, 224-231.

[70] Zakeri, G. A., & Yomba, E. (2018). Solitons in multi-body interactions for a fully
modulated cubic—quintic Gross—Pitaevskii equation. Applied Mathematical Modelling,

56, 1-14.

[71] Wang, C. Y. (2018). The analytic solutions of Schrodinger equation with Cubic-

Quintic nonlinearities. Results in Physics, 10, 150-154.

[72] Chen, Y. X. (2018). Vortex and multipole coupled solitons in the spatially modulated
cubic—quintic—septimal nonlinear material. Computers & Mathematics with Applica-

tions, 76(9), 2119-2128.

[73] Sharafali, A., Nithyanandan, K., & Porsezian, K. (2019). Self-similar pulse compres-
sion by defective core photonic crystal fiber with cubic—quintic nonlinearities. Optik,

178, 591-601.

[74] Huang, D. J., & Zhang, H. Q. (2005). The extended first kind elliptic sub-equation
method and its application to the generalized reaction Duffing model. Physics Letters

A, 344(2-4), 229-237.

76



[75] Ablowitz, M. J., Nixon, S. D., Horikis, T. P., & Frantzeskakis, D. J. (2011). Pertur-
bations of dark solitons. Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical

and Engineering Sciences, 467(2133), 2597-2621.

[76] Kodama, Y. (1985). Optical solitons in a monomode fiber. Journal of Statistical Phy-

sics, 39, 597-614.

[77] Potasek, M. J., & Tabor, M. (1991). Exact solutions for an extended nonlinear

Schrodinger equation. Physics Letters A, 154(9), 449-452.

[78] Kumari, P., Gupta, R. K., Kumar, S., & Nisar, K. S. (2022). Doubly periodic wave
structure of the modified Schrédinger equation with fractional temporal evolution.

Results in Physics, 33, 105128.

[79] Hosseini, K., Salahshour, S., Mirzazadeh, M., Ahmadian, A., Baleanu, D., & Khosh-
rang, A. (2021). The (2+ 1)-dimensional Heisenberg ferromagnetic spin chain equa-

tion: its solitons and Jacobi elliptic function solutions. The European Physical Journal

Plus, 136(2), 1-9.

[80] Hosseini, K., Mirzazadeh, M., Osman, M. S., Al Qurashi, M., & Baleanu, D. (2020).
Solitons and Jacobi elliptic function solutions to the complex Ginzburg-Landau equa-

tion. Frontiers in Physics, 8, 225.

[81] Hosseini, K., & Mirzazadeh, M. (2020). Soliton and other solutions to the (1+ 2)-
dimensional chiral nonlinear Schrodinger equation. Communications in Theoretical

Physics, 72(12), 125008.

7



[82] Khalil, T. A., Badra, N., Ahmed, H. M., & Rabie, W. B. (2022). Optical solitons
and other solutions for coupled system of nonlinear Biswas—Milovic equation with
Kudryashov’s law of refractive index by Jacobi elliptic function expansion method.

Optik, 253, 168540.

[83] Ma, H. C., Zhang, Z. P., & Deng, A. P. (2012). A new periodic solution to Jacobi ellip-
tic functions of MKdV equation and BBM equation. Acta Mathematicae Applicatae

Sinica, English Series, 28(2), 409-415.

[84] Al-Ghafri, K. S., Krishnan, E. V., & Biswas, A. (2021). W-shaped and other solitons

in optical nanofibers. Results in Physics, 23, 103973.

[85] Sasa, N., & Satsuma, J. (1991). New-type of soliton solutions for a higher-order
nonlinear Schrodinger equation. Journal of the Physical Society of Japan, 60(2), 409-

417.

[86] Yang, B., & Chen, Y. (2019). High-order soliton matrices for Sasa—Satsuma equation
via local Riemann—Hilbert problem. Nonlinear Analysis: Real World Applications, 45,

918-941.

[87] Triki, H., & Biswas, A. (2018). Sub pico-second chirped envelope solitons and conser-
vation laws in monomode optical fibers for a new derivative nonlinear Schrodinger’s

model. Optik, 173, 235-241.

[88] Guo, L., Cheng, Y., Mihalache, D., & He, J. (2019). Darboux transformation and

higher-order solutions of the Sasa-Satsuma equation. Rom. J. Phys, 64, 104.

78



[89] Wazwaz, A. M. (2020). Higher dimensional nonlinear Schrodinger equations in ano-
malous dispersion and normal dispersive regimes: Bright and dark optical solitons.

Optik, 222, 165327.

[90] Wazwaz, A. M. (2020). Two new Painlevé-integrable (2+ 1) and (34 1)-dimensional
KdV equations with constant and time-dependent coefficients. Nuclear Physics B, 954,

115009.

[91] Wazwaz, A. M., & Mehanna, M. (2021). Bright and dark optical solitons for a new

(34 1)-dimensional nonlinear Schrédinger equation. Optik, 241, 166985.

[92] Triki, H., Porsezian, K., & Choudhuri, A. (2017). Solitons in the nonlinear Schrédinger
equation with two power-law nonlinear terms modulated in time and space. Physical

Review E, 95(6), 062208.

[93] Messouber, A., Triki, H., Azzouzi, F., Zhou, Q., Biswas, A., Moshokoa, S. P., & Belic,
M. (2018). Propagation properties of dipole-managed solitons through an inhomoge-

neous cubic—quintic—septic medium. Optics Communications, 425, 64-70.

[94] Xu, G. Q. (2011). New types of exact solutions for the fourth-order dispersive cu-
bic—quintic nonlinear Schrédinger equation. Applied Mathematics and Computation,

217(12), 5967-5971.

[95] Guo, C., & Guo, B. (2019). The existence of global solutions for the fourth-order

nonlinear Schrodinger equations. J. Appl. Anal. Comput., 9(3), 1183-1192.

[96] Zayed, E. M., Al-Nowehy, A. G., & Elshater, M. E. (2017). Solitons and other solutions

to nonlinear Schrodinger equation with fourth-order dispersion and dual power law

79



nonlinearity using several different techniques. The European Physical Journal Plus,

132, 1-14.

80



	Introducción
	Ecuación cúbica y cúbica-quinta no lineal de Schrödinger
	Ecuación no lineal de Schrödinger
	Ecuación cúbica-quinta no lineal de Schrödinger
	Soluciones de cuasi-solitones brillantes para la cq-NLSE
	Soluciones de cuasi-solitón grises y oscuros para la cq-NLSE.

	Análisis perturbativo para solitones oscuros
	Aproximación adiabática
	Aproximación directa a la perturbación de solitones oscuros
	Correción de primer orden
	La capa límite
	Leyes de conservación perturbadas
	El solitón negro
	El solitón gris
	Leyes de conservación para solitones grises
	t0Z y términos de orden superior
	Amortiguamiento lineal


	Ecuación no lineal de Schrödinger generalizada
	Dinámica de solitones en la ecuación no lineal de Schrödinger generalizada
	Ecuación no lineal de Schrödinger perturbada
	Ecuación de Schrödinger con no linealidades cúbico-quíntico y séptico

	Conclusiones
	Conclusiones
	Análisis prospectivo

	Anexo
	Congresos y participaciones


