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INTRODUCCION

Recientemente se ha prestado mucha atencion al estudio de ecuaciones no lineales
evolutivas (ENE) de la fisica matematica, incluidos los problemas de fisica, biologia,
quimica, etc. Dado que la ENE describe modelos fisicos y matematicos, las soluciones
analiticas de tales ecuaciones son de gran importancia en la aplicacion de avances
tedricos de resultados a fendmenos naturales. Entre las posibles soluciones de la ENE,
hay algunas soluciones de tipo especial, como los solitones que solo pueden depender
de una combinacion de variables. En fisica matematica un solitbn es una ola auto
sostenida un paquete de olas o un impulso que conserva su forma mientras se mueve a
una velocidad constante. La emergencia de solitones se debe a la presencia de efectos
no lineales y de dispersion en el medio. Los efectos de dispersion ocurren en ambientes
en los que la velocidad de las ondas depende de la frecuencia. Los solitones son
soluciones de una amplia clase de dispersion débilmente no lineal de ecuaciones
diferenciales parciales que describen sistemas fisicos. El fendmeno de un soliton fue
descrito por primera vez D.S Russel, quien observo una ola solitaria en el Canal la Union
de Escocia. Reprodujo este fendmeno en una reserva de olas y lo llamo “onda de
transmision” (solucion para ondas viajeras o solitones) [1]. Como regla general, las
soluciones para un solitobn se obtienen transformando el problema inverso de dispersion

y son estables debido a la integrabilidad de las ecuaciones de campo [2].

Como se sabe, la forma general de ecuacion (1) constituye uno de los protocolos mas
simples y méas ampliamente aplicados de ecuaciones de ondas y de campo en fisica
matematica. La ecuacion no lineal de Klein-Gordon (ENKG) (1) generaliza la ecuacion
relativista lineal para una particula cargada en un campo electromagnético derivado por
Klein [3] y Gordon [4] una variante de la ENKG es la denominada ecuacion de Sine-
Gordon y que aparecid por primera vez en el contexto de propagacion de ondas no
lineales, en el estudio de la geometria de superficies con curvaturas gaussianas
negativas. [5]. La ecuacion no lineal de Klein Gordon surge en modelos para la teoria de
fluidos magnéticos [6], teoria no lineal masonica [7], fisica de estado sélido [8] y en las

teorias clasicas de seno-Gordon y de campo ¢*[9].



La importancia de un estudio asociado con la propagacion de paquetes de ondas cuasi-
armonicas es crucial en la ciencia moderna y es el objeto del presente trabajo de tesis.
Por ejemplo, la transmision de informacién en el rango Optico, de microondas o de radio
se realiza modulando una onda de alta frecuencia con una sefial de informacion de baja
frecuencia. El espectro de tiempo de la sefial modulada se concentra cerca de la
frecuencia portadora. En este caso la ecuacion diferencial no lineal se escribe como sigue
con no linealidad cubica que se denomina Ecuacion cubica no lineal de Klein-Gordon.

Upe — C2Uyy + w2 — pud =0 (D

Este trabajo de tesis consta de una introduccién y 5 capitulos. En la introduccion se
menciona a grandes rasgos las caracteristicas principales de la ecuacion no lineal de
Klein Gordon y su relacién con problemas fisicos concretos. En el siguiente capitulo | se
relata sobre propiedades y de las soluciones solitonicas en teoria no lineal de campos
descrito por la ecuacion de Klein Gordon no lineal. En el segundo capitulo Il se hace
mencion a que es la inestabilidad modulacional como un fenémeno el que una onda
continua inicialmente perturbada tiende a romperse espontdneamente en un tren de
pulsos periddicos. En el capitulo Il se analiza una solucion aproximada de la ecuacion
de Klein Gordon con no linealidad cubica usando las ecuaciones de Whitham y el criterio
de Lighthill para ver la inestabilidad es causada por la interaccion de una onda portadora
con frecuencia y perturbaciones llamados satélites. Posteriormente en el capitulo IV se
analiza mediante el método de escalas mdltiples, las pequefias perturbaciones son
inestables en un rango especifico de nimeros de onda para los cuales se obtiene como
perturbaciéon a la ecuacién no lineal de Schrodinger. Finalmente, el capitulo V esta

dedicado a mencionar los resultados y las conclusiones.



CAPITULO 1.

SOLUCIONES SOLITONICAS EN LA ECUACION NOLINEAL CUBICA DE
KLEIN GORDON

Los fendbmenos no lineales, que aparecen en muchas areas de procesos naturales y
sociales, como la fisica del estado sélido, la fisica de plasma, la dinamica de fluidos, la
biologia - matematica y la cinética quimica pueden modelarse mediante ecuaciones
diferenciales parciales o integro-diferenciales. Se utilizd una amplia clase de métodos de
solucion analitica y métodos de solucién numérica para manejar estos problemas.

El problema de valor inicial de la ecuacion unidimensional no lineal de Klein-Gordon viene

dado por la siguiente ecuacion.

Upr T AUy + g(u) =f(x,t)

Donde u = u(x, t) representa el desplazamiento de la onda en la posicion x y en el
tiempo t, a es una constante conocida y g(u) es la fuerza no lineal. En la conocida
ecuacion de Sine-Gordon la fuerza no lineal viene dada por g(u) = senu. En las
aplicaciones fisicas, la fuerza no lineal g(u) también tiene otras formas[10]. Los casos
gu) =senu+2senu y g(u) = senhu+ senh 2u se denominan ecuacién de doble
seno-Gordon, y ecuaciéon doble seno-Gordon respectivamente. Las ecuaciones de Klein-
Gordon no lineales anteriores son ecuaciones diferenciales parciales hamiltonianas y
para una amplia clase de fuerza g(u) tiene la cantidad hamiltoniana conservada (o

energia)

H= f(%u,_? +%u,25 + G(u)) ,

Donde G'(u) = g(u)



La ecuacion no lineal de Klein-Gordon juega un papel importante en muchas aplicaciones
cientificas, como la fisica del estado solido, la 6ptica no lineal y la teoria cuéntica de
campos [11]. Los métodos para investigarlo son variados, como el método de dispersion
inversa, la transformacién de Backlund, el método de la ecuacion auxiliar [12,13], el
método de trazas de Wadati. Las formas bilineales de Hirota, el método pseudoespectral,
el método tanh — sech, se utilizaron en la ecuacion de seno-coseno, las funciones
elipticas de Jacobi y el método de expansion de la ecuacion de Ricatti se utilizaron para

investigar este tipo de ecuaciones.

La ecuacién de Klein-Gordon juega un papel importante en la fisica matemética [14,15],
la ecuacién ha llamado mucho la atencién en el estudio de los solitones y la fisica de la
materia condensada [16], en la investigacion de la interaccion del solitdbn en un plasma
sin colisiones, la recurrencia de estados iniciales y al examinar las ecuaciones de onda
no lineales [17], el método de expansion racional de la ecuacion eliptica y el método de
la funcion F extendida. Sirendaoreji [12] utilizo el método de la ecuacion auxiliar para
construir mas tipos de nuevas soluciones de ondas viajeras exactas de la ecuacion no-

lineal de Klein-Gordon con no linealidad cuadratica y cubica.

1.1 Soluciones unidimensionales de la ecuacién de Klein-Gordon.

En esta parte vamos a ver la ecuacion no lineal de Klein-Gordon unidimensional.

Utt - Uxx + q),(u) = O, —00 < X, t < +oo (1.1.1)

Cuando el potencial es suficientemente liso la ecuacion (1.1.1) se obtiene del principio

variacional siguiente.

6 [dt[dx L (uu,u) =0 (1.1.2)

Cuando la densidad de Lagrange es



L=2"1u?—-u2) — o(u). (1.1.3)

Para encontrar soluciones concentradas ondulatorias u(z) = u(x — ct), con ¢ = const
pasamos en la ecuacion (1.1.1) a usar la variable z = x — ct independiente. Entonces

tenemos

(c? = Duy, + @'(w) =0 (1.1.4)

Esta ecuacion posee un sentido mecanico simple. Si z representa el “tiempo”, ella
describe un oscilador anarmoénico con energia potencial ®(u). Ahora multiplicamos

(1.1.4) por u, e integramos obtenemos la ley de la conservacién de la energia.
271(c? — Du2 + ®(u) = E = constante (1.1.5)
Para este tipo de oscilador , veamos un caso concreto |c| > 1. (el caso |c| <1 se

analiza de la misma manera y en este caso las variantes cambian de lugar). Entonces

de la ecuacion (1.1.5) se obtiene la siguiente formula.

d&
VE-@(&)’

2_
Z—2Zy= + c . 11';11 Uy < U(Z) < Uy. (1.1.6)

Aqui z, es una constante arbitraria u; y u, son raices consecutivas de la ecuacion.
E—®u) =0, (1.1.7)

La expresion debajo de la raiz se supone que es positiva siempre y cuando u; < ¢ <
u,.consideramos ahora en (1.1.6) el signo positivo, las férmulas del tipo (1.1.6) permiten
calcular la solucion de la ecuacién (1.1.4) y al mismo tiempo muchas propiedades de las

soluciones estan claras al analizar la integral (1.1.6)



Las propiedades de las soluciones para la ecuacién de KG dependen del tipo de
funciones ®(u). Asi las soluciones periédicas en z de la ecuacion (1.1.4) aparecen si en
la ecuacion (1.1.7) se tiene dos raices simples u;(E) yu,(E) > u,dependiente de E —
®(u) » 0 es mayor que u; < u < u,. Para la aparicion de soluciones concentradas es
necesario que algunas de las raices u,;, u, sea multiple. En este caso la integral (1.1.6)

se torna limitada.

veamos dos casos simples de aparicion de soluciones concentradas que corresponden
al potencial ®(u)con dos maximos de altura idéntica E, y el caso de potencial con 2
minimos. en ambos casos del comportamiento de las soluciones del tipo (1.1.6) depende
sustancialmente del parametro E. Uno de sus extremos lo consideramos con coincidente
con la del origen de coordenadas que no quita la generalidad.

En el caso 4) cuando E > E, = ®(u*) la solucién tiene caracter aperiédico o en general
existe solamente en forma local, para no todos los valores de z. Cuando E < E; la

solucién de la ecuacion (1.1.4) es periddica con el siguiente periodo.

T(E) = V2Vc? — f“z(f))ﬁ (1.1.8)

u;, U, COMO antes son raices vecinas de la ecuacion (1.1.7). en este caso

u_ <u; <0<u, <u+.SiE =E, el comportamiento de la solucion se entiende de las
siguientes consideraciones. La expresion debajo de la raiz no es negativasiu_ < ¢ < u,.
La integral (1.1.6) (asi como en la integral 1.1.8) cuando ¢ — u,. logaritmicamente diverge

debido a que
Ep = ®(§)gon, = 27" (u)|(§ — up)? + o[(§ — uy)®].
De esta expresion se desprende que la solucién u(z) crece monotdénicamente (cuando

se toma el signo superior en la parte derecha de (1.1.6) y tiene una forma asintética

siguiente



U(2) 7100 = Us + crexp(—ky(I2]), (1.1.9)

Siendo c; y ki constantes positivos. De la invariancia translacional se concluye que si
u(z) es solucién entonces también es solucion u(z — z,). Si ponemos u(0) = 0. entonces

para la solucion tenemos una grafica que lleva el nombre de kink [18] Figl.

Figl. Grafica de una solucion tipo escalén o kink de la ec. (1.1.11)

Veamos algunas consideraciones. La forma general del potencial ®(u) para los cuales
se garantiza la existencia de los kinks se puede describir de la siguiente manera, que
este potencial tenga como minimo 2 maximos locales no degenerados de altura
equivalente en unos puntos en los cuales denotaremos comou = u_ yu = u, (u_ < uy)tal

que ®(u) < ®(u4)cuando u_<u < uy.

2. el potencial ®(u)para la existencia de kink no esta obligado a ser par. Pero si es impar
entonces cuando u(0) = 0 el kink u(z) sera una funcién impar de z

3. un ejemplo de este tipo de este potencial par puede ser el siguiente ejemplar



1
p+2b

d(u) = %au2 - |lulP*?, a >0, b>0, p>0 (1.1.10)

Este potencial cuando p = 2 se obtiene una formula exacta para el kink

w(z) = (%)1/2 th [(Z(CL_D) (z — zo)l. (1.1.11)

En el plano de fase (u,u,) al kink u(z) le corresponde una curva solida y al kink (—z)
descrito por la formula (1.1.6) para el signo inferior le corresponde la linea punteada.
Veamos el caso b ahora la solucion periddica de la ecuacion (1.1.4) aparece si —E; <
E < 0 en cada uno de estos pozos potenciales. El caracter de la solucion bajo diferentes
valores de E y en particular si E = 0 facilmente se aclara en base a la integral (1.1,5) y el

retrato de fase en el plano de fase (u,u,)

La curva de fase que corresponde E = 0 tiene auto atravesamiento en el origen de
coordenadas del plano debido a que uZ y E — ®(u) tienen en este punto los ceros de
segundo orden (®(0) =0, ¢'(0) =0, ®"(0) < 0). La restriccion en esta curva sucede
debidoaque E—® <0 cuando u > u,q, Y u < Uy, €sta curva se le llama separatista
Osea separa regiones en la solucién de los movimientos aperiddicos si E > 0 de la region
periddica si E < 0. Como en el caso a la formula (1.1.8) también es cierta para el periodo
T(E)queE - —0 T(E) — . Laintegral (1.1.8) diverge Si colocamosu’(0) = 0 entonces
de la simetria de las curvas de fase con relacion al cambio de u, por —u, si infiere la
paridad de la solucion u(z) cuando E = 0. La funcién u(z)que corresponde a la parte
derecha de las separaciones tiene un extremo Unico de altura u,,;, P(u,q,) = 0 esta

forma de solucién en forma de jorobase le llama solito.

(D), s00 = O(exp(—kyl2])), ey >0 (1.1.12)



En la literatura de fisica comunmente se le llama él solito nosotros vamos a usar también
este tipo de nomenclatura cuando sea necesario al mismo a tiempo hablar de soliton,
skins etc. y todos sus analogos en varias dimensiones vamos a usar el término de
soluciones concentradas asi la parte derecha de la separatrizas responde a los
solicitantes con asintota (1.1.12)cuando k_ = k., analogamente la parte izquierda de las
separatrizas en el corresponde al solito no con polaridad negativa y con profundidad de
minimo unico definido por la magnitud u,,,;,,€S necesario mencionar que las propiedades
de las soluciones tipo quick y tipo solitones facilmente se explican con la ayuda de plano
no tradicional (u, E) donde la energia Eesta definida por la igualdad (1.1.5) [19,20,21]

La existencia de las soluciones solitonicas esta garantizado si el potencial ®(u)satisface

las condiciones
®(0) = 0; ®(u) < au?donde u— 0; ®(u) = b|lul?**? donde |u| » = (1.1.13)

®'(u) =0 Solamente en un punto en el cual u>0; a>0, b>0, p>0. Estas

exigencias se cumplen por ejemplo para este potencial.
1 2 1 2tDp
d(u) = —sau +Eb1|u| ,p>0,a,>0, b; >0 (1.1.14)

En caso de que (1.1.14) cuando p > 0 los solicitantes de polaridad positiva se dan

mediante las formulas simples siguientes

1/p
u(z) = (%) chz/p( /c“—_lgz) (1.1.15)

La solucion tipo kinks se diferencian de acuerdo a su clasificacion topoldgica. Se

introduce una carga topoldgica.
S= @y —u) " udz, (1.1.17)

Que esigual a 1 en el caso del kink creciente y a -1 en el caso de anti kink



CAPITULO 2.
EL PROCESO GENERAL DE INESTABILIDAD MODULACIONAL

2.1 Conceptos fundamentales

La inestabilidad modulacional puede considerarse como un criterio al momento de
clasificar el comportamiento cualitativo de ondas moduladas tales como paquetes de
ondas. El paguete de ondas, también llamado envolvente, es una superposicion lineal de
ondas, la cual puede tomar forma de un pulso y se desplaza de forma relativamente
compacta antes de dispersarse, esto en caso de que la velocidad de fase sea diferente a
la velocidad de grupo. A este fendmeno se le llama dispersion. En muchos sistemas en
los cuales las ecuaciones dinamicas admiten soluciones periddicas, representadas por
trenes de onda, es posible que se presente inestabilidad modulacional bajo ciertos
parametros. La inestabilidad modulacional se presenta cuando perturbaciones
oscilatorias son introducidas a estados estacionarios de tipo tren de onda, las cuales
generan un crecimiento exponencial en la amplitud de la onda, conforme transcurre el

tiempo, lo que a su vez genera un rompimiento en la envolvente [22].

Los estudios sobre inestabilidad modulacional se iniciaron en 1960, de manera
independiente, por los cientificos del oeste (Estados Unidos y Europa), y cientificos
soviéticos. Por lo general estos estudios estaban orientados a diferentes aplicaciones en
fisica. La mayoria de los primeros trabajos en el oeste estaban relacionados con
hidrodinAmica: ondas de agua, conveccion, etc. Por otro lado, los trabajos sobre
inestabilidad modulacional de los cientificos soviéticos estaban vinculados con, los
entonces recientes, progresos en: electrodinamica, incluyendo 6ptica no lineal (lasers,

auto focalizacion, ondas de radio no lineales etc.) y fisica de plasma [23].

La inestabilidad modulacional (IM) se refiere al fendmeno en el que una onda continua
inicialmente perturbada (cw) tiende a romperse espontdneamente en un tren de pulsos
periodico similar a un solitbn mientras se propaga a través de un medio dispersivo no

lineal, como una fibra optica. En el dominio de la frecuencia, este fendbmeno se puede



interpretar como un proceso de mezcla de cuatro ondas, parcialmente degenerado con
emparejamiento de fase en el que una onda de bombeo intensa produce energia a un
par de ondas de banda lateral débiles, es decir, un Stokes (desplazado al rojo) y un anti-
Stokes (desplazamiento al azul), ubicada simétricamente en los dos lados de la onda de

la bomba. Como lo veremos mas adelante.

La primera observacion reportada en la literatura de una inestabilidad modulacional se
cree fue realizada por N. F. Piliptetskii y A. R. Rustamov en 1965 al estudiar laseres de
alta potencia en solventes organicos, pero esta solo es reportada en su estudio como una
inestabilidad, la cual aparece durante la propagacion de una onda electromagnética en
un fluido y no desarrollaron un estudio profundo sobre este tipo de inestabilidades en su
investigacion. Anadlogamente en el afio de 1965 se estaba desarrollando las bases para
la observacién de inestabilidades modulacionales en otras areas, Gerald Beresford
Whitham plante6 un formalismo de ondas cuasi-periddicas basado en un principio
variacional promediado [24], asociando asi un lagrangiano a la propagacién de una onda
y mediante la cual se podian obtener ecuaciones que describian las caracteristicas de

ondas que varian lentamente, esto mediante la aplicacién de las leyes de conservacion.

oL oL, 9Ly ok dw
da 0, ot dx 0, ot  ox 0 ( )

Sir Michael James Lighthill uso el formalismo de Whitham para estudiar ondas con

pequefias no linealidades, en particular, propuso un lagrangiano de la forma.

L(w.k,a) =G(w,k)a* + B(w, k)a* (2.1.2)
Donde w es la frecuencia, k el numero de onda ya la amplitud de la onda. Con base a
este lagrangiano y a las leyes de conservaciéon Lighthill obtuvo una ecuacion para la

dispersion.

w = wy(k) + w,(k)a? (2.1.3)



y un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales

da? n d(vgra?) —0

" " (2.1.4)
ok ok  d(wia?)
E-I_vgra-l_T =0 (2.1.5)

. -G d . . . .
Aqui vgrzc—":%es la velocidad de grupo lineal. Mediante este conjunto de
w

ecuaciones el obtuvo una férmula para la velocidad caracteristica.

Cy = vy (k) /vérwlaz + 0(a?) (2.1.6)

la cual es considerada de tipo hiperbdlico si Ces real y por ende f = vg,.w; > 0 0 de tipo
eliptico si C es compleja y B < 0. Estas desigualdades fueron consideradas como el
primer criterio desarrollado para el estudio de las inestabilidades modulacionales, lo que
se conoce como criterio de Benjamin-FeirLighthill. Ya que si se linealizan las ecuaciones
(2.1.4) y (2.1.5) alrededor de la onda armonica de constantes a,w y k.Y se consideran
perturbaciones de la forma exp(ikx — Qt), las cuales interactdan con las ondas armoénicas
a partir de una modulacién en la frecuencia de estas mediante bandas laterales w + Q,
para una frecuencia Q dada. Se obtiene que la frecuencia de la perturbacion satisface la
igualdad.

Q=C.k (2.1.7)

Asi, para el caso hiperbdlico, la onda arménica es estable y, de acuerdo con (2.1.6),
puede propagarse con dos velocidades de grupo ligeramente diferentes. En el caso
eliptico por la parte imaginaria que surge en (2.1.6) al ser § < 0y su influencia en (2.1.7)
se considera a la onda armonica inestable con respecto a una pequefia modulacion.
Lighthill explico esta modulacion de la siguiente manera, Supdéngase que en algun

momento durante la propagacién de una onda arménica aparece una protuberancia en



la intensidad, si por ejemplo w; > 0 en (2.1.3) entonces la derivada w, es positiva antes
de la protuberancia y negativa después de esta. De acuerdo con la conservacion de la
fase expresada en la dltima ecuacién de (2.1.1)

6k+6w_0
ot d0x

k. < 0 antes del méximo de la protuberancia y k; > 0 después de este. Si la dispersion

v

azr < 0, implica que la velocidad de grupo tiende a

en la velocidad de grupo es wy, =

incrementarse detras del maximo de la amplitud y decrecer enfrente de esta. Esto quiere
decir, que los grupos de ondas vecinos, al maximo de amplitud tienden a comprimir la
protuberancia, debido a la conservacion de la energia, y la amplitud aumenta
acumulativamente. EI mismo razonamiento muestra que un valle inicial de una onda
armonica se profundizaria. Este es el caso de inestabilidad modulacional. En el caso en
que wy, > 0, el efecto es lo contrario la protuberancia en la intensidad tiende a crecer,
este es el caso de estabilidad neutral. Desde el punto de vista espectral, una simple
interpretacion del criterio de Benjamin-Feir-Lighthill es que las pequefias bandas laterales
interacttan con las fuertes ondas portadoras, para su interaccion efectiva, se necesita el
cumplimiento simultaneo de la condicion de resonancia (sincronismo) la cual esta descrita

mediante la aplicacién de las siguientes ecuaciones

w1 + Wy, = ch, kl + k2 = ch
(1)1’2 == (,()C i Q, k1,2 == kC i k (2.1.8)

las dltimas dos igualdades son para modulaciones consideradas lentas, es decir cuando
los valores de w y k son pequefios. Aqui los sub-indices ¢, 1,2 corresponden a la onda
portadora y a las ondas de las bandas laterales, respectivamente. En el caso lineal estas

condiciones no se cumplen debido a la dispersion, pero en el caso no lineal siy la



velocidad de esas ondas se dieran debido a dos factores (debido a la dispersion y la no
linealidad). Asi en el caso cuando las desafinaciones son del mismo signo, no ocurre
sincronismo 4 y las bandas laterales no aumentan (caso hiperbdlico). Sin embargo, si
estas desafinaciones difieren en un signo, pueden compensarse entre si, y las ondas

interactian de manera resonante, lo que resulta en amplificaciones



CAPITULO 3.
ESTUDIODE LAS PERTURBACIONES
MODULACIONALES

3.1 Teoria de Whitham

El primer intento de un estudio sistematico de modulacién no lineal nuevas olas lo estaba
emprendiendo Jae Whitham a mediados de la década de 1960. En sus obras, partio de
la representacién de ecuaciones en forma lagrangiana [25], Sin embargo, esto no es
obligatorio. Una demostracion de las ideas principales La teoria de Whitham sobre el

ejemplo de la ecuacién no lineal de Klein-Gordon con no linealidad cubica.
Upr — C2Uyy + w2u — pud = (3.1.1)

La ecuacion (3.1.1) se puede considerar como una variante lineal de la ecuacion de

Sine-Gordon obtenida al expandir sinu en una serie (8 = w?/6).

Buscaremos una solucion a la ecuacién (3.1.1) en la forma

U =ug+ Uy +&%u, +...,
Con

uy = A(x, t)e®® + ¢.C

Donde ¢ « 1, C.C. significa compleja conjugada, e introducir las cantidades w(x,t) =
—0;, k(x,t) = 6, que son la frecuencia instantanea y el nimero de onda. En primer lugar,

notamos que, por definicion de w y k, se realizara
ki +w, =0. (3.1.2)
Y no es mas que la ley de conservacion del nimero de onda. Asumiremos que

Las funciones A, w y k cambian lentamente (A4; A,~ € etc). Entonces se puede

considerarlos como funciones de variables lentas T = €t, X = ex .Es facil calcular que



u, = (—iwA + €Ad;)e + C.C,

U=(-w?A —ic(wrA + 2wAr)e + C.C

Se pueden obtener expresiones similares para u,, u,,. Sustituimos las relaciones
obtenidas en la ecuacion (3.1.1), multiplicamos por exp(—if) y promedio durante el
periodo 2w /w. Entonces para términos de orden 1 y ¢ Respectivamente, obtenemos las

ecuaciones
w? = w? + c?k? — 3B|A|% (3.1.3)
(wA?) 7 + c?(kA?)y = 0. (3.1.4)
La ecuacion (3.1.3) se denomina relacion de dispersion no lineal.

De ello se sigue que, en primera aproximacion, los efectos no lineales se expresan.

En funcion de la frecuencia de la onda, en la amplitud. Esta analogia es con las
oscilaciones de un oscilador no lineal, cuyo periodo depende de la energia [26,27,28].
Cambian las diversas caracteristicas de la propagacion de una onda en un medio no
lineal, al cambiar su amplitud por el nombre de auto-accién. Algunos fenémenos
asociados a los efectos de la auto-accion (auto-modulacion, auto-enfoque) se consideran

en los siguientes parrafos.

La ecuacion (3.1.4), teniendo en cuenta las relaciones (3.1.2), (3.1.3), se puede escribir

Como

(A%, + (w'A%)x = 0 (3.1.5)



Donde w' = dw/dk es la velocidad del grupo. Esta ecuacion es la conservacion de la

accion de ondas que es similar a la ley de conservacion de la energia.

3.2 Criterio de Lighthill inestabilidad y modulacién.

El sistema de ecuaciones de Whitham consiste en las leyes de conservacion de la onda

Numero (3.1.2) y accion de onda (3.1.5), asi como la relacion de dispersion no lineal.
w = w(k,|A|?), (3.2.1)
Por ejemplo, para ondas en la superficie de aguas profundas. Una relacion de este tipo.
w? = gk(1 + k?|A|?) (3.2.2)
fue obtenido por Stokes quien encontré una soluciéon en forma de una onda estacionaria
cuyo periodo depende de la amplitud, obviamente en el limite lineal (|A|?> — 0 la ecuacién

(3.2.1) debe cambiar a dispersion lineal w = wy(k). En el caso de no linealidad débil es

posible representar la relacion (3.2.1) como.
w = wy(k) + w,(k)|A|? + ...
Un resultado importante fue obtenido por Lighthill[29] quien demostré que en caso
Wy w, <0 (3.2.3)
La condicion (3.2.3) se denomina criterio de Lighthill.
La inestabilidad fue descubierta por Benjamin y Feir como resultado de un intento fallido

de realizar experimentalmente la onda de Stokes en la superficie de aguas profundas. En

el trabajo [30] se ha demostrado que la inestabilidad es causada por la interaccion de una



onda portadora con frecuencia w, y perturbaciones llamados satélites con frecuencias
cercanas simeétricamente separados de los inexistentes (w4 = wy + A, ejemplo Aw < wg)
Si se cumple el criterio de Lighthill (3.2.3) los satélites aumentan sacando energia de la

onda principal. Este proceso puede considerarse como una resonancia de cuatro ondas.

2w = wy + w_, (3.24)

2k(wg) = k(wy) + k(w2) (3.2.5)

Ya que Aw pequefio, es posible expandir la relacion de dispersion en una serie k(w) =
k(wg) + k'(wg)(w — wy) +.... de esto se ve que la igualdad (3.2.5) se lleva a cabo con
precision hasta términos de segundo orden de pequefiez. Si multiplicas las ecuaciones
(3.2.4) y (3.2.5) por la constante de Planck es claro que expresan las leyes de
conservacion de la energia y el impulso en el proceso de descomposicién dos quantums

de la onda portadora en quantums de onda-satelitales.

Perturbaciones con frecuencias cercanas a w, para los cuales se cumplen las
condiciones de resonancia pueden considerarse como una modulacion de onda principal.
Con este fin la inestabilidad de Benjamin-Feir recibié el nombre de modulacién. Para las

ondas en el agua la solucion tiene la forma de una serie cuyo miembro principal parece

Acos(kx — w(k, A®)t).

Donde w(k, A?) determinado por la relacion (3.2.2) fue obtenida por J. Stokes en 1849.
La convergencia de esta serie fue probada por T. Levi Civita en 1925. Sin embargo, la
convergencia no significa estabilidad de la solucion, requiriendo asi mas de 120 afos

para entender que la ola de Stokes no es estable en agua profunda.



CAPITULO 4.

METODO ANALITICO DE MULTI-ESCALAS
4.1 Version de la ecuacion cubica de Schrodinger

Otro enfoque para estudiar la dinamica de los paquetes de ondas envolventes esta
asociado con la obtencién de una ecuacion parabdlica no lineal, llamada ecuacion no
lineal de Schrodinger. Existe un método mas estricto para su obtencion (y otras
ecuaciones envolventes) llamado el método de multi-escalas. [26,31].

Volvamos a la ecuacion no lineal de Klein-Gordon (3.1.1) usamos la siguiente serie para

u= zglui

L

resolver esta ecuacion.

Ademas u; seran pequefias variables de varias funciones espaciales y temporales X,, =

e"x, T,, = €™t, al mismo tiempo las derivadas se conviertes asi:

] ] ] 5 0

P ox, + S +¢& ax, T (4.1.1)
] ] ] 5 @
ot ot + £3m + ¢ ar, T (4.1.2)

Sustituyendo u en la ecuacion (1.1.1) tenemos
3

zgiui — c? zgiui + w? zgiui - B zeiui =0 (4.1.3)

i tt i XX l l

Sustituyendo las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.2) en la ecuacion (4.1.3) obtenemos las

siguientes derivadas parciales

Primera derivada parcial con respecto a t.



ou ou ou u

3 0 1 2 3

& +...
T (6T3 T aT, T T, T 6T0)

La segunda derivada parcial con respecto a t

d (du, d (du, d (dug d (du,
o ) () )
dT, \dT, dT; \0T, daT, \aT, dT; \0T,
0 /0u 0 /0u Jd /du d (ou d /du d /0u
velam () * a7 (am) + < o) * <o o) * a7 (o) + < (3
0T, \0T; 0T, \oT, 0T, \0T; 0T; \0T; 0T, \0T; dT; \oT,
d /du d (0u
) )
dT, \0dT; 0T \0T;
d (du 0 /0u 0 /du d /0u d /du d (0u
e i ) () ) ) ) a3
0T, \0T, dT; \dT, dT, \dT, dT5 \0T, dT, \0T; d0T; \oT,

, 0 (0uy 5 0 (0uy d (0u, d (du, , 0 (0uy ; 0 (0uy
+ 57 (572) € 373 (o) + 75 o) *+ <773 ame) * € o (o) + € 375 (o))
dT, \aT, dT; \dT; dT, \dT, dT; \0T, aT, \aT, d0T; \dT,

b3 [ d <6u0 N Juy N ou, N 6u3>]
“ lar,\at, " a1, " a1, " 9T,

Agrupando términos

d (du, d (du, d (du, Jd (ouy
we = g7, (m) + <o (G7) * (o) + o7, )
0Ty, \0T, dT; \0T, 0T, \0T,/ 0T, \dT,

,[ 9 (9uo Jd (0ug a ([O0uy d (0uy Jd [o0uy d [0u,

+<* 57 ) + a7 (o) * a7 (57) * a7 (57) * a7 (o) * a7 (7).

dT, \dT,/ 0T, \oT, dT; \0T,/ 0T, \dT, dT; \0T; dT; \0T,

;[ 9 (9uo d (0ug Jd (Oduy d (dug Jd ([ouy d [0u,

+2 5 ) + 37 () * 77 (o) * a7 (57) * o (o) * 7 )

dT; \0T,/ 0T, \0T; 0T, \d0T,/ 0dT; \dT, dT; \0T; dT; \0T,

N d <au0)+ d (au1>+ 0 <6u2>+ d <au3>]+ 414
0Ty, \0T3 0T, \0T,/ 0T, \dT, 0T, \0T, - (414)




De la misma forma para las derivadas parciales respecto a x tenemos. Primera

derivada parcial con respecto a x

U, = (2 eiui> = (ug + euy + €%u, + e3us....),
_ auo auo aul ) auo aul auzl
W= o, e [axo T axll te [axo Tox, T ox,

4 g2 lauO + aul + auz + GU3l

0X; ' 0X, ' 0X,  0X,

Segunda derivada parcial con respecto a x, agrupando términos tenemos
0 (6u0)+
Yo = 5x, \ox,

d (du, d (du, Jd (ou,
=[5 (3,) * a1 (a%,) * o m,).
0X; \0X, 0X, \0X; 0X, \0X,

,[ 0 (dug d (du, Jd (ou, d (duy, d (0w

+<* |5, (5w * o Gow) * o, (o) * o, (o) + 7 ()

0X, \0X, 0X; \0X; d0X; \0X, 0X, \0X, 0X; \0X;

d (ou,

3, (a1,

0X; \0X,

;[ 0 (Ouo d (0duy, Jd (0uy d (0duy, d (Ou,

+2* |5 () * o () * o () * i (a,) * (o)

0X; \0X, 0X, \0X; 0X, \0X, 0X, \0X, 0X, \0X;

d (ou, d (du, d (ou, d (du,

* a1, (ox) * a7, o) * 7, (o) * 3, (o)

X, \0X, 0X, \0X3 0X, \0X, 0X, \0X;

+ g <6u3>]+ 4.1.5
x5z (4.1.5)

Para obtener u3 lo desarrollamos de la siguiente manera (tomando solo en cuenta los

términos £3).

ud = (ug+euy + &%uy + 3uz+ ... +)%(ug + cuy + £%u, + Suz+...+)



= (ug + €2u? + 2euguy + 2e%ugu, + 283u u, + 283ugus) (ug + cuy + £%u,
+ 3uz+...+)
= u3 + eQQuiuy + wud) + 2 (uou? + 2uduy + 2ugu? + uduy)
+ &3Qudus + 6ugu u, + usud +ud)+...  (4.1.6)
Agregando todos los términos de las ecuaciones (4.1.4), (4.1.5) y (4.1.6) a las

expresiones €9, 1, £2, 3 de la ecuacion (1.1.1) tenemos.

0%u, 0%u,
3Tz c? ox2 + w?uy — pud
0%u, 0%*u; 0%u, ou, 0%u;, 0%y,
+ + + — c? + + + w?
“|oT,r, T otz T omoT, © \0X,0X; « 9xZ ' 0X,0%,) ‘¢

— fRudu, + u ud) +]

Lo 0%u, N 0%u, o 0%u, o duy
oT¢ = OT{ 0T,0T, ~ 0T,0T,
—¢? <%2Xl%2 + ZZXI}O + 2 6?(::;3(2 + 2 6)?:ng1> + w?u, — B(Bugu? + 3u(2)u2)]
oo G+ S s  amar  2amar * 2o
- (%lezzg * %qufl e a)a(zgj(l 2 a)a(zgg(S 2 af(:g;(z 2 a)a(jg;)(2> + s

— BRuius + 6ugu u, + uzui +ud)|+...  (4.1.7)

Para las expresiones de orden cero £° = 1 de la ecuacion (4.1.7) tenemos
0%uy ,0%ug

otz ~ © ax?
Lug =0 (4.1.8)

+ w?ug — pus =0




Para el caso de las expresiones de orden €! de la ecuacion (4.1.7) tenemos
Lu, =0 (4.1.9)
Donde

Es el operador correspondiente a la parte lineal de la ecuacion de Klein-Gordon.
Elegiremos la solucion de la ecuacion (4.1.9) de la forma de una onda-cuasi-armonica

con una amplitud que depende de transferencias lentas.

w=AK,X, ... Ty, T,...eP%+cC.C

Donde 6 = k,X, — w,T, notablemente w, y ky,estan relacionados por la relaciéon de
dispersion
wi = w? + c?k} (4.1.10)

Las expresiones de la ecuacion (4.1.7) de orden £2 conducen a la ecuacion.

Tu, = -2 0" + 2¢2 0w _
Y2 = Tehrar, T “C ax,0%,

Calculando las derivadas parciales obtenemos

, 0 (6u1> _ d [0Ae' el 96
at,\a1,) — “ar,\ a1, " "¢ ‘4T,
924 9A

—iwg——| +C.C
aT.or,  oar| T

= —Zew!

Para el siguiente termino



2 A .0 aAei9+A o . 00
“oxgox,  “C ax \ax, ¢ ‘'ox,

0%A 0A

= 2c%e'® [—+ ikg——
0X,0X,  °0X,

]+C.C

Como u; no depende de X, y T, nos queda solo

— 9 94 | 25, OAY g
= 2i (wq o+ ¢tk axl) e +C.C (4.1.11)

Dado que la accion del operador L en la funcion exp(if), donde w, Y k, satisface (4.1.10)
da cero. La solucion de la ecuacion (4.1.11) tiene un caracter secular (u,~ 8 exp(if)). La
Gnica manera de evitarlo es que se establezca este valor en cero para igualar en cero los

términos que estan en lado derecho

0A  , 04 _.
Woar, T Fogx, T

Teniendo en cuenta la relacion de dispersion (4.1.10) esta ecuacion puede ser escrita en

la forma

Donde v, = dw,/dk es la velocidad de grupo. De esta manera al principio aproxima

perturbaciones de la propagacién de la flexién con la velocidad de grupo.

Ahora la ecuacién (4.1.11) tiene la forma



Por lo tanto es posible postular u, = 0. Entonces para los miembros de la orden &3

nosotros recibimos

0%u, 0%u, 0%u, 0%u,
3 2 _ A2 -2 2 _ 3
¢ (an t2anar, ¢ axz X axx, P

Obteniendo las derivadas tenemos.

0%u, 0 [0Ae' g . 00
2 =2 + Ae'’ i—

0T, 0T, ~ dT,\ 9T, aT,
= e A, 2 +C.C
—“arar,  ‘Year,| T
o2 A _ 50 aAei9+A 5. 00
“Coxox,  “Cax,\ax, ¢ ‘ax,
= —2c2%e' 0% + ik 04 +cC.C
T axax, T oax,| T
0%u;  0%Ae™ vCc
T  OT? '
2 2 1]
_Cza Uy Cza Ael cc
& 0X?

—Bud = A%e30 + 437310 1 3|A4|?4e’® + 3A|A|?Ae~?
— —BA3e3i9 _ 3,8|A|2Aei9

Agrupando términos tenemos.



laerw

0
20 024 04 Czaerl , | 0°A 04
2
oT;

Wy | — _2 4 iky——
aT,aT, ‘0o, axz < ¢ |ax0x, T 0 ax,
—ﬁA3e3i9 _ 3,8|A|2Aei9]

Como u, no depende de X, y T, obtenemos

- 0°A  0°A 0A ,, 0A >\ i
Lu; = — W_C W Zla)oa—TZ—ZlC koa X, —3BlA|°A | e
+BA3%e3 + C.C (4.1.13)

El miembro proporcional a exp(if) como antes solo producir4 soluciones seculares

nuevamente por lo tanto, para resolverlo es necesario igualarlos a cero

_ A 0A 0*A  0%A
2iwg =— + 2ic’ky— — — + c?

3BJAI2A =0
aT, 00X, OT? ax2+ AlAl

Teniendo en cuenta las razones (4.1.10) y (4.1.12) obtenemos

<6A+ 6A>+ ”62A 3,8 |A|2A—0
or, " ax,) T2z
Donde
" Z(U
Wy =—==c wc/wo'

dk?

finalmente pasando al sistema de referencia con la velocidad de grupo llegamos a la

siguiente ecuacién no lineal de Schrodinger



Uy TA L glara=0 (4.1.14)

2 aX2

Donde T =T, X =X,;, q=3F/2w,que fue obtenido por ejemplo para ondas en la
superficie de un liquido infinitamente profundo por Zakharov [32] con la ayuda del
formalismo hamiltoniano. Para una profundidad aleatoria arbitraria donde se demostro
que el criterio de Lighthilll se cumple cuando k,H > 1.36. Donde H es la profundidad de
la capa. De esta manera esta condicion puede ser considerada como una especie de
frontera entre las aproximaciones de aguas poco profundas yaguas profundas.

Notemos que para (4.1.14) el criterio (3.2.3) toma la forma
wyq >0 (4.1.15)

Dado que la relacion de dispersion es consistente (4.1.10)w, > 0 encaso g > 0, se
cumple la condicién (4.1.15) lo que indica la inestabilidad de la modulacion.

Consideremos esta inestabilidad con mas detalle

4.2 Inestabilidad modulacional de la ecuacién no lineal de campo.

Anteriormente en el capitulo anterior se obtuvo en primera aproximacion, cuando el
pardmetro e es suficientemente pequefio, la ecuacion no lineal de Schrddinger.

Analicemos esta ecuacion con mas detalle, para ello lo podemos reescribir de la siguiente

manera:
;04 | D0%A 24 =
i +s ot R|A|A =0, (4.2.1)
Donde T=T,,X=X;, R= » 36 , D= a)o Esta ecuacion describe la evolucion de una
wo

envolvente de funciones complejas que varian lentamente A(X,T)con el tiempo T y la

distancia de propagacion X. El modelo incluye la dispersion de velocidad de grupo



descrita por el pardmetro D y la no linealidad cubica - quinta de Kerr con parametro

caracteristico R

Representamos la soluciébn como

AX,T) = /p(X, T)ele@D), (4.2.2)

que al reemplazarlo en la ec. (4.2.1), produce el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales para las magnitudes p, o

Z—§+D(g—;g—§+p%) ~0 (4.2.3)
do
R p — ﬁ +
+D {iaz—” L (a—”)2 1 (a—“)z} =0 (4.2.4)
4p dX2  8p2 \ax 2 \ax

Ahora veamos pequefias modulaciones a traves del parametro ¢ 1 de la forma
p(X,T) = po(T) + eRe(p,(T)e™¥) (4.2.5)
o(X,T) = 0o(T) + eRe(0,(T)e ™) (4.2.6)

Conseguimos la aproximacién de orden cero

a
T2=0, po=cte (4.2.7)
po R =22 (4.2.8)

gue también se puede escribir asi

0 = po [, R dT (4.2.9)



Para la aproximacion de primer orden en &, las ecuaciones para las amplitudes y la fase

de las bandas adyacentes, se obtienen las siguientes ecuaciones:

221 = 02py03(T)D (4.2.10)
01 _ _ Zi
2= p (1) [R-0 4po] (4.2.11)

Para el caso de nuestra ecuacidn no-autbnoma, la amplitud de Fourier se puede

representar en forma general de la siguiente manera

p1(T) = Re{psexp i | K(T)ar|} (4.2.12)

o,(T) = Re {alexp [i N K(T)dr]} (4.2.13)

Seguidamente derivamos la ecuacion ordinaria de segundo orden considerando las

variables de los coeficientes

d?p D
2L = 02popy (T) D (R — 02 E) (4.2.14)
gue tiene el aspecto formal de la ecuacion bien conocida
ay | 2 _
— +k§(Y =0 (4.2.15)

Entonces, el potencial de oscilacion tipica tomara la forma
U(T,Y) = k&(T)Y?/2 (4.2.16)

Denotando k, = K obtenemos la relacién de dispersién en ese determinado potencial de

oscilacion, por lo tanto

K = +0{p,D (02 2 - R)}UZ (4.2.17)

4po

Esta relacién de dispersion es totalmente dependiente del signo del término dentro de la
raiz cuadrada, ya que, si es positivo, el nimero de onda sera real, correspondiente a
meras oscilaciones alrededor de la solucién no perturbada, mientras que, si es negativo,
el nimero de onda se volvera imaginario, correspondiente al crecimiento exponencial y

por tanto tendremos inestabilidad. Volviendo a los parametros iniciales cuando



3ﬁ n

R=——=,D=w,
2(1)()

2 3

El espectro se puede describir definiendo un parametro de ganancia como G = 2|Im K|

La inestabilidad ocurrira cuando.

Visualizamos la dependencia del parametro de ganancia G de la distanciaZ vy de la
frecuencia Q. Cuando la no linealidad es de tercer orden o sea termino proporcional a

cubico orden, tenemos la tipica gréafica de la ganancia:

Ir

/

/
/:
/ \\ 8 | //// /_\ \\

™I T T T T T T Ty

w
T T

A A o B a3 I a2 a3 1

— o - -1

Figura 2. Dependencia tipica de la ganancia. Los maximos de la ganancia nos dan las

dos frecuencias de las ondas armoénicas como producto de la inestabilidad.

La inestabilidad de modulacién se manifiesta por las dos bandas laterales espectrales
ubicado simétricamente en los maximos de las frecuencias Q,,,, a cada lado de la linea
central. Con el tiempo, la onda continua se convierte en un tren de pulsos periédicos con

un periodo T,, = 21/Qqx-



Estas oscilaciones se refuerzas y logran después de un tiempo a formar el pulso inicial

periddicamente al estilo del fendmeno de recurrencia de Fermi, Pasta y Ulam

4.3Solucion estacionaria de la ecuacion no lineal de Duffing-Schrodinger

La solucién aproximada con variables lentas de la ecuacion no lineal de Klein-Gordon,
ahora lo obtendremos utilizando la solucidon soliténica de la ecuacion no lineal de

Schrédinger. Para ello buscaremos la solucién de (4.1.14) como

A =a(§exp(@({)) (4.3.1)

Donde a =a(é), ¢ =@({) con ¢ =X—-UT, { =X —VT. Esta solucion se caracteriza
porque tiene dos velocidades: U, V.

Reemplazando (11.22) en la NSE (a), se derivan dos ecuaciones de la siguiente forma

n

Wo 2 3y _
—aQr +7(axx —a(px)® +qa’) = 0.

ar + wTO(ZClX‘PX + apyxx) =0 ()
aVe' + wTO(a” —a(p')?)+qa®=0 (4.3.2)

—U(a?)' + wgy (a®¢")' = 0(4.3.3)

Integrando la ecuacion (4.3.3) con condiciones de frontera cero obtenemos que ¢’ =
U/w; donde



Sustituyendo esta solucion en la ecuacion (4.3.2) llegamos a la ecuacion del oscilador no

lineal

u(Uu-2v) 2
no_ ( —~a + ?, CI,3 — O
"
(a’o) Wo

Llamado ecuacion del oscilador no lineal de Duffing.
Veamos con cierto detalle las soluciones posibles de esta ecuacion para lo cual

UU-2v)

multiplicamos por la incégnita a(¢) e integramos. Denotamos 22 = —( ,,)2 ,
Wg

( 3)2 entonces tenemos para la funciéon incognita a la ecuacion
Wo
a’'—%a+ya®>=0
a'a’ = (Q%a—-ya®)a’

1da’2_(QZ 3)da
2 dE a—vya i

d (a’*\ dQ
i(7) @

Integrando una vez mas tenemos para la funcion incognitaala relacion

a'? =2Q(a) +c

Siendo Q(a) la energia potencial

Q%a? a*y
2 4

Q(a) =

0A

a<p) sera

Finalmente la ecuacion en el espacio fase (A,

(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)



da _ _at 2,2
df—i\/c 2y+Qa

(4.3.7)

4.4 Solucién solitonica brillante como perturbacion en la ecuaciéon Klein-Gordon no

lineal

De las posibles soluciones que tenga el oscilador no lineal de Duffing un interés especial

son las soluciones tipo solitonicas.

La solucion de la ecuacion (4.3.4) integrando (4.3.7) tipo solitdnica se obtienen cuando la

constante de integracién C se hace nulay cuando U > 2V tiene la siguiente forma.

a=— Sech(f Q)

(4.4.1)

Finalmente, en primera aproximacic’)n para las soluciones periddicas de la ecuacion

cubica no lineal de Klein Gordon tenemos la solucion
U= ug+ cuy
Siendo u, = AXy, Xy, . Ty, Ty, )e? +c.c

y A= Qf sech(ﬂf)*exp( 6)

Con ¢ = X — VT tenemos la siguiente solucion

A= Qfsech(ﬂf) exp (lU(Z—T,VT))
0

Sustituyendo ¢ = (X — UT)en la ecuacion anterior y tomando en cuenta que

X=X, =¢exy T =T, =¢c*tobtenemos

A= Qfsech(()(sx— Ue?t)) exp (”’(S’;#Zt))

0

Sustituyendo u,en la ecuacion para u obtenemos.

u=uy+e(4e +c.c)

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.4)

Como de costumbre cc significa compleja conjugada. En términos delas primeras

variables x, tla solucién final sera.



i U(ex—Ve?t)

U=uy+e (Q\E/ sech(2(ex — Ue?t)) eT) xel® +cc. (4.4.5)

Considerando la parte compleja obtenemos

(4.4.6)

14

2
u=uy+elQ ;ZSech(.Q(sx — Ue?t)) cos
0

U(ex — Ve%t
ey

Nosotros sabemos que 8 = kyX, — w Ty Y tomando en cuenta X, =xy T, = t.
Sustituyendo 8 y resolviendo la parte derecha de u, agrupando los términos de x y t

obtenemos la siguiente solucién final de la ecuacién no lineal de Klein Gordon.

x(Us + ko) — t(UVE? + wy)wy
Wy

2
u=uy,+el2Q ;sech(ﬂ(sx — Ue?t)) cos

La funcion u, satisface la ecuacion (4.1.8). La inestabilidad de las soluciones armonicas
se ve reflejada por la presencia de un tren de soluciones solitbnicas que surgen como
consecuencia de la no linealidad dispersiva en variables lentas. Recordemos que la
ecuacion de Schrodinger no lineal posee N integrales de movimiento, por lo tanto, pueden
aparecer en el medio fisico donde se modela el campo no lineal mediante la ecuacién de
Klein-Gordon n-solitones, de amplitud reducida. La representacion gréfica de esta
solucién para el caso de que la solucion de Klein Gordon u = ugytenga aproximacion

cuasi-armonica descrito por la ecuacion y cuando esta misma posee solucién soliténica

parau = U



Figura 3. Grafica de la solucion perturbada de la ecuacion de Klein-Gordon cuando la original soporta

solucion cuasi armonica, con el parametro pequefio €= 0.01

Figura 4. Representacion grafica de la solucion solitdénica perturbada de Klein Gordon donde se observa el
surgimiento de perturbacion arménica debido a la inestabilidad modulacional. El parametro £€=0.01.



CAPITULO 5.
RESULTADOS Y CONCLUSIONES.

Se analiza la ecuacién cubica no lineal de Klein Gordon que surge en el estudio de
procesos naturales fisicos diversos. Inicialmente se hace una introduccion de sobre la

historia y soluciones exactas de esta ecuacion.

En el primer capitulo se estudian algunas soluciones unidimensionales de la ecuacion de
KG concretamente se analizan dos casos de soluciones concentradas que corresponden
a un potencial el caso con dos maximos de altura idéntica y el caso con dos minimos. En
el primer caso la solucién recibe el nombre de kink en el que se describe de la siguiente
manera que su potencial tenga como minimo dos maximos locales no degenerados de
altura equivalente en unos puntos, el potencial para la existencia del kink no esta obligado
a ser par, para el segundo caso de la solucién concertada se le da el nombre de solito.

En el segundo capitulo se hace mencion a que es la inestabilidad modulacional el cual
nos podemos referir a la (IM) como un fenébmeno el que una onda continua inicialmente
perturbada tiende a romperse espontaneamente en un tren de pulsos periodico similar a

un solitdn mientras se propaga a través de un medio dispersivo

En el tercer capitulo se analiza una solucion de la ecuacién de Klein Gordon con no
linealidad cubica usando las ecuaciones de Whitham y el criterio de Lighthill para ver la
inestabilidad causada por la interaccion de una onda portadora con frecuencia y
perturbaciones llamados satélites. En este caso se asume que las funciones cambian

lentamente, entonces se pueden considerar como funciones de variables lentas

Posteriormente se analiza mediante el método de escalas multiples, la modulacion
inestable de la misma. Se consideran dos casos. La primera cuando la ecuacioén no lineal
de Klein Gordon en el limite lineal se considera como soluciones armonicas y se discute
la inestabilidad modulacional para estas soluciones basados en el criterio de que las

pequefias perturbaciones son inestables en un rango especifico de nimeros de ondas.



En el segundo caso, cuando las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon son de tipo
solitonico. En este caso las perturbaciones son no lineales y pertenecen a las soluciones
exactas estacionarias de la ecuacion no lineal de Schrodinger (ENLS) La expresion
(4.3.7) describe el cambio lento en amplitud y fase (paquete de ondas).

Una vez realizado el andlisis obtenemos que, en presencia de inestabilidad de
modulacion, las pequefias modulaciones de una banda de ondas espacialmente
homogénea aumentan gradualmente es decir se produce la automodulacion, como
resultado el paguete de ondas se desmoronay en su lugar surgen una serie de solitones

tipo Schrodinger no lineal que son las soluciones (4.3.7).
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