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Introducción

La Teoría de hiperespacios vio sus inicios en el año de 1922 con los trabajos
de Leopold Vietoris y Felix Hausdorff. Sus trabajos con el análisis de la hoy
llamada topología de Vietoris son considerados como el inicio en el estudio
de los hiperespacios.
En 1969, en la conferencia anual de topología celebrada en la Universidad de
Auburn, Carl Pixley y Prabir Roy presentaron por primera vez la construc-
ción de un importante ejemplo para el estudio de los espacios de Moore, un
espacio de Moore que no cumple la condición de cadena numerable. Dotaron
con una topología a la colección de todos los subconjuntos finitos no vacíos
de un espacio topológico T1. Incluso hasta nuestros días, el comportamien-
to topológico del espacio de Pixley y Roy es un objeto de estudio de gran
interés [1, 8–11].
Sea X un espacio topológico T1. Denotamos por F [X] a la colección de todos
los subconjuntos finitos no vacíos de X. Para cada miembro F de F [X] y
para cada subconjunto abierto de U de X definimos [F, U ] como el conjunto
{G ∈ F [X] : F ⊆ G ⊆ U}. La familia que consiste de todos los subconjuntos
de F [X] con la forma [F, U ] es una base para una topología τP R para F [X].
Al espacio topológico (F [X], τP R) le llamaremos el hiperespacio Pixley-Roy
de X.
En este trabajo de tesis estudiaremos algunas de las propiedades del hiperes-
pacio Pixley-Roy de un espacio topológico T1. El primer capítulo consta de
conceptos básicos y resultados tanto de teoría de conjuntos como de topología
los cuales son fundamentales para una lectura accesible.
El segundo capítulo comienza con un análisis de las propiedades básicas del
conjunto F [X], seguido de una introducción mas profunda del hiperespacio
de Pixley-Roy, su comportamiento topológico y los axiomas de separación
con los cuales cuenta.
En el tercer capítulo analizaremos el comportamiento topológico que surge
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como consecuencia de dotar al hiperespacio de Pixley-Roy con las propiedades
secuencial, Fréchet-Urysohn y Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
En el cuarto y último capítulo mostraremos la equivalencia que existe entre
el primer axioma de numerabilidad y ser un espacio de Moore que satisface
el hiperespacio de Pixley-Roy.



Capítulo 1

Preliminares

Para obtener resultados dentro de la topología es inevitable emplear el álge-
bra de conjuntos como herramienta fundamental. Este hecho nos motiva a
presentar un breve repaso de la teoría de conjuntos y junto con ella una serie
de proposiciones conocidas de la topología general.

1.1. Teoría de Conjuntos
Las definiciones de esta sección pueden ser consultadas en [5].

Definición 1.1. Un conjunto parcialmente ordenado, también llamado
po-conjunto o poset, es un par (P, ≤) en donde P es un conjunto y ≤ es
una relación de orden, o sea una relación que cumple:

1. (Reflexiva) Para todo x ∈ P se tiene x ≤ x.

2. (Antisimétrica) Para x, y ∈ P se tiene que x ≤ y y y ≤ x implica x = y.

3. (Transitiva) Para x, y, z ∈ P se tiene que x ≤ y y y ≤ z implica x ≤ z.

Definición 1.2. Un conjunto parcialmente ordenado P se llama orden total
o cadena si para cualquier par de elementos x, y ∈ P tenemos que x y y son
comparables, es decir, x ≤ y o y ≤ x.

Definición 1.3. Sea P un poset. Para un subconjunto A de P decimos que
u ∈ P es una cota superior de A si u ≥ x para todo x ∈ A.

Definición 1.4. A un elemento x ∈ P se le llama maximal si no hay un
elemento z ∈ P tal que z > x.
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La demostración del siguiente lema puede ser consultada en [5, Teorema 8.10,
pág. 184].

Lema 1.5. Zorn-Kuratowski. Si X es un conjunto no vacío y parcialmente
ordenado en el cual toda cadena posee una cota superior, entonces X contie-
ne, al menos, un elemento maximal.

Definición 1.6. Sea A una familia de subconjuntos no vacíos de un conjunto
no vacío X. Diremos que un subconjunto G de A es MAP si cumple las
siguientes condiciones:

1. para cada A, B ∈ G se tiene que A = B ó A ∩ B = ∅,

2. para cada F ∈ A \ G existe G ∈ G tal que F ∩ G ̸= ∅.

Lema 1.7. Sea X un conjunto no vacío. Si A es una familia no vacía de
subconjuntos de X, entonces A contiene un subconjunto MAP.

Demostración. Definamos N = {K ∈ P(A) : A = B ó A ∩ B = ∅ para cada
A, B ∈ K} donde P(A) es el conjunto potencia de A. Usaremos el Lema de
Zorn-Kuratowski 1.5 para demostrar que el conjunto ordenado (N, ⊆) tiene
un maximal.
Para cada A ∈ A, se tiene que {A} ∈ N. Con lo cual N ̸= ∅.
Sea C una cadena de N. Hacemos M = ⋃

C. Veamos que M ∈ N. Sea
T ∈ M. Entonces existe I ∈ C tal que T ∈ I ∈ N. Por lo que I ∈ P(A)
y en consecuencia T ∈ I ⊆ A. Con esto tenemos que, M ⊆ A, es decir
M ∈ P(A). Sean R, S ∈ M tales que R ̸= S. Observemos que existen
E , F ∈ C tales que R ∈ E y S ∈ F . Dado que C es una cadena de N, E ⊆ F ó
F ⊆ E . Supongamos que E ⊆ F . En consecuencia, R, S ∈ F , así R ∩ S = ∅.
Por lo tanto, M ∈ N. Observemos que para todo J ∈ C, J ⊆ ⋃

C = M.
Con lo cual M es cota superior de C.
Por Lema 1.5, existe un elemento maximal G de (N, ⊆). Afirmamos que G es
un subconjunto MAP de A.
Del hecho que G ∈ N se tiene que G ⊆ A y, E = H ó E ∩ H = ∅ para todo
E, H ∈ G. Finalmente si Q ∈ A \ G entonces G ∪ {Q} /∈ N, esto implica que
existe P ∈ G de tal forma que P ∩Q ̸= ∅. En conclusión G es un subconjunto
MAP de A.

Definición 1.8. Sea X un conjunto no vacío. Diremos que X es numerable
si y sólo si existe una función biyectiva de N en X.
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A partir de la siguiente sección presentaremos conceptos topológicos los cua-
les fueron extraídos de [2,7], sin embargo pueden ser consultados en cualquier
otro libro de topología básica.

1.2. Espacios topológicos
Definición 1.9. Una topología en un conjunto X es una familia τ de
subconjuntos de X que satisfacen las siguientes condiciones:

1. el conjunto vacío ∅ y X pertenecen a τ ,

2. si A, B ∈ τ , entonces A ∩ B ∈ τ , y

3. si A ⊆ τ , entonces ⋃ A ∈ τ .

Definición 1.10. Si τ es una topología en un conjunto X, a la pareja (X, τ) le
llamaremos espacio topológico, abreviado como X es un espacio topológico
cuando no exista confusión sobre τ .

Definición 1.11. Si X es un espacio topológico, a los elementos que perte-
necen a la topología de X reciben el nombre de subconjuntos abiertos de
X, que con el fin de simplificar notación abreviaremos como U ∈ τX .

Definición 1.12. Sea X un espacio topológico. Si Y es un subconjunto de
X, la colección τY = {Y ∩U : U ∈ τX} es una topología sobre Y , denominada
topología de subespacio o topología relativa. Con esta topología Y se
denomina subespacio de X.

Definición 1.13. Sea B una familia de subconjuntos de un conjunto X.
Diremos que B es base para una topología sobre X si satisface:

1. X = ⋃ B, y

2. si B1 y B2 son elementos de B, y x ∈ B1 ∩ B2, entonces existe B ∈ B
tal que x ∈ B ⊆ B1 ∩ B2.

Entonces, la colección τB = {A ⊆ X : existe A ⊆ B tal que A = ⋃ A} es
una topología en X que tiene a B como base.

Definición 1.14. Sea X un espacio topológico y x ∈ X. Diremos que una
familia Bx de elementos de τ es base local para τ en x si satisface:
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1. x ∈ V para cada V ∈ Bx, y

2. si W ∈ τ tal que x ∈ W , entonces existe U ∈ Bx de tal forma que
U ⊆ W .

Teorema 1.15. Sea X un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces A es un
subconjunto abierto de X si y sólo si para cada y ∈ A existe V ∈ τX tal que
y ∈ V ⊆ A.

Demostración. Supongamos que A ∈ τX . Sea y ∈ A. Observemos que
y ∈ A ⊆ A.

Ahora supongamos que para cada y ∈ A, existe V ∈ τX tal que y ∈ V ⊆ A.
Notemos que W = ⋃{V ∈ τX : V ⊆ A} ∈ τX y W ⊆ A. Por último veamos
que A ⊆ W . Sea b ∈ A. Entonces existe U ∈ τX de tal forma que b ∈ U ⊆ A.
Así, b ∈ U ⊆ W . Con lo cual A ⊆ W . Por lo tanto, W = A y A es un
subconjunto abierto de X.

Definición 1.16. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. Deci-
mos que E es un subconjunto cerrado de X si X\E ∈ τX .

Definición 1.17. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. El
interior de E, el cual denotaremos con Int(E), es la unión de la colección
de subconjuntos de E que son elementos de τX . A los puntos que pertenecen
a Int(E) les llamaremos puntos interiores de E.

Revisar [2, Proposición 2.9, pág. 57] para ver una prueba de la siguiente
proposición.

Proposición 1.18. Sea X un espacio topológico y A, B y E subconjuntos de
X. Se cumple que:
(1.18.1) Int(E) es un subconjunto abierto de X.
(1.18.2) Int(E) es el mayor abierto que está contenido en E, es decir, si A

es un abierto en X contenido en E, entonces A ⊆ Int(E) ⊆ E.
(1.18.3) Si A ⊆ B, entonces Int(A) ⊆ Int(B).
(1.18.4) E ∈ τX si y sólo si Int(E) = E.

Definición 1.19. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. Un
punto x ∈ X es un punto de acumulación de E si cada V ∈ τX que
contenga a x cumple que (E ∩ V ) \ {x} ≠ ∅.
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Definición 1.20. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. El
conjunto derivado de E, que denotaremos por Dv(E), es el conjunto de
todos los puntos de acumulación de E.

Definición 1.21. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. La
cerradura de E es el subconjunto Cl(E) = E ∪ Dv(E).

Definición 1.22. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. Un
punto x ∈ X es un punto de adherencia a E si cada V ∈ τX que contenga
a x cumple que E ∩ V ̸= ∅.

Teorema 1.23. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. Entonces
Cl(E) = {x ∈ X : x es punto adherente a E}.

Demostración. Sea x ∈ Cl(E). De esto, x ∈ E ó x ∈ Dv(D). Si x perteneciese
a E, todo subconjunto abierto U que contenga a x cumpliría que U ∩ E ̸= ∅.
Por otro lado, en el caso que x perteneciera a Dv(E) \ E se tendría que
(E ∩ U) \ {x} = (E ∩ U) ̸= ∅ para todo subconjunto abierto de X tal que
x ∈ U . Con esto se concluye que x es un punto adherente a E.
Ahora, sea y un punto adherente a E. Si y ∈ E, se tendría que y ∈ Cl(E). En
caso que y /∈ E, todo subconjunto abierto U de X tal que y ∈ U , satisfaría
que (U ∩ E) \ {y} = U ∩ E ̸= ∅. Con esto, y ∈ Cl(E).
Por lo tanto, Cl(E) = {x ∈ X : x es punto adherente a E}.

La prueba de la siguiente proposición se considera como en [2, Proposición
2.6, pág. 54].

Proposición 1.24. Sea X un espacio topológico y E un subconjunto de X.
Se cumple que:
(1.24.1) Cl(E) es un subconjunto cerrado de X.
(1.24.2) E es un subconjunto cerrado de X si y sólo si Cl(E) = E.

Lema 1.25. Sea Z un espacio topológico. Si G es un subconjunto de Z,
entonces ClZ(A) = ClG(A) para todo A ⊆ G.

Demostración. Consideremos ClZ(A) como la cerradura de A en el espacio
Z y ClG(A) como la cerradura de A en el subespacio Y . Sea A ⊆ G. Para
probar la primera parte, sean x ∈ ClZ(A) y V un subconjunto abierto de
G de tal forma que x ∈ V . De esto, existe W un subconjunto abierto de Z
tal que G ∩ W = V . Del hecho que x ∈ W se sigue que W ∩ A ̸= ∅. En
consecuencia (G ∩ W ) ∩ A ̸= ∅. Es decir, x ∈ ClG(A).



10

Por último, sean y ∈ ClG(A) y Q un subconjunto abierto de Z tal que
y ∈ Q. Observemos que G ∩ Q es un subconjunto abierto de G que cumple
que y ∈ G ∩ Q. Por lo que (G ∩ Q) ∩ A ̸= ∅. De este modo, A ∩ Q ̸= ∅ y así,
y ∈ ClZ(A).
Por lo tanto, ClZ(A) = ClG(A).

Definición 1.26. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. Un
punto x ∈ X es un punto aislado de E si x ∈ E \ Dv(E).

Teorema 1.27. Sea X un espacio topológico y sea A un subconjunto de X.
(1.27.1) Un punto x ∈ X es un punto aislado de A si y sólo si existe un

abierto U tal que U ∩ A = {x}.
(1.27.2) Un punto x ∈ X es aislado de X si y sólo si {x} es un subconjunto

abierto de X.

Demostración. Para demostrar (1.27.1), sea x un punto aislado de A.
Entonces x ∈ A \ Dv(A), es decir, x ∈ A y x /∈ Dv(A). La condición
x /∈ Dv(A) implica que existe U un subconjunto abierto de X tal que x ∈ U
y (A ∩ U) \ {x} = ∅. De esto se concluye que A ∩ U = {x}.
Ahora, supongamos que existe U un subconjunto abierto de X tal que A∩U =
{x}. En consecuencia x /∈ Dv(A). Así, x ∈ A\Dv(A), es decir, x es un punto
aislado de A.
Para demostrar (1.27.2) sea y ∈ X. Por Teorema (1.27.1), y es un punto
aislado de X si y sólo si existe V un subconjunto abierto de X tal que
V ∩ X = {y}. Observemos que V ∩ X = {x} es un subconjunto abierto de
X. Por lo que concluimos que y es un punto aislado de X si y sólo si {y} es
un subconjunto abierto de X.

Definición 1.28. Sea X un espacio topológico. Una sucesión en X es una
función f : N −→ X. La sucesión f se representa por el símbolo {f(n)}n∈N
y los valores de f , esto es, los elementos f(n), se llaman términos de la
sucesión. Para denotar una sucesión sólo lo haremos por sus elementos en
lugar de hacerlo por la función. Si f es una sucesión y f(n) = xn, entonces
{xn}n∈N denotará a f .

Definición 1.29. Sea X un espacio topológico. Decimos que una sucesión
{xn}n∈N de elementos de X converge a un punto w ∈ X, si para cualquier
U ∈ τX tal que w ∈ U , existe m ∈ N tal que xn ∈ U para cada n ≥ m.
Representamos el concepto anterior escribiendo xn → w ó ĺım xn = w.
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Definición 1.30. Sea E un subconjunto de un espacio topológico X. Dire-
mos que E es un subconjunto denso en X si y sólo si cada A ∈ τX \ {∅}
satisface A ∩ E ̸= ∅.

Definición 1.31. Sea X un espacio topológico.

1. El espacio X es primero numerable si cada punto x ∈ X posee una
base local numerable.

2. El espacio X es segundo numerable si existe una base numerable para
τ

Definición 1.32. Sean X un espacio topológico y Y un subconjunto de X.
Decimos que Y es un subconjunto compacto de X si y sólo si para toda
colección U = {Uα}α∈I de subconjuntos abiertos de X tal que Y ⊆ ⋃

α∈I
Uα,

existe una subcolección finita {Uα1 , Uα2 , · · · , Uαn} tal que Y ⊆
n⋃

i=1
Uαi

.

1.3. Axiomas de separación
Definición 1.33. Diremos que un espacio topológico X es un espacio T1 si
cada subconjunto finito de X es un subconjunto cerrado de X.

Consideraremos la demostración del siguiente teorema dada en [7, Teorema
19.7, pág. 112].

Teorema 1.34. Sea X un espacio T1. Un punto x ∈ X es un punto de
acumulación de un subconjunto E de X si, y sólo si, cada abierto que
contiene a x contiene también una cantidad infinita de puntos del conjunto
E.

Definición 1.35. Un espacio topológico X es un espacio de Hausdorff o
T2 si X satisface la siguiente condición: para cuales quiera puntos distintos x
y y de X, existen abiertos U y V de X tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

Definición 1.36. Un espacio topológico X es regular o T3 si satisface las
siguientes condiciones:

1. X es un espacio T1,

2. Para cualquier punto x ∈ X y cualquier U ∈ τX tal que x ∈ U , existe
V ∈ τX tal que x ∈ V ⊆ Cl(V ) ⊆ U .
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Las demostraciones del siguiente teorema y el siguiente corolario pueden ser
consultados en [2, Teorema 7.8, pág. 245] y [2, Corolario 7.9, pág. 246] res-
pectivamente.

Teorema 1.37. 1. Sea X un espacio de Hausdorff. Si K1 y K2 son sub-
conjuntos compactos de X y K1 ∩ K2 = ∅, entonces existen U y V
subconjuntos abiertos ajenos de X tales que K1 ⊆ U y K2 ⊆ V .

2. Sea X un espacio regular. Si F es un subconjunto cerrado de X, K es un
subconjunto compacto de X y F ∩ K = ∅, entonces existen subconjutos
abiertos ajenos U y V tales que F ⊆ U y K ⊆ V .

Corolario 1.38. Si X es un espacio de Hausdorff y K es subconjunto com-
pacto de X, entonces K es cerrado en X.

Lema 1.39. Sea X un espacio topológico de Hausdorff. Si A = {x1, x2, · · · , xk}
es un subconjunto finito de X, entonces existen U1, U2, · · · , Uk subconjuntos
abiertos de X tales que xi ∈ Ui para todo i ≤ k y para i ̸= j se cumple que
Ui ∩ Uj = ∅.

Demostración. Sean i, j ∈ {1, · · · , k} distintos. Entonces del hecho que X
es un espacio de Hausdorff, para xi, xj ∈ A, existen subconjuntos abiertos
Wi,j y Wj,i tales que xi ∈ Wi,j, xj ∈ Wj,i y Wi,j ∩ Wj,i = ∅. Para cada
i ∈ {1, · · · , k}, definamos Ui = ⋂{Wi,j : j ∈ {1, · · · , k} \ {i}}. Observemos
que xi ∈ Ui y en consecuencia que Ui es intersección finita de subconjuntos
abiertos se tiene que Ui es un subconjunto abierto. Sean l, q ∈ {1, · · · , k}
distintos. Notemos que Ul = ⋂{Wl,j : j ∈ {1, · · · , k} \ {l}} ⊆ Wl,q. Del
mismo modo, Uq = ⋂{Wq,j : j ∈ {1, · · · , k}\{q}} ⊆ Wq,l. De ahí, la condición
Wl,q ∩ Wq,l = ∅ implica que Ul ∩ Uq = ∅.

Definición 1.40. Sea X un espacio topológico T1. Diremos que X es com-
pletamente regular o Tychonoff si y sólo si existe una base B de τX tal
que:

1. Para cada x ∈ X y cualquier U ∈ B tal que x ∈ U , existe V ∈ B tal
que x /∈ V y X = U ∪ V .

2. Si U, V ∈ B son tales que X = U ∪ V , entonces existen A, B ∈ B tales
que X\V ⊆ A, X\U ⊆ B y A ∩ B = ∅.

Definición 1.41. Un espacio topológico X es normal o T4 si X satisface
las siguientes:
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1. X es un espacio T1; y

2. para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos F1 y F2 de X, existen
abiertos ajenos U1 y U2 de X tales que F1 ⊆ U1 y F2 ⊆ U2.

Definición 1.42. Un subconjunto de un espacio topológico X es Gδ si es
la intersección de una colección numerable de subconjuntos abiertos de X y
un subconjunto es Fσ si es la unión de una familia numerable de conjuntos
cerrados de X.

Definición 1.43. Un espacio topológico X es perfectamente normal si
X es normal y cada subconjunto cerrado de X es Gδ.

1.4. Funciones continuas y homeomosfismos
Definición 1.44. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X −→ Y
una función. Diremos que f es una función continua si para cualquier
subconjunto abierto U de Y , f−1(U) es un subconjunto abierto de X.

Definición 1.45. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X −→ Y una
función. Se dice que f es homeomorfismo si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. f es biyectiva

2. f es continua

3. f−1 es continua

Diremos que los espacios X y Y son homeomorfos denotado por X ∼= Y si
existe un homeomorfismo f : X −→ Y .

Definición 1.46. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X −→ Y una
función.

1. f es una función abierta si la imagen bajo f de cualquier subconjunto
abierto de X es un subconjunto abierto en Y .

2. f es una función cerrada si la imagen bajo f de cualquier subconjunto
cerrado de X es un subconjunto cerrado en Y .



14

Para consultar una prueba de la siguiente proposicion ver [2, Proposición
3.17, pág. 99]

Proposición 1.47. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X −→ Y una
función biyectiva. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(1.47.1) f−1 es continua.
(1.47.2) f es abierta.
(1.47.3) f es cerrada.

Definición 1.48. Sean X y Y espacios topológicos. Diremos que X esta
encajado en Y si existe una función continua que f : X −→ Y tal que
f : X −→ f(X) es un homeomorfismo.



Capítulo 2

El hiperespacio Pixley-Roy

El hiperespacio Pixley-Roy se introdujo para mostrar la existencia de un es-
pacio de Moore no separable que satisface la condición de cadena numerable.
Después de cumplir con su cometido se convirtió en una máquina de contra-
ejemplos que atrajo el interés de expertos. En este capítulo presentamos las
propiedades que posee.
A lo largo de este trabajo, X será un espacio topológico infinito y T1.

2.1. Propiedades básicas
Definición 2.1. Definimos

F [X] = {A ⊆ X : A es finito, A ̸= ∅}.

Para cada F ∈ F [X] y para cada V ⊆ X, la colección {B ∈ F [X] : F ⊆
B ⊆ V } se denotará por [F, V ].

Definición 2.2. Para un subconjunto A de X, definimos

F [A] = {B ∈ F [X] : B ⊆ A}.

Lema 2.3. Sean C, D ∈ F [X] y R, S subconjuntos de X. Se cumplen las
siguientes condiciones:
(2.3.1) Si L ⊆ C, entonces C ∈ [L, X].
(2.3.2) [C, R] ∩ [D, S] = [C ∪ D, R ∩ S].
(2.3.3) [D, S] ⊆ [C, R] si y solo si C ⊆ D y S ⊆ R
(2.3.4) [C, R] ∩ F [S] = [C, R ∩ S].
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Demostración. Dado que L ⊆ C ⊆ X, concluimos que C ∈ [L, X]. Esto
prueba (2.3.1).
Sea B ∈ [C, R] ∩ [D, S]. Entonces C ⊆ B ⊆ R y D ⊆ B ⊆ S. Esto implica
que C ∪ D ⊆ B ⊆ R ∩ S, es decir, B ∈ [C ∪ D, R ∩ S]. Por lo tanto,
[C, R] ∩ [D, S] está contenido en [C ∪ D, R ∩ S]. Si K ∈ [C ∪ D, R ∩ S],
entonces C ⊆ C ∪ D ⊆ K ⊆ R ∩ S ⊆ R y D ⊆ C ∪ D ⊆ K ⊆ R ∩ S ⊆ S,
por lo que equivale a K ∈ [C, R] y K ∈ [D, S]. En conclusión, [C ∪ D, R ∩ S]
es un subconjunto de [C, R] ∩ [D, S]. Con esto queda demostrado (2.3.2).
Ahora demostraremos (2.3.3). Supongamos que [D, S] ⊆ [C, R]. Entonces
D ∈ [C, R], es decir, C ⊆ D. Sea p ∈ S. Notemos que D ∪ {p} ∈ [D, S]. De
esto C ⊆ D ∪ {p} ⊆ R lo que implica p ∈ R, y así, S ⊆ R. Para probar la
segunda parte, supongamos que C ⊆ D y S ⊆ R. Sea K ∈ [D, S]. Entonces
C ⊆ D ⊆ K ⊆ S ⊆ R y con esto K ∈ [C, R]. Concluimos que [D, S] esta
contenido en [C, R].
Por último, demostraremos (2.3.4). Sea Q ∈ [C, R] ∩ F [S]. Del hecho que
C ⊆ Q ⊆ R y Q ⊆ S se sigue que C ⊆ Q ⊆ R ∩ S, es decir, Q ∈ [C, R ∩ S].
Así, [C, R] ∩ F [S] ⊆ [C, R ∩ S]. Ahora, sea P ∈ [C, R ∩ S]. Entonces, por un
lado tenemos que C ⊆ P ⊆ R ∩ S ⊆ R, es decir, P ∈ [C, R]. Por otro lado,
la condición P ⊆ R ∩ S ⊆ S implica que P ∈ F [S]. Con lo cual se concluye
que P ∈ [C, R] ∩ F [S]
Lema 2.4. Sea (X, τX) un espacio topológico. Entonces no existen F, G ∈
F [X] y U, V ∈ τX tales que F [X] = [F, U ] ∪ [G, V ].
Demostración. Sean F, G ∈ F [X] y U, V ∈ τX tales que F ⊆ U y G ⊆ V .
Del hecho que X es un subconjunto infinito, se sigue que F ∪ G ⊊ X. Así,
existe x ∈ X tal que x /∈ F ∪ G. De esto, F ⊈ {x} y G ⊈ {x}, por lo que
{x} /∈ [F, U ] ∪ [G, V ].
Teorema 2.5. Sea (X, τX) un espacio topológico. La familia B = {[F, U ] :
F ∈ F [X] , U ∈ τX} es base para alguna topología de F [X].
Demostración. Primero veamos que ⋃ B = F [X]. Notemos que los elementos
de la familia B son subconjuntos de F [X], por consiguiente ⋃ B ⊆ F [X]. Sea
C ∈ F [X]. Con esto C ∈ [C, X] ∈ B. Por lo que C ∈ ⋃ B. Con esto hemos
demostrado que ⋃ B = F [X].
Ahora sean G ∈ F [X] y [D, V ], [E, W ] ∈ B de tal forma que G ∈ [D, V ] ∩
[E, W ]. Por Lema (2.3.2), [D, V ] ∩ [E, W ] = [D ∪ E, V ∩ W ]. Entonces [D ∪
E, V ∩ W ] ∈ B es tal que G ∈ [D ∪ E, V ∩ W ] ⊆ [D, V ] ∩ [E, W ].
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Por lo tanto tenemos que B es base para alguna topología de F [X]

La topología para F [X] garantizada en el teorema anterior se conoce como
topología Pixley-Roy denotada por τP R y al espacio topológico (F [X], τP R)
se le conoce como el hiperespacio de Pixley-Roy del espacio topológico X,
abreviado como F [X] es el hiperespacio Pixley-Roy del espacio topológico
X.

Teorema 2.6. Si G ∈ F [X] y G ⊆ U ⊆ X, entonces [G, U ] es un subcon-
junto cerrado de F [X].

Demostración. Veamos que F [X]\[G, U ] ∈ τP R empleando Teorema 1.15.
Sea H ∈ F [X]\[G, U ]. Entonces se cumple que G ⊈ H ó H ⊈ U .
Caso 1. G ⊈ H.
Entonces existe q ∈ G tal que q /∈ H. Del hecho que X es T1, se sigue que
X\{q} ∈ τX . De esto H ∈ [H, X\{q}] ∈ τP R. Mostremos que [H, X\{q}] ⊆
F [X]\[G, U ]. Sea K ∈ [H, X\{q}]. Esto implica que H ⊆ K ⊆ X \ {q}.
Por lo que q ∈ G \ K, es decir, G ⊈ K. Entonces K /∈ [G, U ]. Por lo tanto,
H ∈ [H, X\{q}] ⊆ F [X]\[G, U ].
Caso 2. H ⊈ U .
Notemos H ∈ [H, X] ∈ τP R. Probaremos que [H, X] está contenido en
F [X]\[G, U ]. Sea L ∈ [H, X]. Entonces se sigue que H ⊆ L. Como con-
secuencia de que H ⊈ U , tenemos que L ⊈ U . Con lo cual concluimos que
L /∈ [G, U ]. Por lo tanto, H ∈ [H, X] ⊆ F [X]\[G, U ].
Por los casos anteriores se concluye que F [X]\[G, U ] es un subconjunto abier-
to de F [X], y así [G, U ] es un subconjunto cerrado de F [X].

Corolario 2.7. La base B = {[F, U ] : F ∈ F [X] , U ∈ τX} de la topología
τP R consta de subconjuntos abiertos y cerrados.

Definición 2.8. Un espacio topológico X es cero dimensional o de di-
mensión cero si tiene una base que comprende subconjuntos abiertos y
cerrados de X.Ver [13, Definición 29.4 pág. 210].

Corolario 2.9. El hiperespacio F [X] es de dimensión cero.

Teorema 2.10. Si U es un subconjunto abierto de X, entonces F [U ] es un
subconjunto abierto de F [X].
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Demostración. Basta probar que F [U ] = ⋃{[{x}, U ] : x ∈ U}. Para cada
P ∈ F [U ], si x ∈ P , entonces x ∈ U y P ∈ [{x}, U ]. Esto demuestra que
F [U ] ⊆ ⋃{[{x}, U ] : x ∈ U}. Ahora, sea Q ∈ ⋃{[{x}, U ] : x ∈ U}. Entonces
existe w ∈ U tal que Q ∈ [{w}, U ]. Así {w} ⊆ Q ⊆ U y con lo cual Q ∈ F [U ].
Por lo tanto, F [U ] = ⋃{[{x}, U ] : x ∈ U}.

Teorema 2.11. Si A es un subconjunto de X, entonces F [Int(A)] = Int(F [A]).

Demostración. Sabemos que Int(A) ⊆ A. De esto se desprende el hecho
que F [Int(A)] ⊆ F [A]. Por Teorema 2.10, F [Int(A)] ∈ τP R. Por lo anterior
F [Int(A)] ⊆ Int(F [A]). Ahora sea B ∈ Int(F [A]). Entonces existen F ∈
F [X] y U ∈ τX tales que B ∈ [F, U ] ⊆ F [A]. Esto implica que F ⊆ B ⊆
U . Veremos que U ⊆ A. Sea z ∈ U . Así B ∪ {z} ∈ [F, U ] ⊆ F [A]. En
consecuencia, z ∈ A. De lo anterior B ⊆ U ⊆ A y con esto B ⊆ Int(A), es
decir, B ∈ F [Int(A)].
Por lo tanto, Int(F [A]) = F [Int(A)].

Teorema 2.12. Si A es un subconjunto de X, entonces el conjunto derivado
de F [A] es Dv(F [A]) = {P ∈ F [A] : P ∩ Dv(A) ̸= ∅}.

Demostración. Sea P ∈ Dv(F [A]). Veamos que P ∈ F [A] y P ∩ Dv(A) ̸= ∅.
Primero, dado que P ∈ [P, X] ∈ τP R, existe Q ∈ [P, X] ∩ F [A] tal que
Q ̸= P . Esto implica que P ⊆ Q ⊆ X y Q ⊆ A. Con esto último P ⊆ A,
es decir, P ∈ F [A]. Para demostrar que P ∩ Dv(A) ̸= ∅, supongamos lo
contrario. Entonces para cada z ∈ P , existe Uz ∈ τX que cumple que z ∈ Uz

y (Uz ∩ A) \ {z} = ∅. Observemos que W = ⋃{Uz : z ∈ P} ∈ τX y P ⊆ W .
Así tenemos que P ∈ [P, W ] ∈ τP R. Del hecho que P ∈ Dv(F [A]), existe
R ∈ [P, W ] ∩ F [A] tal que R ̸= P . Sea x ∈ R \ P . Entonces x ∈ A y
x ∈ W . La condición x ∈ W implica que existe z ∈ P tal que x ∈ Uz. Con lo
anterior tenemos x ∈ (Uz ∩ A) \ {z}, esto es una contradicción. Por lo tanto,
Dv(F [A]) ⊆ {P ∈ F [A] : P ∩ Dv(A) ̸= ∅}.
Ahora, sea T ∈ F [A] de tal forma que T ∩ Dv(A) ̸= ∅. Sean F ∈ F [X] y
W ∈ τX tales que T ∈ [F, W ]. Veamos que ([F, W ] ∩ F [A]) \ {T} ≠ ∅. Sea
x ∈ T ∩ Dv(A). Del hecho que T ⊆ W , se sigue que x ∈ W . Por Teorema
1.34, W ∩ A es un subconjunto infinito de X. Así existe w ∈ W ∩ A de tal
forma que w /∈ T . Con lo cual T ∪ {w} ∈ ([F, W ] ∩ F [A]) \ {T}. Con esto
concluimos que T ∈ Dv(F [A]).

Corolario 2.13. Si A es un subconjunto de X, entonces F [A] es un subcon-
junto cerrado de F [X].
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Demostración. Sabemos que Cl(F [A]) = Dv(F [A]) ∪ F [A]. De Teorema
2.12, Dv(F [A]) es un subconjunto de F [A]. Con lo anterior concluimos que
Cl(F [A]) = F [A].

Teorema 2.14. Si K es un subconjunto compacto e infinito de X, entonces
F [K] no es compacto.

Demostración. Sea C = {[{x}, X] : x ∈ K} una cubierta abierta de F [K]. De
la hipótesis K un subconjunto infinito de X y de la condición {k} ∈ [{x}, X]
si y sólo si k = x, se verifica que no existe una subcubierta finita de C. De
esto se concluye que F [K] no es compacto.

Definición 2.15. Para cada n ∈ N, definimos:

Fn[X] = {F ∈ F [X] : |F | ≤ n}.

Teorema 2.16. Si X es un conjunto numerable, entonces F [X] es
numerable.

Demostración. Sean k ∈ N y H ∈ Fk[X] \ Fk−1[X]. Del hecho que X es
numerable existe MH ⊆ N tal que H = {hm : m ∈ MH}. Considere-
mos fk : Fk[X] \ Fk−1[X] −→ Nk dada por fk(H) = (m1, · · · , mk) donde
{m1, · · · , mk} = MH y mi < mj para i < j. Notemos que fk es inyectiva
pues para K, L ∈ Fk[X] \ Fk−1[X], fk(K) = (m1, · · · , mr) = fk(L) si y sólo
si MK = ML, es decir, fr(K) = fr(L) si y sólo si K = L. Del hecho que Nk

es numerable se sigue que Fk[X] \ Fk−1[X] es numerable.
Por lo tanto, como consecuencia que la unión numerable de conjuntos nu-
merables es numerable y que ⋃

n∈N
(Fn[X] \ Fn−1[X]) = F [X], se concluye que

F [X] es numerable.

Lema 2.17. Si n ∈ N, entonces Fn[X] es un subconjunto cerrado de F [X].

Demostración. Empleando Teorema 1.15, veamos que F [X] \ Fn[X] es un
subconjunto abierto de F [X]. Sea T ∈ F [X]\Fn[X]. Notemos que para todo
G ∈ [T, X], n < |T | ≤ |G|. Esto implica que [T, X] ⊆ F [X] \ Fn[X]. Con
esto concluimos que F [X] \ Fn[X] es un subconjunto abierto de F [X]. En
consecuencia Fn[X] es un subconjunto cerrado de F [X].

Lema 2.18. Si n ∈ N, entonces

Int(Fn[X]) = {Q ∈ Fn[X] : Q consta de puntos aislados de X}.
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Demostración. Sea Q ∈ Int(Fn[X]). Entonces existen U ∈ τX y F ∈ F [X]
tales que Q ∈ [F, U ] ⊆ Fn[X]. Del hecho que [F, U ] ⊆ Fn[X] se sigue que
|U | ≤ n. Sea y ∈ Q. Por ser X un espacio T1, U \ {y} es un subconjunto
cerrado de X, con lo cual (X \(U \{y}))∩U = {y} es un subconjunto abierto
de X.
Sea Q ∈ Fn[X] tal que Q consta de puntos aislados de X. Por Teorema
(1.27.2), Q es un subconjunto abierto de X. Sea x ∈ Q. Observemos que
Q ∈ [{x}, Q] ⊆ Fn[X]. Por lo que Q ∈ Int(Fn[X]).

Proposición 2.19. Sea n ∈ N. Un punto C de Fn[X] es un punto no aislado
si y sólo si C consta a lo mas n−1 puntos distintos de X y contiene al menos
un punto no aislado de X.

Demostración. Supongamos que C es un punto no aislado de Fn[X]. Si C
constara de n puntos distintos de X, entonces la igualdad [C, X] ∩ Fn[X] =
{C} verificaría que C es un punto aislado de Fn[X]. De esto obtenemos que
C tiene a lo mas n − 1 elementos.
Ahora, si C constara únicamente de puntos aislado de X, entonces [C, C] ∩
Fn[X] = {C} implicaría que C es un punto aislado de Fn[X]. En conclusión
C contiene al menos un punto asilado de X.
Para demostrar la segunda parte, supongamos que C tiene a lo mas n − 1
puntos distntos de X y contiene al menos un punto no asilado z de X. Sea U
un subconjunto abierto de X tal que C ⊆ U . Del hecho que z es no aislado,
existe y ∈ U \ C. Entonces C ∪ {y} ∈ [C, U ] ∩ Fn[X]. Con esto, C no es un
punto aislado de Fn[X].

Corolario 2.20. Un punto C de F2[X] es un punto aislado si y sólo si C
consta de dos puntos distintos de X ó C consta de un único punto asilado
de X.

Teorema 2.21. Cada conjunto de la forma Fn+1[X]\Fn[X] es un subespacio
discreto de F [X].

Demostración. Sea G ∈ Fn+1[X] \ Fn[X]. Observemos que las condiciones
[G, X] ∈ τP R y (Fn+1[X] \ Fn[X]) ∩ [G, X] = {G} implican que {G} es un
subconjunto abierto de Fn+1[X] \ Fn[X].

Por lo tanto, Fn+1[X] \ Fn[X] es un espacio discreto.

Las siguientes definiciones pueden ser consultadas en [13].
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Definición 2.22. Una colección de subconjuntos de un espacio topológico
se dice punto finito si cada punto de X se encuentra en un numero finito
de subconjuntos.

Definición 2.23. Sea C una cubierta de un espacio topológico. Decimos que
V es un refinamiento de C si para cualquier V ∈ V , existe C ∈ C de tal
forma que V ⊆ C.

Definición 2.24. Un espacio es metacompacto si toda cubierta abierta
tiene un refinamiento abierto punto finito.

Definición 2.25. Un espacio es hereditariamente metacompacto si cada
uno de sus subespacios es metacompacto.

Teorema 2.26. El hiperespacio F [X] es hereditariamente metacompacto.

Demostración. Sean H un subespacio de F [X] y K una cubierta abierta de
H. Para cada Y ∈ H, consideremos KY ∈ K de tal forma que Y ∈ KY .
Definamos WY = ([Y, X] ∩ H) ∩ KY para cada Y ∈ H. Afirmamos que W =
{WY : Y ∈ H} es un refinamiento abierto punto finito de K. Observemos que
para todo Y ∈ H, WY ⊆ KY . Del hecho que [Y, X]∩H y KY son subconjuntos
abiertos en H, se sigue que WY es abierto en H. Por último, sea S ∈ H.
Entonces S ∈ WY si y sólo si Y ⊆ S. Con lo cual S pertenece a lo más a
2|S| − 1 elementos de W. De esto se concluye que F [X] es hereditariamente
metacompacto.

Corolario 2.27. El hiperespacio F [X] es metacompacto.

Lema 2.28. Sea Y un subespacio de X. Entonces F [Y ] con la topología de
Pixley-Roy es homeomorfo al subespacio cerrado {A ∈ F [X] : A ⊆ Y } de
F [X].

Demostración. Definimos f : F [Y ] −→ F [Y ] como f(A) = A. Observemos
que f es una función biyectiva, por Proposición 1.47, es suficiente demos-
trar que f es una función continua y abierta. Primero veamos que f es una
función continua. Sean F ∈ F [X] y U ∈ τX tales que [F, U ]∩F [Y ] es un sub-
conjunto abierto no vacío del subespacio F [Y ]. Entonces, por Lema (2.3.4),
f−1([F, U ] ∩ F [Y ]) = f−1([F, U ∩ Y ]) = [F, U ∩ Y ] es un subconjunto abierto
de F [Y ]. Así, f es una función continua.
Ahora veamos que f es una función abierta. Sean H ∈ F [Y ] y W ∈ τX tales
que [H, W ∩Y ] es un subconjunto abierto no vacío de F [Y ]. Por lema (2.3.4)
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se tiene que f([H, W ∩ Y ]) = [H, W ∩ Y ] = [H, W ] ∩ F [Y ] es un subconjunto
abierto del subespacio F [Y ]. Por lo que f es una función abierta.

Por lo tanto, F [Y ] con la topología de Pixley-Roy es homeomorfo al subes-
pacio cerrado {A ∈ F [X] : A ⊆ Y } de F [X].

Teorema 2.29. Sean X1, · · · , Xk espacios topológicos. Entonces F [X1] ×
· · · × F [Xk] puede ser encajado en el hiperespacio F [X1 × · · · × Xk].

Demostración. Definamos f : F [X1] × · · · × F [Xk] −→ F [X1 × · · · × Xk]
dada por f [(A1, · · · , Ak)] = A1 × · · · × Ak. Notemos que A1 × · · · × Ak ∈
F [X1 ×· · ·×Xk] pues |A1 ×· · ·×Ak| = |A1| · · · |Ak|. Para probar que f es un
encaje, primero veamos que f es inyectiva. Sean (A1, · · · , Ak), (B1, · · · , Bk) ∈
F [X1]×· · ·×F [Xk] tales que f [(A1, · · · , Ak)] = f [(B1, · · · , Bk)]. Observemos
que A1×· · ·×Ak = B1×· · ·×Bk si y sólo si Ai = Bi para toda i ∈ {1, · · · , k}.
Con esto, (A1, · · · , Ak) = (B1, · · · , Bk), y en consecuencia, f es inyectiva.
Ahora, veamos que f es continua. Sean Ḡ ∈ F [X1 × · · · × Xk] y W̄ un
subconjunto abierto de X1 × · · · × Xk tal que Ḡ ⊆ W̄ . Sea (H1, · · · , Hk) ∈
f−1[[Ḡ, W̄ ]]. Afirmamos que [H1, π1(W )] × · · · × [Hk, πk(W )] ⊆ f−1[[Ḡ, W̄ ]].
Sea (T1, · · · , Tk) ∈ [H1, π1(W )]×· · ·×[Hk, πk(W )]. Observemos que se cumple
que Ḡ ⊆ f [(H1, · · · , Hk)] ⊆ f [(T1, · · · , Tk)] ⊆ f [(π1(W ), · · · , πk(W ))] = W̄ ,
es decir, T1 × · · · × Tk ∈ [Ḡ, W̄ ]. De esto, (T1, · · · , Tk) = f−1[T1 × · · · × Tk] ∈
f−1[[Ḡ, W̄ ]]. Con esto queda demostrado que f es una función continua.
Por último, veamos que f : F [X1]×· · ·×F [Xk] −→ f [F [X1]×· · ·×F [Xk]] es
una función abierta. Para cada i ∈ {1, · · · , k} sean Fi ∈ F [Xi] y Ui ∈ τXi

tales
que Fi ⊆ Ui. Veamos que f [[F1, U1]×· · ·× [Fk, Uk]] es un subconjunto abierto
de f [F [X1] × · · · × F [Xk]]. Sea G1 × · · · × Gk ∈ f [[F1, U1] × · · · × [Fk, Uk]].
Notemos que [G1 × · · · × Gk, U1 × · · · × Uk] es un subconjunto abierto de
F [X1 × · · · × Xk]. Sea Q1 × · · · × Qk ∈ [G1 × · · · × Gk, U1 × · · · × Uk] ∩
f [F [X1] × · · · × F [Xk]]. Del hecho que para cada i ∈ {1, · · · , k} se cumple
que Fi ⊆ Gi ⊆ Qi ⊆ Ui, se tiene que Qi ∈ [Fi, Ui]. En consecuencia, Q1 ×
· · · × Qk ∈ f [[F1, U1] × · · · × [Fk, Uk]]. Con lo cual, f [[F1, U1] × · · · × [Fk, Uk]]
es un subconjunto abierto de f [F [X1] × · · · × F [Xk]]. Así concluimos que
f : F [X1] × · · · × F [Xk] −→ f [F [X1] × · · · × F [Xk]] es una función abierta
y como consecuencia de Proposición 1.47 un homeomorfismo.

Por lo tanto, F [X1] × · · · × F [Xk] puede ser encajado en el hiperespacio
F [X1 × · · · × Xk].
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2.2. Axiomas de separación
A continuación exhibiremos los axiomas de separación propios del hiperespa-
cio de Pixley-Roy y daremos una caracterización del axioma perfectamente
normal.

Teorema 2.30. El hiperespacio F [X] es de Hausdorff.

Demostración. Sean A, B ∈ F [X] con A ̸= B. De esto podemos decir que
A\B ̸= ∅ o B\A ̸= ∅. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe
p ∈ A\B. Dado que X es T1, tenemos que X\{p} ∈ τX .
Notemos que [B, X\{p}], [A, X] ∈ τP R, B ∈ [B, X\{p}] y A ∈ [A, X]. Solo
falta probar qué [B, X\{p}] y [A, X] son ajenos. Supongamos que existe
D ∈ [B, X\{p}] ∩ [A, X]. De esto A ⊆ D ⊆ X\{p}, lo cual contradice el
hecho que p ∈ A. Así concluimos que [B, X\{p}] ∩ [A, X] = ∅.
Por lo tanto, F [X] es un espacio de Hausdorff.

Teorema 2.31. El hiperespacio F [X] es un espacio regular.

Demostración. Del hecho que F [X] es un espacio de Hausdorff por Teorema
2.30, se sigue que F [X] es un espacio T1.
Sean A ∈ F [X] y D ∈ τP R de tal forma que A ∈ D. De la definición de τP R,
existen F ∈ F [X] y U ∈ τX tales que A ∈ [F, U ] ⊆ D. Por Teorema 2.6,
[F, U ] es un subconjunto cerrado de F [X]. En consecuencia, se cumple que
Cl([F, U ]) = [F, U ]. Así, A ∈ [F, U ] ⊆ Cl([F, U ]) ⊆ D.
Por lo tanto, F [X] es un espacio regular.

Teorema 2.32. El hiperespacio F [X] es completamente regular.

Demostración. Sea C = B ∪ {F [X] \ [F, U ] : [F, U ] ∈ B}. Por Teorema 2.6,
[F, U ] es un subconjunto cerrado de F [X]. Con lo cual C es base para τP R.
Sean Q ∈ F [X] y T ∈ C tales que Q ∈ T . Debido a la construcción de C,
F [X] \ T ∈ C. De este modo, Q /∈ F [X] \ T y F [X] = T ∪ (F [X] \ T ). Esto
demuestra la primera parte.
Ahora, sean R, P ∈ C de tal forma que R ∪ P = F [X]. Por Lema 2.4, R /∈ B
ó P /∈ B. Sin perder generalidad, supongamos que P /∈ B. Entonces existen
H ∈ F [X] y W ∈ τX tales que P = F [X] \ [H, W ].
Caso 1. Existen G ∈ F [X] y Z ∈ τX tales que R = [G, Z]. Del hecho
que F [X] \ P ⊆ R, se sigue que [H, W ] ⊆ [G, Z]. Hacemos A = [G, Z] y
B = F [X] \ [G, Z]. Notemos que A y B cumplen las condiciones requeridas.
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Caso 2. Existen L ∈ F [X] y Q ∈ τX tales que R = F [X]\[L, Q]. Observemos
que H ∪ L ∈ F [X]. Por consiguiente, H ∪ L ∈ R ó H ∪ L ∈ P . Sin perder
generalidad supongamos que H ∪ L ∈ R, es decir, L ∪ H ∈ F [X] \ [L, Q].
Las proposiciones L ⊆ L ∪ H y L ∪ H /∈ [L, Q] implican que L ∪ H ⊈ Q. En
consecuencia, (L∪H) ⊈ (Q∩W ). De ahí que, [L∪H, Q∩W ] = ∅. Por Lema
(2.3.2), [L, Q] ∩ [H, W ] = ∅. Hacemos A = [H, W ] y B = [L, Q]. Notemos
que A y B cumplen las condiciones requeridas.
Por los casos 1 y 2, se demuestra la segunda parte.

Por lo tanto, F [X] es un espacio completamente regular.

Teorema 2.33. El hiperespacio F [X] es perfectamente normal si y sólo si
F [X] es normal y cada subconjunto unipuntual de X es un subconjunto Gδ

de X.

Demostración. Supongamos que F [X] es perfectamente normal. Probaremos
que todo subconjunto unipuntal de X es un subconjunto Gδ de X. Sea x ∈ X.
Como consecuencia de Corolario 2.13, F [{x}] = {{x}} es un subconjunto
cerrado de F [X]. Así {{x}} un subconjunto Gδ de F [X]. De ahí existe una
familia {Un : n ∈ N} de subconjuntos abiertos de F [X] tales que {{x}} =⋂
n∈N

Un. Observemos que para cada n ∈ N existen Fn ∈ F [X] y Vn ∈ τx tales
que {x} ∈ [Fn, Vn] ⊆ Un. Del hecho que Fn ⊆ {x}, se sigue que {x} = Fn.
Ahora, veamos que {x} = ⋂

n∈N
Vn. Para todo n ∈ N, sucede que {x} ⊆ Vn.

Por lo cual {x} ⊆ ⋂
n∈N

Vn. Por otro lado, sea y ∈ ⋂
n∈N

Vn. Entonces para todo
n ∈ N tenemos que {x} ⊆ {x, y} ⊆ Vn, es decir, {x, y} ∈ [Fn, Vn]. Por lo
que {x, y} ∈ ⋂

n∈N
[Fn, Vn] ⊆ ⋂

n∈N
Un = {{x}}. Notemos que {x, y} ∈ {{x}} es

verdadero si y sólo si x = y. En conclusión, {x} = ⋂
n∈N

Vn. Por lo tanto, {x}
es un subconjunto Gδ de X. Esto completa la prueba de la primera parte.

Supongamos que F [X] es normal y cada subconjunto unipuntual de X es Gδ

de X. Con el fin de demostrar que todo subconjunto cerrado de F [X] es Gδ,
para cada x ∈ X sea {U(x, n) : n ∈ N} una sucesión de subconjuntos abiertos
de X tales que U(x, n + 1) ⊆ U(x, n) para cada n ∈ N y {x} = ⋂

n∈N
U(x, n).

Para cada B ∈ F [X], sea SB = {k ∈ N : si x ∈ B, entonces {x} = B ∩
U(x, k)}.

Afirmación 1. Para cada B ∈ F [X], SB es no vacío.
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Sean x, y ∈ X distintos. Definimos Nx,y = {n ∈ N : x /∈ U(y, n) y y /∈
U(x, n)}. La condición Nx,y = ∅ implicaría que y ∈ U(x, n) ó x ∈ U(y, n)
para todo n ∈ N, es decir, y ∈ ⋂

n∈N
U(x, n) ó x ∈ ⋂

n∈N
U(y, n). Esto sería una

contradicción. Sea kx,y ∈ Nx,y. Definimos l = max{kx,y : x, y ∈ B y x ̸= y}.
Sean a, b ∈ B distintos. Veamos que b /∈ U(a, l). Del hecho que ka,b ≤ l se
sigue que U(a, l) ⊆ U(a, ka,b). Con lo cual, b /∈ U(a, l). Así, l ∈ SB. Por lo
tanto, SB es no vacío como se quería demostrar.

Sea φ : F [X] −→ N la función dada por φ(B) = mı́n SB. De la Afirmación 1
se sigue que φ está bien definida.
Para cada T ∈ F [X] y l ∈ N, definimos V (T, l) = ⋃{U(t, φ(T ) − 1 + l) : t ∈
T}. Notemos que cada V (T, l) es un subconjunto abierto de X y T ⊆ V (T, l).
Finalmente, sea H un subconjunto cerrado de F [X]. Expondremos una su-
cesión de subconjuntos abiertos de F [X] cuya intersección es H. Para cada
r ∈ N, definimos W(r) = ⋃{[T, V (T, r)] : T ∈ H}. Observemos que cada
W(r) es un subconjunto abierto de F [X] y se cumple que H ⊆ W(r + 1) ⊆
W(r). Solo hace falta probar que ⋂

r∈N
W(r) ⊆ H. Sea S ∈ ⋂

r∈N
W(r). La inclu-

sión S ∈ W(φ(S)) implica que existe K ∈ H tal que S ∈ [K, V (K, φ(S))],
es decir, K ⊆ S ⊆ V (K, φ(S)). Sea s ∈ S. Entonces s ∈ V (K, φ(S)) =⋃{U(k, φ(K)−1+φ(S)) : k ∈ K}. De ahí que existe k0 ∈ K de tal forma que
s ∈ U(k0, φ(K)−1+φ(S)). Dado que U(k0, φ(K)−1+φ(S)) ⊆ U(k0, φ(S)),
se tiene que s = k0 ∈ K. De este modo S = K. Con ello se concluye que⋂
r∈N

W(r) ⊆ H.

Por lo tanto, el hiperespacio F [X] es perfectamente normal.

2.3. Otras propiedades
En esta sección caracterizaremos algunas propiedades del hiperespacio, así
como las consecuencias de dotar al mismo con propiedades específicas.

Teorema 2.34. El hiperespacio F [X] es discreto si y sólo si X es discreto.

Demostración. Supongamos que F [X] es discreto. Sea y ∈ X. Observemos
que {{y}} = [{y}, {y}]. Entonces existen F ∈ F [X] y U ∈ τX tales que
{y} ∈ [F, U ] ⊆ [{y}, {y}]. Esto implica que {y} ⊆ U , y por Lema (2.3.3) se
cumple que U ⊆ {y}. Con lo cual U = {y} ∈ τX . Por lo tanto, X es discreto.
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Supongamos que X es discreto. Sea T ∈ F [X]. Dado que T ∈ τX , se tiene
que {T} = [T, T ] ∈ τP R. Concluimos que F [X] es discreto.

Definición 2.35. Decimos que un espacio topológico X es Lindelöf si toda
cubierta abierta tiene una subcubierta numerable. Ver [13, Definición 16.5,
pág. 110].

Teorema 2.36. Si el hiperespacio F [X] es Lindelöf, entonces X es
numerable.

Demostración. Sea C = {[{x}, X] : x ∈ X}. Observemos que cada elemento
de C es un subconjunto abierto de F [X] y si A ∈ F [X] y x ∈ A, entonces A ∈
[{x}, X]. Esto prueba que C es una cubierta abierta de F [X]. La condición
F [X] es Lindelöf garantiza la existencia de una subcolección numerable D
de C tal que F [X] = ⋃

D. Sea g : N −→ D una función sobreyectiva y
definamos h : D −→ X como h([{x}, X]) = x. Veamos que h es sobreyectiva.
Sea p ∈ X. Como D cubre a F [X], existe [{q}, X] ∈ D tal que {p} ∈ [{q}, X].
Del hecho que {q} ⊆ {p}, se sigue que q = p. Con lo cual h([{q}, X]) = p, es
decir h es sobreyectiva. Así, h ◦ g es una función sobreyectiva de N en X, es
decir, X es numerable.

Definición 2.37. Diremos que un espacio topológico X es un espacio de
Baire si para toda sucesión de subconjuntos abiertos densos {Un : n ∈ N} de
X, se tiene que ⋂{Un : n ∈ N} un subconjunto denso de X. Ver [13, Definición
25.1, pág. 185].

Teorema 2.38. Si el hiperespacio F [X] es un espacio de Baire, entonces X
es un conjunto unipuntual.

Demostración. Para cada n ∈ N, definimos

Wn = Int(Fn[X]) ∪ (F [X] \ Fn[X]).

Notemos que como consecuencia de Proposición (1.18.1) y Lema 2.17, cada
Wn es un subconjunto abierto de F [X]. Sea n ∈ N. Para probar que Wn es
un subconjunto denso de F [X], sean G ∈ F [X] y V ∈ τX .
Si |V | ≤ n, entonces V consta de puntos aislados de X, de esto y por Lema
2.18 se cumple que [G, V ] ⊆ Int(Fn[X]).
Ahora supongamos que |V | > n. Elegimos un subconjunto finito R de V tal
que G ⊆ R y |R| > n. Con lo cual R ∈ (F [X] \ Fn[X]) ∩ [G, V ].
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Concluimos que Wn es un subconjunto denso de F [X] para cada n ∈ N.
Del hecho que F [X] es un espacio de Baire se sigue que⋂

n∈N
Wn =

⋂
{Int(Fn[X]) ∪ (F [X] \ Fn[X]) : n ∈ N}

= Int(F1[X])

es un subconjunto denso de F [X].
Sean z, w ∈ X. Como Int(F1[X]) es un subconjunto denso de F [X],
[{z, w}, X] ∩ Int(F1[X]) ̸= ∅. Así existe {a} ⊆ [{z, w}, X] de tal forma que
{a} ∈ Int(F1[X]). Esto es cierto si y sólo si {a} = {z, w}, es decir a = z = w.
De esto concluimos que X es unipuntual.

Definición 2.39. Diremos que un espacio topológico X es separable si
contiene un subconjunto denso numerable. Ver [2, Definición 3.21, pág. 102]

Corolario 2.40. Si X es un conjunto numerable, entonces el hiperespacio
F [X] es separable.

Demostración. Se sigue de Teorema 2.16.

Corolario 2.41. Si el hiperespacio F [X] es Lindelöf, entonces el hiperespacio
F [X] es separable.

Como consecuencia de Teorema 2.36 se tiene que X es numerable. Por Teo-
rema 2.40 concluimos que F [X] es separable.

Teorema 2.42. Si X es un conjunto no numerable, entonces el hiperespacio
F [X] no es seprarable.

Demostración. Sea D = {F1, F2, · · · } un subconjunto numerable de F [X].
Del hecho que X es no numerable, se sigue que X \⋃ D ≠ ∅. Sea x ∈ X \⋃ D.
Observemos que [{x}, X] ∈ τP R tal que Fi /∈ [{x}, X] para cada i ∈ N. Con
lo cual D ∩ [{x}, X] = ∅. En consecuencia D no es un subconjunto denso de
F [X].

Por lo tanto, F [X] no es separable.

Teorema 2.43. Si X es un conjunto no numerable, entonces cada subespacio
no numerable de F [X] no es separable.
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Demostración. Sean Y un subconjunto no numerable de F [X] y D un sub-
conjunto numerable de Y . Definimos W = ⋃ Y . Del hecho que Y es no
numerable, existe x ∈ W tal que x /∈ ⋃ D. Con lo cual existe A ∈ Y tal que
x ∈ A. Observemos que [A, X] ∩ Y es un subconjunto abierto no vacío de Y
tal que H /∈ [A, X] ∩ Y para cada H ∈ D. Así concluimos que D no es un
subconjunto denso de Y .

Por lo tanto, Y no es separable.

2.4. Condición de cadena numerable
Por último, exhibiremos algunas propiedades que surgen como consecuencia
de dotar al hiperespacio con la propiedad de la cadena numerable.

Definición 2.44. Se dice que un espacio topológico X satisface la condi-
ción de cadena numerable (ccn) si toda familia de subconjuntos abiertos
disjuntos a pares de X es numerable. Si un espacio topológico X satisface
la condición de cadena numerable diremos que X tiene la propiedad ccn.
Ver [13, 16C, pág. 113].

Teorema 2.45. Si el hiperespacio F [X] tiene la propiedad ccn, entonces el
espacio X tiene la propiedad ccn.

Demostración. Sea U una familia disjunta de subconjuntos abiertos de X.
Por el axioma de elección, para cada A ∈ U elegimos xA ∈ X de tal forma que
xA ∈ A. Sea V = {[{xA}, A] : A ∈ U} una familia subconjuntos de abiertos de
F [X]. Veamos que V es disjunta a pares. Sean B, C ∈ V distintos. Entonces
existen B, C ∈ U y xB, xC ∈ X tales que B = [{xB}, B] y C = [{xC}, C].
Por (2.3.2) de Lema 2.3, [{xB}, B] ∩ [{xC}, C] = [{xB} ∪ {xC}, B ∩ C] =
[{xB} ∪ {xC}, ∅] = ∅. Del hecho que el hiperespacio F [X] tiene la propiedad
ccn, existe una función sobreyectiva g : N −→ V. Definamos h : V −→ U
como h([{xA}, A]) = A. Notemos que h es sobreyectiva. Así, h ◦ g es una
función sobreyectiva de N en U , es decir, U es numerable.

Por lo tanto, X tiene la propiedad ccn.

Teorema 2.46. Si el hiperespacio F [X] tiene la propiedad ccn, entonces todo
subespacio discreto de X es numerable.
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Demostración. Sea Y un subespacio discreto de X. Con lo cual para cada
y ∈ Y , existe Oy ∈ τX tal que Y ∩ Oy = {y}. Sea V = {[{y}, Oy] : y ∈ Y }.
Para probar que V es ajeno a pares supongamos lo contrario. Sean Z, W ∈
V distintos. Entonces existen z, w ∈ Y distintos y Z, W ∈ τX tales que
Z = [{z}, Z] y W = [{w}, W ]. Sea T ∈ [{z}, Z] ∩ [{w}, W ]. Del hecho
que {z} ⊆ T y T ⊆ W , se sigue que z ∈ W . Esto es una contradicción. Por
ende, V es ajena a pares. La condición de cadena numerable de F [X] implica
que existe una función sobreyectica g : N −→ V. Definamos h : V −→ Y
como h([{y}, Oy]) = y. Observemos que h es una función sobreyectiva. En
consecuencia, h ◦ g es una función sobreyectiva de N en Y , lo cual implica
que Y es numerable.

Teorema 2.47. Si el hiperespacio F [X] tiene la propiedad ccn, entonces X
es hereditariamente Lindelöf

Demostración. Por contradicción. Supongamos que Y es un subespacio de
X que no es Lindelöf. Sea U una cubierta de Y formada por subconjuntos
abiertos de X tal que no existe subcubierta numerable de U y además la
cardinalidad de U sea mayor que ω1. Veamos por inducción transfinita que
para α < ω1, existen xα ∈ Y y Uα ∈ U tales que xα ∈ Uα y xα /∈

⋃
β<α

Uβ.

Para α = 0. Sea x0 ∈ Y . Dado que U es una cubierta de Y , existe U0 ∈ U
tal que x0 ∈ U0.
Supongamos que para α < ω, existen xα ∈ Y y Uα ∈ U tales que xα ∈ Uα,
xα /∈

⋃
β<α

Uβ.

Sea q ∈ Y tal que q /∈
⋃

β<α+1
Uβ. Dado que Y no es Lindelöf, existe W ∈ U

tal que q ∈ W . Renombramos a q = xα+1 y a W = Uα+1.
Sea α un cardinal limite distinto de cero. Supongamos que para todo β < α
se cumple que existen xβ ∈ Y , Uβ ∈ U tales que xβ ∈ Uβ y xβ /∈

⋃
λ<β

Uλ.

Observemos que {Uβ : β < α} es un subconjunto numerable de U . Por lo que
existen xα ∈ Y y Uα ∈ U tales que xα ∈ Uα y xα /∈

⋃
β<α

Uβ.

Con esto queda concluida la inducción transfinita.
Definimos K = {[{xα}, Uα] : α < ω1} un colección de abiertos de F [X].Sean
γ, λ ordinales distintos. Observemos que [{xγ}, Uγ], [{xλ}, Uλ] ∈ K y son
disjuntos, de lo contrario, existiría T ∈ [{xγ}, Uγ] ∩ [{xλ}, Uλ]. Es decir
{xγ} ⊆ T ⊆ Uγ y {xλ} ⊆ T ⊆ Uλ. Recordemos que ω1 es un conjunto
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ordenado, por lo que γ < λ ó λ < γ. Supongamos que γ < λ. De lo anterior,
xλ ∈ T ⊆ Uγ, con lo cual xλ ∈

⋃
δ<γ

Uδ. Esto último es una contradicción.

Del hecho que F [X] tiene la condición de cadena numerable, K es numera-
ble. Lo cual es una una contradicción pues |K| = ω1 el primer ordinal no
numerable.
Por lo tanto, no existe Y un subconjunto de X que no sea Lindelöf. Es decir,
X es hereditariamente Lindelöf.

Teorema 2.48. Si el hiperespacio F [X] tiene la propiedad ccn, entonces X
es hereditariamente separable.

Demostración. Sea Y un subconjunto de X y sea L = {[A, U ] : A ∈ F [Y ], A ⊆
U ∈ τX}. Por Lema 1.7, existe un subconjunto MAP G de L. Del he-
cho que F [X] tiene la propiedad ccn, se sigue que G es numerable. Sea
D = ⋃{A : [A, U ] ∈ G}. Observemos que D es un subconjunto numerable de
Y .
Por último veamos que D es un subconjunto denso de Y . Sea W ∈ τX tal
que W ∩Y ̸= ∅. Sea y ∈ W ∩Y . Entonces [{y}, W ] ∈ L. Notemos que por ser
G subconjunto MAP de L, tenemos que [{y}, W ] ∈ G ó existen P ∈ F [Y ] y
V ∈ τX tales que [{y}, W ] ∩ [P, V ] ̸= ∅.
Si [{y}, W ] ∈ G, en consecuencia, y ∈ D ∩ (W ∩ Y ). Ahora, supongamos
existen P ∈ F [Y ] y V ∈ τX tales que [{y}, W ] ∩ [P, V ] ̸= ∅. Por ende, existe
T ∈ F [Y ] tal que P ⊆ T ⊆ V y {y} ⊆ T ⊆ W . Así, tenemos que P ⊆ T ⊆ W
y P ⊆ D. Con lo cual D ∩ (W ∩Y ) ̸= ∅. Es decir, D es un subconjunto denso
numerable de Y .
Por lo tanto, X es hereditariamente separable.

Definición 2.49. Una colección N de subconjuntos de Y es llamada net-
work para el espacio Y si para cualquier subconjunto abierto no vacío de
Y es unión de elementos de N . Equivalentemente, para todo y ∈ Y y todo
U ∈ τY tal que y ∈ U , existe A ∈ N tal que y ∈ A ⊆ U .

Teorema 2.50. Si X tiene una network numerable, entonces el hiperespacio
F [X] tiene la propiedad ccn.

Demostración. Sea N una network numerable de X y A una familia no
numerable de abiertos de F [X]. Observemos que para cada V ∈ A, existen
GV ∈ F [X] y WV ∈ τX tales que [GV , WV ] ⊆ V . Además del hecho que
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N es una network, existe NV ∈ N tal que GV ⊆ NV ⊆ WV . Sea D =
{NV : V ∈ A} ⊆ N . Definimos f : A −→ D con regla de correspondencia
f(V) = NV . Del hecho que f no es inyectiva, existen Q, R ∈ A distintos tales
que f(Q) = NQ = f(R) = NR = N . Sean GQ, GR ∈ F [X] y WQ, WR ∈ τX

tales que [GQ, WQ] ⊆ Q y [GR, WR] ⊆ R. Del hecho que GQ ⊆ N ⊆ WQ y
GR ⊆ N ⊆ WR se sigue que GQ ∪ GR ⊆ N . Por lo que GQ ∪ GR ∈ [GQ, WQ]
y GQ ∪GR ∈ [GR, WR], es decir, GQ ∪GR ∈ ([GQ, WQ]∩ [GR, WR]) ⊆ Q∩R.
Con esto concluimos que toda familia de subconjuntos no numerable es no
ajena a pares.
Por lo tanto, cada familia de subconjuntos abiertos de F [X] ajenos a pares
debe ser numerable, en consecuencia F [X] tiene la propiedad ccn.
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Capítulo 3

Fréchet-Urysohn y secuencial

En este capítulo, estudiaremos algunas de las consecuencias de dotar al hi-
perespacio Pixley-Roy con las propiedades Fréchet Urysohn y secuencial. Asi
mismo, estudiaremos el comportamiento de dotar al hiperespacio con una
propiedad menos conocida, ser Fréchet Urysohn para conjuntos finitos.

Teorema 3.1. Sean (Fn)n∈N una sucesión de elementos de F [X] y F ∈
F [X]. Si el ĺım Fn = F , entonces se cumple que:
(3.1.1) Existe N ∈ N tal que F ⊆ ⋂{Fn : n ≥ N}.
(3.1.2) Para cada G ∈ F [X] tal que F ∩ G = ∅, existe M ∈ N tal que

G ∩ Fn = ∅ para cada n ≥ M .

Demostración. Del hecho que F ∈ [F, X], existe N ∈ N tal que Fn ∈ [F, X]
para cada n ≥ N . De esto, F ⊆ Fn para cada n ≥ N . En consecuencia
G ⊆ ⋂{Fn : n ≥ N}. Esto prueba (3.1.1).
Ahora para probar (3.1.2), sea G ∈ F [X] tal que G ∩ F = ∅. Notemos que
F ∈ [F, X \ G], con lo cual, existe M ∈ N tal que Fn ∈ [F, X \ G] para
cada n ≥ M . La condición Fn ⊆ X \ G implica que Fn ∩ G = ∅ para cada
n ≥ M .

3.1. Fréchet-Urysohn y secuencial
Las definiciones esta sección que no cuenten con una mención especifica pue-
den ser consultadas en [3].

Definición 3.2. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X.
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1. Diremos que A es secuencialmente abierto si para toda sucesión
{wn}n∈N en X que converge a un punto w ∈ A, existe m ∈ N tal que
wn ∈ A para cada n ≥ m.

2. Diremos que A es secuencialmente cerrado si para toda sucesión
{wn}n∈N en A que converge a un punto w ∈ X, se cumple que w ∈ A.

Proposición 3.3. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X.
Entonces A es secuencialmente abierto si y sólo si X \ A es secuencialmente
cerrado.

Demostración. Supongamos que A es secuencialmente abierto. Sea {xn}n∈N
una sucesión de X \ A que converge a x ∈ X. Si x no perteneciese a X \ A,
entonces del hecho que A es secuencialmente abierto, existiría m ∈ N tal que
xn ∈ A para cada n ≥ m. Esto último sería una contradicción. Con lo cual
X \ A es secuencialmente cerrado.
Ahora supongamos que X \ A es secuencialmente cerrado. Sea {yn}n∈N una
sucesión de X que converge a y ∈ A. En el supuesto que A no es secuencial-
mente abierto, existiría una cantidad infinita de elementos de {yn}n∈N que
no pertenecen a A. Con lo cual, {yk : yk /∈ A} es una subsucesión de {yn}n∈N
contenida en X \A que converge a y. En consecuencia, y pertenecería a X \A
lo cual sería una contradicción. Así, A es secuencialmente abierto.

Definición 3.4. Diremos que un espacio topológico X es secuencial si todo
subconjunto de X secuencialmente cerrado es cerrado.

La prueba del siguiente resultado se sigue de la Proposición 3.3 y de la
definicion de secuencial, sin embargo, si se desea consultar una prueba ver [3,
Teorema 2.9, pág. 32].

Teorema 3.5. Diremos que un espacio topológico X es secuencial si todo
subconjunto de X secuencialmente abierto es abierto.

Una demostración de la suficiencia de la siguiente proposición puede ser con-
sultada en [3, Proposición 2.2, pág. 30], sin embargo ya que la necesidad no
cuenta con una prueba, la presentamos a continuación.

Proposición 3.6. Sea X un espacio topológico. Entonces X es un espacio
secuencial si y sólo si para cualquier subconjunto W de X que no sea cerrado,
existe una sucesión {xn}n∈N de W que converge a x ∈ X \ W .
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Demostración. Supongamos que X es un espacio secuencial. Sea W un sub-
conjunto de X no cerrado. Observemos que si toda sucesión convergente de
W convergiera a un punto x ∈ W , entonces W sería secuencialmente cerrado.
Esto último sería una contradicción. Por lo tanto, existe una sucesión de W
que converge a un punto x ∈ X \ W .

Definición 3.7. Diremos que X es un K−espacio si se cumple que F es
un subconjunto cerrado de X si y sólo si F ∩ K es un subconjunto cerrado
de X para todo compacto K de X. Ver [13, Definición 43.8, pág. 285].

Teorema 3.8. Si X es un espacio de Hausdorff y secuencial, entonces X es
un K−espacio.

Definición 3.9. Diremos que X es un espacio Fréchet-Urysohn si para
cada subconjunto A de X se satisface que x ∈ Cl(A) si y sólo si existe una
sucesión {xn}n∈N de elementos de A que converge a x.

Teorema 3.10. Sea Z un espacio de Hausdorff y un K−espacio. Si todo
compacto de Z es Fréchet-Urysohn, entonces Z es secuencial.

Demostración. Sea G un subconjunto de Z secuencialmente cerrado. Veamos
que G es cerrado en Z, es decir, veamos que para todo subconjunto compacto
K de X, G ∩ K es un subconjunto cerrado de X.
Sea Q un subconjunto compacto de Z de tal forma que G ∩ Q ̸= ∅. Por
Corolario 1.38, Q es un cubconjunto cerrado de Z. Como consecuencia de
Lema 1.25 se tiene que ClQ(G ∩ Q) = ClZ(G ∩ Q). De esto, por un lado
tenemos que G ∩ Q ⊆ ClZ(G ∩ Q). Por otro lado, sea x ∈ ClQ(G ∩ Q). La
condición Q es un espacio Fréchet-Urysohn implica que existe una sucesión
{xn}n∈N de elementos de G∩Q que converge a x. En consecuencia que G sea
un conjunto secuencialmente cerrado se tiene que x ∈ G. Así, x ∈ G ∩ Q, es
decir, ClQ(G ∩ Q) ⊆ G ∩ Q. De esto concluimos que ClZ(G ∩ Q) = G ∩ Q.
Por lo tanto, G es un subconjunto cerrado de Z, y así, Z es un espacio
secuencial.

La siguiente definición se considera como en [13, 17J, pág. 126].

Definición 3.11. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es pseudo-
compacto si y sólo si toda función continua f : X −→ R es acotada.

La prueba del siguiente teorema puede ser consultado en [12, Corolario 3,
pág. 580].
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Teorema 3.12. Sea X es un espacio topológico Tychonoff pseudocompacto.
Entonces X es metacompacto si y sólo si X es compacto.

El siguiente teorema es consecuencia directa de [4, Teorema 1, pág. 326].

Teorema 3.13. Si X es un espacio de Hausdorff que satisface que todo
subconjunto pseudocompacto es cerrado, entonces X es Fréchet-Urysohn.

Teorema 3.14. Si el hiperespacio F [X] es un K−espacio, entonces F [X]
es un espacio secuencial.

Demostración. Usaremos el Teorema 3.10 para demostrar que F [X] es se-
cuencial. Sea K un subconjunto compacto de F [X] y sea H un subconjunto
pseudocompacto de K. Por Teorema 2.26, H es metacompacto. Del hecho
que F [X] es un espacio de Tychonoff y en consecuencia del Teorema 3.12, se
tiene que H es un subconjunto compacto cerrado de K. Así, todo subconjunto
pseudocompacto de K es cerrado. Por Teorema 3.13, K es Fréchet-Urysohn.
Con esto, el hiperespacio F [X] es un espacio de Hausdorff y un K−espacio
que cumple que todo subconjunto compacto de F [X] es Fréchet-Urysonh.
Por Teorema 3.10, el hiperespacio F [X] es un espacio secuencial.

Notación 3.15. Dado un conjunto X, sea:

N [X] = {A ⊆ X : A es a lo más numerable, A ̸= ∅}.

Definición 3.16. Sea X un espacio topológico. Diremos que X tiene
estrechez numerable si para cada subconjunto A de X la condición ⋃{Cl(K) :
K ∈ N (A)} ⊆ A implica que A es un subconjunto cerrado en X.

Corolario 3.17. Si X es un espacio secuencial, entonces X tiene estrechez
numerable.

Corolario 3.18. Si el hiperespacio F [X] es un K−espacio, entonces F [X]
tiene estrechez numerable.

3.2. Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos
Definición 3.19. Sea X un espacio topológico y x ∈ X. Decimos que una
familia no vacía de subconjuntos de X P , es una π−red en x si todo subcon-
junto abierto X que contiene a x contiene algún miembro de P . Ver [11, 2,
pág. 309].
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Definición 3.20. Sea x̄ ∈ Xk. Definimos Nk(x̄) como la familia de los sub-
conjuntos de la forma U1 × · · · × Uk donde Ui ∈ τX para todo i ∈ {1, · · · , k},
Ui = Uj cuando xi = xj y Ui ∩ Uj = ∅ cuando xi ̸= xj.

Lema 3.21. Sea X un espacio topológico de Hausdorff. Si x̄ ∈ Xk, entonces
para todo subconjunto abierto W de Xk tal que x̄ ∈ W , existe U1 ×· · ·×Uk ∈
Nk(x̄) tal que U1 × · · · × Uk ⊆ W .

Demostración. Sean x̄ = (x1, · · · , xk) y W un subconjunto abierto de Xk tal
que x̄ ∈ W . Definamos A = {xi : i ∈ {1, · · · , k}}. Por Lema 1.39, existen
subconjuntos abiertos V1, · · · , Vm de X tales que xs ∈ Vs y Vs∩Vr = ∅ cuando
xs ̸= xr. Para xi = xj, consideremos Vi = Vj. Así, para cada i ∈ {1, · · · , k},
definamos Ui = Vi ∩ πi(W ) ∈ τX . Notemos que U1 × · · · × Uk ∈ Nk(x̄) y
U1 × · · · × Uk ⊆ W .

Lema 3.22. Sean x̄ = (x1, · · · , xk) ∈ Xk, U1×· · ·×Uk ∈ Nk(x̄) y A ⊆ F [X].
Si {x1, · · · , xk} ∈ Cl(A), entonces P = {(U1 ∩ A) × · · · × (Uk ∩ A) : A ∈
A ⋂[{x1, · · · , xk},

⋃
Ui]} es una π−red de conjuntos finitos en x̄.

Demostración. Observemos que para cada (U1 ∩ A) × · · · × (Uk ∩ A) ∈ P , se
cumple que |(U1 ∩A)×· · ·×(Uk ∩A)| ≤ |Ak|. De esto, (U1 ∩A)×· · ·×(Uk ∩A)
es un subconjunto finito de Xk. Ahora veamos que P es una π−red en x̄.
Sea V un subconjunto abierto de Xk tal que x̄ ∈ V . Por Lema 3.21, existe
W1 × · · · × Wk ∈ Nk(x̄) tal que W1 × · · · × Wk ⊆ V y Wi ⊆ Ui para cada
i ∈ {1, · · · , k}. Notemos que [{x1, · · · , xk},

⋃
Wi] es un subconjunto abierto

de F [X] tal que [{x1, · · · , xk},
⋃

Wi] ⊆ [{x1, · · · , xk},
⋃

Ui]. Del hecho que
{x1, · · · , xk} ∈ Cl(A), existe Q ∈ A tal que Q ∈ [{x1, · · · , xk},

⋃
Wi]. Con

esto, (U1 ∩ Q) × · · · × (Uk ∩ Q) ∈ P . Para finalizar, veamos que para cada
i ∈ {1, · · · , k}, Ui ∩ Q ⊆ Wi. Sea y ∈ Ui ∩ Q. Las condiciones Q ⊆ ⋃

Wi,
Wi ⊆ Ui y Ui ∩ Uj = ∅ para xi ̸= xj, implican que y ∈ Wi. Así, Ui ∩ Q ⊆ Wi.
En consecuencia, (U1 ∩ Q) × · · · × (Uk ∩ Q) ⊆ W1 × · · · × Wk ⊆ V . Por lo
tanto, P es una π−red de subconjuntos finitos en x̄.

Lema 3.23. Si P es una π−red de A en F [X], entonces {P ∈ P : A ⊆
G para todo G ∈ P} es una π−red de A en F [X].

Demostración. Sean F ∈ F [X] y U ∈ τX tales que A ∈ [F, U ]. Observemos
que [A, U ] ⊆ [F, U ]. Entonces del hecho que P es π−red de A, existe H ∈ P
tal que H ⊆ [A, U ]. Así, H ⊆ [F, U ]. De esto, F está contenido en cada
elemento de H. Por lo tanto concluimos que, {P ∈ P : A ⊆ G para todo G ∈
P} es una π−red de A en F [X].
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Definición 3.24. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es un espacio
Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos si para todo punto x ∈ X y
una π−red P en x que consta de conjuntos finitos de X, hay una sucesión
{Pn : n ∈ ω} ⊆ P que converge a x. Ver [11, 2, pág. 309].

Lema 3.25. Si X es un espacio Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos y Y
es subespacio de X, entonces Y es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Demostración. Sean a ∈ Y y P una π−red de subconjuntos finitos de a
en Y . Veamos que P es π−red de a en X. Sea U ∈ τX tal que a ∈ U .
Observemos que del hecho U ∩Y ∈ τY , existe Q ∈ P tal que Q ⊆ U ∩Y ⊆ U .
Con esto queda demostrado que P es una π−red de a en X. Como X es
Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos, existe una sucesión {Rn}n∈N de P
que converge a a en X. Para finalizar, veamos que {Rn}n∈N converge a a en Y .
Sea W ∈ τY tal que a ∈ W . Entonces existe V ∈ τX tal que W = V ∩ Y . En
consecuencia, existe k ∈ N tal que Rn ⊆ V para todo n ≥ k. Sea m ≥ k. Las
condiciones Rm ⊆ V y Rm ⊆ Y , implican que Rm ⊆ V ∩ Y = W . De aquí se
concluye que {Rn}n∈N converge a a en Y. Por lo tanto, Y es Fréchet-Urysohn
para conjuntos finitos.

Teorema 3.26. Para un espacio X de Hausdorff las siguientes condiciones
son equivalentes.
(3.26.1) F [X] es Fréchet-Urysohn.
(3.26.2) Toda potencia finita de X es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
(3.26.3) Toda potencia finita de F [X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos

finitos.

Demostración. Veamos que (3.26.1) implica (3.26.2). Supongamos que F [X]
es Fréchet-Urysohn. Sean k ∈ N, x̄ = (x1, · · · , xk) ∈ Xk y P una π−red en x̄
que consta de subconjuntos finitos de Xk. Por Lema 3.21, existe U1×· · ·×Uk ∈
Nk(x̄). Sea A = {xi : i ∈ {1, · · · , k}} ∈ F [X]. Definamos D = {F ∈
[A,

⋃
Ui] : existe P ∈ P tal que P ⊆ (U1 × · · · × Uk) ∩ F k}.

Afirmación 1. A ∈ Cl(D).
Sean G ∈ F [X] y V ∈ τX tales que A ∈ [G, V ]. Notemos que (U1 ∩ V ) ×
· · · × (Uk ∩ V ) ∈ Nk(x̄). Como P es π−red en x̄, existe Q ∈ P tal que
Q ⊆ (U1 ∩V )×· · ·× (Uk ∩V ). Definamos F = A∪⋃{πi(Q) : i ∈ {1, · · · , k}}.
Observemos que las condiciones Q subconjunto finito de Xk y πi(Q) ⊆ Ui ∩
V ⊆ V , implican que F = A ∪ ⋃{πi(Q) : i ∈ {1, · · · , k}} es un subconjunto
finito de X tal que A ⊆ F ⊆ V . De este modo, F ∈ [A, V ] ⊆ [G, V ].
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Ahora veamos que F ∈ D. Del hecho que πi(Q) ⊆ Ui ∩ V ⊆ Ui para cada
i ∈ {1, · · · , k}, se tiene que A ⊆ F ⊆ ⋃

Ui. De esto, F k ∩ U1 × · · · × Uk ̸= ∅.
Sea h̄ = (h1, · · · , hk) ∈ Q. Notemos que hi = πi(h̄) ∈ πi(Q) ⊆ F . Con
esto, h̄ ∈ F k. Así, Q ⊆ (U1 × · · · × Uk) ∩ F k. De esto, F ∈ D. Por tanto,
F ∈ [G, V ] ∩ D. Así, se concluye que A ∈ Cl(D).
Del hecho que F [X] es Fréchet-Urysohn, existe {Fn : n ∈ N} ⊆ D que
converge a A. Para cada n ∈ N, sea {Pn ∈ P : Pn ⊆ (U1 × · · · × Uk) ∩ F k

n }.
Veamos que {Pn}n∈N converge a x̄. Sea W un subconjunto abierto de Xk

tal que x̄ ∈ W . Por Lema 3.21, existe W1 × · · · × Wk ∈ Nk(x̄) tal que
W1 × · · · × Wk ⊆ W y Wi ⊆ Ui para cada i ∈ {1, · · · , k}. Entonces ⋃

Wi

es un subconjunto abierto de X tal que A ⊆ ⋃
Wi. Del hecho que A ∈

[A,
⋃

Wi] ∈ τP R, existe m ∈ N tal que Fn ∈ [A,
⋃

Wi] para cada n ≥ m.
Afirmación 2. Pn ⊆ W para cada n ≥ m.
Sean q ∈ N tal que q ≥ m y p̄ = (p1, · · · , pk) ∈ Pq. Notemos que la condición
Pq ⊆ (U1×· · ·×Uk)∩F k

q implica que para cada i ∈ {1, · · · , k}, pi ∈ Ui∩Fq. De
esto, y del hecho que Fq ⊆ ⋃

Wi, se sigue que pi ∈ Wi. Así, p̄ ∈ W1 ×· · ·×Wk.
Con esto, Pq ⊆ W1 × · · · × Wk ⊆ W .
Por lo tanto, toda potencia finita de X es Fréchet-Urysohn para conjuntos
finitos.

Ahora veamos que (3.26.2) implica (3.26.1). Supongamos que toda potencia
finita de X es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Sean A ⊆ F [X] y
G = {g1, · · · , gk} ∈ F [X] tal que G ∈ Cl(A). Por Lema 1.39, para cada
gi ∈ G, existe Ui ∈ τX tal que gi ∈ Ui y Ui ∩ Uj = ∅ para i ̸= j. Por Lema
3.22, P = {(U1 ∩ A) × · · · × (Uk ∩ A) : A ∈ A ⋂[G,

⋃
Ui]} es una π−red de

subconjuntos finitos en ḡ = (g1, · · · , gk) ∈ Xk. La condición Xk es Fréchet-
Urysohn para conjuntos finitos implica que existe una sucesión {Pn}n∈N de
P que converge a ḡ. Para cada n ∈ N, existe Bn ∈ A tal que G ⊆ Bn ⊆ ⋃

Wi

y Pn = (U1 ∩ Bn) × · · · × (Uk ∩ Bn). Veamos que {Bn}n∈N converge a G. Sean
E ∈ F [X] y Z ∈ τX tales que G ∈ [E, Z]. Sea [G, N ] = [G, Z] ∩ [G,

⋃
Ui].

Observemos que N × · · · × N es un subconjunto abierto de Xk tal que ḡ ∈
N ×· · ·×N . De esto, existe m ∈ N tal que Pn ⊆ N ×· · ·×N para cada n ≥ m.
Por último, afirmamos que Bn ∈ [G, N ] para cada n ≥ m. Sea y ∈ Bn. Del
hecho que Bn ⊆ ⋃

Ui, existe j ∈ {1, · · · , k} tal que y ∈ Uj ∩ Bn. De esto y
de la condición Pn = (U1 ∩ Bn) × · · · × (Uk ∩ Bn) ⊆ N × · · · × N se sigue que
y ∈ Uj ∩ Bn ⊆ N . Así, Bn ⊆ N . En consecuencia, Bn ∈ [G, N ] ⊆ [E, Z]. Con
esto concluimos que {Bn}n∈N converge a G.
Por lo tanto, F [X] es Fréchet-Urysohn.
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Ahora veamos que (3.26.1) implica (3.26.3). Supongamos que F [X] es Fréchet-
Urysohn.
Afirmación 3. Si F [X] es Fréchet-Urysohn, entonces F [X] es Fréchet-
Urysohn para conjuntos finitos.
Sea A ∈ F [X] y P una π−red de subconjuntos finitos en A. Por Lema 3.23,
P0 = {P ∈ P : A ⊆ G para todo G ∈ P} es una π−red de subconjuntos
finitos en A. Para cada P ∈ P0, sea AP = ⋃ P . Veamos que A ∈ Cl({AP :
P ∈ P0}). Sean Q ∈ F [X] y W ∈ τX tales que A ∈ [Q, W ]. Del hecho que
[A, W ] ⊆ [Q, W ] y que P0 es π−red en A, existe R ∈ P0 tal que R ⊆ [A, W ].
La condicion R subconjunto finito de F [X] implica que AR ∈ [A, W ]. Con
esto, [Q, W ]∩{AP : P ∈ P0} ≠ ∅. En consecuencia, A ∈ Cl({AP : P ∈ P0}).
Del hecho que F [X] es Fréchet-Urysohn, existe una sucesión {APn}n∈N de
{AP : P ∈ P0} que converge a A. Veamos que {Pn}n∈N converge a A.
Sean I ∈ F [X] y M ∈ τx tales que A ∈ [I, M ]. Entonces existe t ∈ N tal
que APn ∈ [I, M ] para todo n ≥ t. Sean w ≥ t y R ∈ Pw. Las condiciones
I ⊆ A ⊆ R y R ⊆ ⋃ Pw ⊆ M implican que R ∈ [I, M ]. Con esto, Pw ⊆ [I, M ]
para w ≥ t. En consecuencia, {Pn}n∈N converge a A. Por lo tanto, F [X] es
Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
Sea n ∈ N. Como consecuencia de (3.26.2) si y solo si (3.26.1), se tiene
que F [Xn] es Fréchet-Urysohn. Por Afirmación 3, F [Xn] es Fréchet-Urysohn
para conjuntos finitos. Por Teorema 2.29, F [X]n es subespacio de F [Xn]. Por
Lema 3.25, F [X]n es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
Por lo tanto, toda potencia finita de F [X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos
finitos.
Por último, veamos que (3.26.3) implica (3.26.1). Supongamos que toda
potencia finita de F [X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Sean
B ⊆ F [X] y D ∈ F [X] tales que D ∈ Cl(B). Sea P = {{G} ⊆ B : {G} ⊆
[D, W ] para todo W ∈ τX} una π−red de subconjuntos finitos en D. Del he-
cho que F [X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos, existe una sucesión
{{Gn}}n∈N de P que convergente a D. Veamos que {Gn}n∈N converge a D.
Sean K ∈ F [X] y Z ∈ τX tales que D ∈ [K, Z]. Entonces existe r ∈ N tal
que {Gn} ⊆ [K, Z] para todo n ≥ r. Con lo cual, {Gn}n∈N es una sucesión
de B que converge a D. Por lo tanto, F [X] es Fréchet-Urysohn.
Definición 3.27. Para un espacio X, definimos recursivamente F1[X] =
F [X] y Fn−1[X] = F [Fn−1[X]] para n ≥ 2.
Corolario 3.28. Si F [X] es Fréchet-Urysohn, entonces Fn[Xm] es Fréchet-
Urysohn para conjuntos finitos para todo m, n ∈ N.
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Demostración. Sean m ∈ N fijo. Veamos por inducción sobre n que Fn[Xm]
es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
Para n = 1. Como consecuencia de (3.26.1) implica (3.26.2), se tiene que toda
potencia finita de Xm es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Aplicando
(3.26.2) implica (3.26.1) sobre Xm, tenemos que F [Xm] es Fréchet-Urysohn.
Por último, de (3.26.1) implica (3.26.3) se sigue que toda potencia de F [Xm]
es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. En particular, F [Xm] = F1[Xm]
es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
Para n = 2. Del hecho que toda potencia de F [Xm] e Fréchet-Urysohn pa-
ra conjuntos finitos se sigue que F [F [Xm]] = F2[Xm] es Fréchet-Urysohn.
Aplicando (3.26.1) implica (3.26.3) sobre F2[Xm], tenemos que toda potencia
finita de F2[Xm] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. En particular,
F2[Xm] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
Supongamos que para toda n ≥ 2 se cumple que toda potencia finita de
Fn[Xm] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Como consecuencia, Fn[Xm]
es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
Veamos que para n + 1 se cumple que Fn+1[Xm] es Fréchet-Urysohn para
conjuntos finitos.
Del hecho que toda potencia de Fn[Xm] es Fréchet-Urysohn para conjuntos
finitos se sigue que F [Fn[Xm]] = Fn+1[Xm] es Fréchet-Urysohn. Aplicando
(3.26.1) implica (3.26.3) sobre Fn+1[Xm], tenemos que toda potencia fini-
ta de Fn+1[Xm] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. En particular,
Fn+1[Xm] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
Por lo tanto, Fn[Xm] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos para todo
m, n ∈ N.

Teorema 3.29. Si F2[X] es secuencial, entonces F2[X] es es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Sea B un subconjunto de F2[X] y sea C ∈ ClF2[X](B) \ B.
Entonces C es un punto no aislado de F2[X]. Por Corolario 2.20, existe un
punto no aislado z de X tal que C = {z}.
Afirmación. ClF2[X]([C, X] ∩ B) \ ([C, X] ∩ B) = {C}.
Primero veamos que {C} ⊆ ClF2[X]([C, X] ∩ B) \ ([C, X] ∩ B). Sea W ∈ τX

tal que C ⊆ W . Las condiciones [C, W ] ∩ B ̸= ∅ y [C, W ] ⊆ [C, X] implican
que ([C, W ] ∩ F2[X]) ∩ ([C, X] ∩ B) = [C, W ] ∩ B ≠ ∅. Con lo cual, C ∈
ClF2[X]([C, X] ∩ B). Por tanto, C ∈ ClF2[X]([C, X] ∩ B) \ ([C, X] ∩ B). Esto
prueba la primera parte.
Ahora veamos que ClF2[X]([C, X] ∩ B) \ ([C, X] ∩ B) ⊆ {C}. Sea D ∈
ClF2[X]([C, X]∩B)\([C, X]∩B). Notemos que ([D, X]∩F2[X])∩([C, X]∩B) ̸=
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∅. Por Lema (2.3.2), ([D, X]∩F2[X])∩([C, X]∩B) = [D∪C, X]∩B ̸= ∅. Si D
constará de dos elementos distintos de X, entonces D∪C tendría que ser igual
a D. De lo cual, por un lado tendríamos que C ⊆ D, es decir, D ∈ [C, X].
Por otro lado, [D ∪ C, X] ∩ B = {D}, es decir, D ∈ B. Esto contradecería
el hecho que D /∈ ([C, X] ∩ B). Con lo cual, concluimos que D consta de un
único elemento d de X. En caso que d fuera distinto de z, tendríamos que
D ∈ [D, X\C]∩F2[X]. Con lo cual, ([D, X\C]∩F2[X])∩([C, X]∩B) ̸= ∅. Por
Lema (2.3.2), ([D, X \C]∩F2[X])∩([C, X]∩B) = [D∪C, X \C]∩B ≠ ∅. Esto
último sería una contradicción pues [D ∪ C, X \ C] = ∅. Con esto concluimos
que d = z y en consecuencia D = C. Esto prueba la segunda parte.
Por lo tanto, ClF2[X]([C, X] ∩ B) \ ([C, X] ∩ B) = {C}.
Por Proposición 3.6, existe una sucesión {Bn}n∈N de [C, X] ∩ B que converge
a C. Con esto último concluimos que F2[X] es Fréchet-Urysohn.

Definición 3.30. Sea Sω = {∞} ∪ {(n, m) : n, m ∈ ω}. Dotamos a Sω con
la topología de abanico secuencial donde cada (n, m) es un punto aislado en
Sω y un conjunto abierto básico que contiene a ∞ es de la forma N(f) =
{∞} ∪ {(n, m) : n ∈ ω y m ≥ f(n)} para f una función de ω en ω.

Observación 3.31. Para cada n ≥ 2, como consecuencia de Proposición 2.19,
T es un punto no asilado de Fn[Sω] si y sólo si ∞ ∈ T y |T | < n.

Lema 3.32. Sea T un punto no aislado de F [Sω]. Si k, r ∈ ω, entonces la
sucesión {T ∪{(k, m), (k, m+1), · · · , (k, m+r)}}m∈ω converge a T en F [Sω].

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de Sω de tal modo que T ⊆
U . Dado que ∞ ∈ U , existe una función g de ω en ω la cual cumple
que ∞ ∈ N(g) ⊆ U . Notemos que N(g) ∪ T es un subconjunto abier-
to de Sω tal que T ⊆ N(g) ∪ T ⊆ U . En consecuencia [T, N(g) ∪ T ] ⊆
[T, U ]. Por otro lado, observemos que para cada p ≥ g(k) se verifica que
T ∪ {(k, p), (k, p + 1), · · · , (k, p + r)} ⊆ N(g) ∪ T . Así, T ∪ {(k, p), (k, p +
1), · · · , (k, p + r)} ∈ [T, N(g) ∪ T ] para todo p ≥ g(k). Con lo cual con-
cluimos que {T ∪ {(k, m), (k, m + 1), · · · , (k, m + r)}}m∈ω converge a T en
F [Sω].

Teorema 3.33. Para cada n ∈ N, Fn[Sω] es secuencial.

Demostración. Para n = 1, se verifica que F1[Sω] es un espacio discreto. En
consecuencia, F1[Sω] es secuencial.
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Ahora para n ≥ 2, empleando el Teorema 3.5, demostraremos que Fn[Sω]
es secuencial y para eso exhibiremos que todo subconjunto secuencialmente
abierto de Fn[Sω] es abierto. Sean q ∈ N de tal modo que q ≥ 2 y A un
subconjunto secuencialmente abierto de Fq[Sω]. En caso que A constará solo
de puntos aislados de Fq[Sω], se tendría que A es un subconjunto abierto.
Con lo cual, supongamos que T es un punto no aislado de Fq[Sω] el cual
pertenece a A. De la Observación 3.31, se sigue que q = |T | + r donde r ≥ 1.
Por Lema 3.32, para todo k ∈ ω las sucesiones {T ∪ {(k, m)}}m∈ω, · · · , {T ∪
{(k, m), (k, m + 1), · · · , (k, m + (r − 1))}}m∈ω convergen a T en Fq[Sω]. Del
hecho que A es secuencialmente abierto, para cada sucesión existe mi

k ∈ ω de
tal modo que T ∪ {(k, m), · · · , (k, m + i)} ∈ A para cada m ≥ mi

k. Para todo
k ∈ ω, sea mk = máx{mi

k : 0 ≤ i ≤ r − 1}. Definimos h una función de ω en
ω como h(k) = mk. Observemos que N(h) ∪ T es un subconjunto abierto de
Sω. De lo anterior se sigue que T ∈ [T, (N(h) ∪ T )] ∩ Fq[Sω] ⊆ A. Dado que
en ambos casos A resulta un subconjunto abierto de Fq[Sω], se concluye que
Fq[Sω] es secuencial.
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Capítulo 4

Primer axioma de
numerabilidad

En este último capítulo, presentaremos algunas condiciones necesarias y sufi-
cientes para que el hiperespacio satisfaga el primer axioma de numerabilidad
así como la equivalencia que existe con la propiedad de Moore.

4.1. F [X ] espacio de Moore
Teorema 4.1. Si X es un espacio primero numerable, entonces F [X] es
primero numerable.

Demostración. Del hecho que X es un espacio primero numerable, para cada
x ∈ X existe {Bn(x) : n ∈ N} una base local tal que Bn+1(x) ⊆ Bn(x). Para
cada F ∈ F [X] y n ∈ N definimos Bn(F ) =

⋃
x∈F

Bn(x).

Veamos que {[F, Bn(F )] : n ∈ N} es base local para τP R en F . Sea U ∈ τP R

de tal forma que F ∈ U . Entonces existen G ∈ F [X] y V ∈ τX tales que G ⊆
F ⊆ V , es decir F ∈ [G, V ] ⊆ U . Notemos que para todo x ∈ F , existe nx ∈ N
tal que x ∈ Bnx(x) ⊆ V . Sea m = máx{nx ∈ N : x ∈ F}. Así, para todo
x ∈ F , x ∈ Bm(x) ⊆ Bnx(x) ⊆ V . Por lo que F ⊆

⋃
x∈F

Bm(x) = Bm(F ) ⊆ V .

En consecuencia, [F, Bm(F )] ⊆ [G, V ] ⊆ U . Con lo cual, {[F, Bn] : n ∈ N} es
base local para τP R en F .
Por lo tanto, F [X] es primero numerable.
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Corolario 4.2. Si X es un espacio topológico primero numerable, entonces
el hiperespacio Fk[X] es primero numerable para todo k ∈ N.

Definición 4.3. Sea X un espacio topológico. Un desarrollo para X, es
una colección numerable de cubiertas abiertas de X, {Fi : i ∈ N} de modo
que para cualquier conjunto cerrado C de X y cualquier punto p /∈ C, existe
un Fj∈N tal que ningún elemento de Fj que contenga a p intersecta a C.

Definición 4.4. Un espacio topológico se denomina de Moore si es regular
y tiene un desarrollo. Ver [13, Definición 2.6, pág. 169]

Teorema 4.5. Si F [X] es primero numerable, entonces F [X] es un espacio
de Moore.

Demostración. Dado que F [X] es un espacio primero numerable, para cada
F ∈ F [X] existe {[F, Bn(F )] : n ∈ N} una base local tal que [F, Bn+1(F )] ⊆
[F, Bn(F )].
Para cada n ∈ N definamos Hn = {[F, Bn(F )] : F ∈ F [X]}. Afirmamos que
H = {Hn : n ∈ N} es un desarrollo para F [X].
Observemos que para todo k ∈ N, Hk es una cubierta abierta de F [X], pues
para Q ∈ F [X], Q ∈ [Q, Bk(Q)] ∈ Hk.
Sea C un subconjunto cerrado de F [X] y sea P ∈ F [X] tal que P /∈ C.
Entonces P ∈ F [X] \ C ∈ τP R. Por lo cual existe q ∈ N tal que P ∈
[P, Bq(P )] ⊆ F [X] \ C. Del hecho que X es un espacio T1, se sigue que
X \ (P \ S) ∈ τX para todo S ∈ F [P ] \ {P}. Notemos que para cada
S ∈ F [P ] \ {P}, existe qs ∈ N tal que [S, Bqs(S)] ⊆ [S, X \ (P \ S)].
Ademas P /∈ [S, Bqs(S)] ya que P ⊈ X \ (P \ S) = S ∪ (X \ P ). Sea
r = máx{qs ∈ N : S ∈ F [P ] \ {P}} ∪ {q}. Consideremos Hr ∈ H. Sea
[F, Br(F )] ∈ Hr tal que P ∈ [F, Br(F )]. De la condición que P /∈ [S, Br(S)]
para todo S ∈ P [X] \ {P}, se sigue que P = F . Por lo que Br(F ) = Br(P ),
así P solo pertenece a [P, Br(P )] ⊆ [P, Bq(P )] ⊆ F [X] \ C.
Con esto concluimos que H es un desarrollo para F [X]. Por Teorema 2.31,
concluimos que F [X] es un espacio de Moore.

Teorema 4.6. Si F [X] es un espacio de Moore, entonces X es primero
numerable

Demostración. Sean {Kn : n ∈ N} un desarrollo de F [X] y x ∈ X. Entonces,
para cada n ∈ N y cada K ∈ Kn, existe VK ∈ τX tal que {x} ∈ [{x}, VK] ⊆ K.
Definimos Un = ⋃{VK : {x} ∈ K ∈ Kn}.
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Afirmación. {Un : n ∈ N} es base local de x en X.
Sea W ∈ τX tal que x ∈ W . Del hecho que F [X]\ [{x}, W ] es un subconjunto
cerrado de F [X], existe m ∈ N tal que todo K ∈ Km que cumpla que {x} ∈ K,
también cumple que K∩ (F [X]\ [{x}, W ]) = ∅. Observemos que la condición
K ∩ (F [X] \ [{x}, W ]) = ∅ implica que K ⊆ [{x}, W ]. Veamos que Um ⊆ W .
Sea Q ∈ Km de tal forma que {x} ∈ Q. De esto, VQ ∈ τX es tal que {x} ∈
[{x}, VQ] ⊆ Q ⊆ [{x}, W ]. Por Lema (2.3.3), VQ ⊆ W . En consecuencia,
Um = ⋃{VK : {x} ∈ K ∈ Km} ⊆ W . Con esto, {Un : n ∈ N} es base local de
x en X.
Por lo tanto, X es primero numerable.

Corolario 4.7. Sea X un espacio topológico T1. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
(4.7.1) X es primero numerable.
(4.7.2) F [X] es un espacio primero numerable.
(4.7.3) F [X] es un espacio de Moore.

4.2. F [X ] g-primero numerable
El resto de las definiciones de esta sección se consideran como en [6].

Definición 4.8. Sea X un espacio topológico. Diremos que g : N × X −→
P(X) es una función de cobertura numerable débilmente abierta
(abreviado como función de cobertura) si g satisface:

1. x ∈ g(n, x) para cada n ∈ N,

2. g(n + 1, x) ⊆ g(n, x) para cada n ∈ N,

3. U es subconjunto abierto de X si y sólo si para cada x ∈ U , existe
m ∈ N tal que g(m, x) ⊆ U .

Definición 4.9. Diremos que un espacio topológico X es g−primero nu-
merable si existe una función de cobertura g de X.

Proposición 4.10. Si X es un espacio g−primero numerable, entonces cada
sucesión {xn}n∈N que cumple que xn ∈ g(n, x) para cada n ∈ N converge a
x.
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Demostración. Sea W un subconjunto abierto de X tal que x ∈ W . Dado
que X es g−primero numerable, existe k ∈ N tal que g(k, x) ⊆ W . Sea l ≥ k.
Del hecho que xl ∈ g(l, x) ⊆ g(k, x) se sigue que xl ∈ W . Con esto concluimos
que {xn}n∈N converge a x.

Proposición 4.11. Sea X un espacio topológico. Si X es primero numerable,
entonces X es g−primero numerable.

Demostración. Supongamos que X es primero numerable. Del hecho que X
es un espacio primero numerable, para cada x ∈ X existe {Bn(x) : n ∈ N}
una base local tal que Bn+1(x) ⊆ Bn(x). Definamos g : N × X −→ P(X)
como g(n, x) = Bn(x). Veamos que g es una función de cobertura.
Sea n ∈ N. Observemos que del hecho que x ∈ Bn(x), se sigue que x ∈ g(n, x).
De forma similar, la condición Bn+1(x) ⊆ Bn(x) implica que g(n + 1, x) ⊆
g(n, x).
Por último, sea U un subconjunto abierto de X tal que x ∈ U . Entonces
existe m ∈ N que cumple que Bm(x) ⊆ U , es decir, g(m, x) ⊆ U . Con esto
queda demostrado que g es una función de cobertura.

Por lo tanto, X es g−primero numerable.

Teorema 4.12. Sea X un espacio topológico. Si X es un g−primero nume-
rable, entonces X es secuencial.

Demostración. Sean g : N × X −→ P(X) una función de cobertura y A un
subconjunto secuencialmente abierto de X. Veamos que A es abierto. Sean
x ∈ A. Supongamos que no existe r ∈ N tal que g(r, x) ⊆ A. De esto, para
cada n ∈ N sea xn ∈ g(n, x) \ A. De Proposición 4.10, se tiene que {xn}n∈N
converge a x. La condición A secuencialmente abierto, implica que existe
m ∈ N tal que xn ∈ A para todo n ≥ m. Esto es contradeciría el hecho
que xn /∈ A para cada n ∈ N. Con lo cual concluimos que existe r ∈ N tal
que g(r, x) ⊆ A. Así, A es un subconjunto abierto de X. Por lo tanto, X es
secuencial.

Corolario 4.13. Sea X un espacio topológico. Si X es un primero numera-
ble, entonces X es secuencial.

Teorema 4.14. Si el hiperespacio F [X] es g−primero numerable, entonces
se cumple lo siguiente:
(4.14.1) Fn[X] es g−primero numerable.
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(4.14.2) Para cada Q ∈ F2[X], existe k ∈ N tal que g(n, Q) ∩ F2[X] es un
subconjunto cerrado de F2[X] para todo n ≥ k.

(4.14.3) Para cada Q ∈ F2[X], existe s ∈ N tal que g(n, Q) ∩ F2[X] es un
subconjunto abierto de F2[X] para todo n ≥ k.

(4.14.4) F2[X] es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Sean g : N × F [X] −→ P(F [X]) una función de cobertura y
m ∈ N fijo. Definamos gm : N × Fm[X] −→ P(Fm[X]) dada por gm(n, H) =
g(n, H) ∩ Fm[X]. Sea F ∈ Fm[X]. Observemos que para cada n ∈ N, se
cumple que F ∈ gm(n, F ) y gm(n+1, F ) ⊆ gm(n, F ). Por otro lado, sea U un
subconjunto abierto de Fm[X] tal que F ⊆ U . Entonces existe W ∈ τX de tal
forma que [F, W ] ∩ Fm[X] ⊆ U . Dado que F [X] es g−primero numerable,
existe s ∈ N el cual cumple que g(s, F ) ⊆ [F, W ]. De esto, (g(s, F )∩Fm[X]) =
gm(s, F ) ⊆ ([F, W ] ∩ Fm[X]) ⊆ U . Así, gm es una función de cobertura y en
consecuencia, Fm[X] es g−primero numerable. Con esto queda demostrado
(4.14.1).

Para demostrar (4.14.2), sean g2 : N × F2[X] −→ P(F2[X]) una función de
cobertura como en (4.14.1) y Q un punto no aislado de F2[X]. Del hecho
que [Q, X] ∩ F2[X] es un subconjunto abierto de F2[X], existe k ∈ N tal que
g2(k, Q) ⊆ ([Q, X] ∩ F2[X]). Afirmamos que para cada n ≥ k se cumple que
g2(n, Q) es un subconjunto cerrado de F2[X]. De Teorema 4.12, se sigue que
F2[X] es secuencial. Con lo cual para cada n ≥ k es suficiente demostrar que
g2(n, Q) es secuencialmente cerrado. Sean r ≥ k y {Hm}m∈N una sucesión de
g2(r, Q) que converge a H. De la condición [H, X] ∩ F2[X] es subconjunto
abierto de F2[X] se verifica que existe t ∈ N el cual cumple que Hm ∈
[H, X] ∩ F2[X] para cada m ≥ t. Si |H| = 2, entonces para toda m ≥ t,
H = Hm ∈ g2(r, Q). Si |H| = 1, por Teorema (2.3.2), se tiene que Hm ∈
([H, X]∩ [Q, X])∩F2[X] = [H ∪Q, X]∩F2[X] para toda m ≥ t. Dado que Q
es un punto no aislado de F2[X] concluimos que H∪Q = Q, en caso contrario,
para toda m ∈ N, Hm = H ∪ Q lo cual contradeciría el hecho que {Hm}m∈N
converge a H. Por lo anterior se concluye que g2(r, Q) es un subconjunto
secuencialmente cerrado de F2[X]. Por lo tanto, para todo n ≥ k, g2(n, Q)
es un subconjunto cerrado de F2[X].

Ahora, para demostrar (4.14.3) sean g2 : N×F2[X] −→ P(F2[X]) una función
de cobertura como en (4.14.1) y R un punto no aislado de F2[X]. Del hecho
que [R, X] ∩ F2[X] es un subconjunto abierto de F2[X], existe k ∈ N tal que
g2(k, R) ⊆ ([R, X] ∩ F2[X]). Afirmamos que para cada n ≥ k se cumple que
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g2(n, R) es un subconjunto abierto de F2[X]. Sean r ≥ k y H ∈ g2(r, R).
Si H fuera igual con R, se verifica que g2(r, H) = g2(r, R). En el caso que
H fuera distinto de R, dado que g2(r, R) ⊆ ([R, X] ∩ F2[X]), se tiene que
H ∈ ([R, X] ∩ F2[X]) \ {R}. Con lo cual H es un subconjunto asilado de
F2[X]. En consecuencia, existe p ∈ N el cual cumple que g2(p, H) = {H}.
Así, g2(p, H) ⊆ g2(r, R). Por lo tanto, g2(r, R) es un subconjunto abierto de
F2[X]. Con esto concluimos que para cada n ≥ k, g2(n, R) es un subconjunto
abierto de F2[X].
Por último, como consecuencia de Teorema 4.12, se sigue que F2[X] es se-
cuencial. Por lo tanto, por Teorema 3.29, se concluye que F2[X] es Fréchet-
Urysohn. Con esto queda demostrado (4.14.4).

Teorema 4.15. Si el hiperespacio F [X] es g−primero numerable, entonces
F [X] es un espacio de Moore.

Demostración. Usaremos el Corolario 4.7 para demostrar que F [X] es un
espacio de Moore. Con lo cual es suficiente demostrar que X es primero
numerable. Sean g : N × F [X] −→ P(F [X]) una función de cobertura y
x ∈ X. Observemos que como consecuencia de Teorema (4.14.3), para todo
n ∈ N se verifica que {x} ∈ Int(g2(n, {x})). De esto, para cada n ∈ N existe
Un ∈ τX de tal forma que {x} ∈ ([{x}, Un] ∩ F2[X]) ⊆ Int(g2(n, {x})).
Demostraremos que {Un : n ∈ N} es base local de x en X. Sea W ∈ τX tal
que x ∈ W . Del hecho que [{x}, W ] ∩ F2[X] es un subconjunto abierto de
F2[X], existe k ∈ N de tal forma que g2(k, {x}) ⊆ [{x}, W ] ∩ F2[X]. Veamos
que Uk ⊆ W . Sea y ∈ Uk. De las condiciones {x, y} ∈ ([{x}, Uk] ∩ F2[X]) y
g2(k, {x}) ⊆ [{x}, W ] ∩ F2[X] se sigue que y ∈ W . Así, Uk ⊆ W . Con esto
queda demostrado que {Un : n ∈ N} es base local de x en X. Por lo tanto,
X es primero numerable. Aplicando Corolario 4.7 se concluye que F [X] es
un espacio de Moore.

Definición 4.16. Sea X un espacio topológico y d : X × X −→ R una
función de valor real no negativa definida tal forma que d(x, y) = 0 si y sólo
si x = y. Diremos que d es una o-metríca para X siempre que un subconjunto
U de X es abierto si y sólo si d(x, X \ U) > 0 para cada x ∈ U .

Observación 4.17. Sean x ∈ X y A ⊆ X. Entiéndase d(x, A) = ı́nf{d(x, a) :
a ∈ A}.

Proposición 4.18. Sea X un espacio topológico T1. Entonces X es o-metrizable
si y sólo si es un espacio g−primero numerable.
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Demostración. Sea g : N×X −→ P(X) una función de cobertura. Definamos
d : X × X −→ R como d(x, y) = 1

k
donde k = mı́n{n ∈ N : y /∈ g(n, x)}.

Del hecho que X es un espacio T1, se tiene que para cuales quiera x, y ∈ X
distintos, x /∈ X \ {y} ∈ τX . En consecuencia existe nx ∈ N de tal forma que
g(nx, x) ⊆ X \ {y}. Con lo cual se verifica el hecho que d esta bien definida.
Sea U un subconjunto abierto de X y a ∈ U . Entonces existe na ∈ N tal que
g(na, a) ⊆ U . De esto, para cada h ∈ X \U , na ≥ kh donde kh = mı́n{n ∈ N :
h /∈ g(n, a)}. En consecuencia, para todo h ∈ X \ U se tiene que 1

na

≤ 1
kh

.

Así, d(a, X \ U) ≥ 1
na

> 0. Por lo tanto, X es o-metrizable.

Ahora, para demostrar la segunda parte supongamos que d : X × X −→ R
es una o-métrica para X. Definamos g : N × X −→ P(X) como g(n, x) =
{y ∈ X : d(x, y) ≤ 1

n
}. Sea x ∈ X. Notemos que para cada n ∈ N, se cumple

que x ∈ g(n, x) y g(n + 1, x) ⊆ g(n, x). Por otro lado, sea W un subconjunto
abierto de X del forma que x ∈ U . Del hecho que r = d(x, X \W ) > 0, existe
s ∈ N de tal forma que r >

1
s

. De esto, para todo y ∈ X tal que d(x, y) ≤ 1
s

cumple que y /∈ X \ W . Con lo cual, g(s, x) ⊆ W . Así, g es una función de
cobertura, es decir, X es g−primero numerable.

Corolario 4.19. Sea X un espacio topológico T1. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
(4.19.1) F [X] es g−primero numerable.
(4.19.2) X es primero numerable.
(4.19.3) F [X] es un espacio primero numerable.
(4.19.4) F [X] es un espacio de Moore.
(4.19.5) F [X] es o-metrizable.
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