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Introduccion

La Teoria de hiperespacios vio sus inicios en el ano de 1922 con los trabajos
de Leopold Vietoris y Felix Hausdorff. Sus trabajos con el anélisis de la hoy
llamada topologia de Vietoris son considerados como el inicio en el estudio
de los hiperespacios.

En 1969, en la conferencia anual de topologia celebrada en la Universidad de
Auburn, Carl Pixley y Prabir Roy presentaron por primera vez la construc-
cion de un importante ejemplo para el estudio de los espacios de Moore, un
espacio de Moore que no cumple la condicién de cadena numerable. Dotaron
con una topologia a la coleccion de todos los subconjuntos finitos no vacios
de un espacio topoldégico T7. Incluso hasta nuestros dias, el comportamien-
to topoldgico del espacio de Pixley v Roy es un objeto de estudio de gran
interés [1},[8-11].

Sea X un espacio topoldgico T7. Denotamos por F[X] a la coleccién de todos
los subconjuntos finitos no vacios de X. Para cada miembro F' de F[X] y
para cada subconjunto abierto de U de X definimos [F, U] como el conjunto
{G € FIX]: F CG CU}. La familia que consiste de todos los subconjuntos
de F[X] con la forma [F, U] es una base para una topologia Tpr para F|[X].
Al espacio topolégico (F[X], 7pr) le llamaremos el hiperespacio Pixley-Roy
de X.

En este trabajo de tesis estudiaremos algunas de las propiedades del hiperes-
pacio Pixley-Roy de un espacio topoldgico T;. El primer capitulo consta de
conceptos basicos y resultados tanto de teoria de conjuntos como de topologia
los cuales son fundamentales para una lectura accesible.

El segundo capitulo comienza con un anélisis de las propiedades basicas del
conjunto F[X], seguido de una introduccién mas profunda del hiperespacio
de Pixley-Roy, su comportamiento topoldégico y los axiomas de separacion
con los cuales cuenta.

En el tercer capitulo analizaremos el comportamiento topoldgico que surge



como consecuencia de dotar al hiperespacio de Pixley-Roy con las propiedades
secuencial, Fréchet-Urysohn y Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

En el cuarto y dltimo capitulo mostraremos la equivalencia que existe entre
el primer axioma de numerabilidad y ser un espacio de Moore que satisface
el hiperespacio de Pixley-Roy.



Capitulo 1

Preliminares

Para obtener resultados dentro de la topologia es inevitable emplear el alge-
bra de conjuntos como herramienta fundamental. Este hecho nos motiva a
presentar un breve repaso de la teoria de conjuntos y junto con ella una serie
de proposiciones conocidas de la topologia general.

1.1. Teoria de Conjuntos

Las definiciones de esta seccion pueden ser consultadas en [5].

Definicién 1.1. Un conjunto parcialmente ordenado, también llamado
po-conjunto o poset, es un par (P, <) en donde P es un conjunto y < es
una relacion de orden, o sea una relaciéon que cumple:

1. (Reflexiva) Para todo z € P se tiene z < x.
2. (Antisimétrica) Para z,y € P se tiene que z < y y y < x implica = = y.
3. (Transitiva) Para x,y, z € P se tiene que x < y y y < z implica x < z.

Definicién 1.2. Un conjunto parcialmente ordenado P se llama orden total
o cadena si para cualquier par de elementos x,y € P tenemos que x y y son
comparables, es decir, z <y oy < x.

Definicién 1.3. Sea P un poset. Para un subconjunto A de P decimos que
u € P es una cota superior de A si u > x para todo x € A.

Definicién 1.4. A un elemento x € P se le llama maximal si no hay un
elemento z € P tal que z > .



La demostracion del siguiente lema puede ser consultada en |5, Teorema 8.10,
pag. 184].

Lema 1.5. Zorn-Kuratowski. Si X es un conjunto no vacio y parcialmente
ordenado en el cual toda cadena posee una cota superior, entonces X contie-
ne, al menos, un elemento mazximal.

Definicién 1.6. Sea A una familia de subconjuntos no vacios de un conjunto
no vacio X. Diremos que un subconjunto G de A es MAP si cumple las
siguientes condiciones:

1. para cada A, B € G se tiene que A= B 6 AN B = (),
2. para cada F' € A\ G existe G € G tal que FNG # ().

Lema 1.7. Sea X un conjunto no vacio. Si A es una familia no vacia de
subconjuntos de X, entonces A contiene un subconjunto MAP.

Demostracion. Definamos N = {K € P(A) : A= B 6 AN B = () para cada
A, B € K} donde P(A) es el conjunto potencia de A. Usaremos el Lema de
Zorn-Kuratowski para demostrar que el conjunto ordenado (91, C) tiene
un maximal.

Para cada A € A, se tiene que {A} € M. Con lo cual N # ().

Sea € una cadena de 1. Hacemos M = JC€. Veamos que M € . Sea
T € M. Entonces existe Z € € tal que T € Z € 9. Por lo que Z € P(A)
y en consecuencia T € Z C A. Con esto tenemos que, M C A, es decir
M € P(A). Sean R,S € M tales que R # S. Observemos que existen
E,FecCtalesque Re £y S € F.Dado que € es una cadena de M, £ C F 6
F C &€. Supongamos que £ C F. En consecuencia, R, S € F, asi RN.S = (.
Por lo tanto, M € 1. Observemos que para todo J € €, J C J&€ = M.
Con lo cual M es cota superior de €.

Por Lema[L.5 existe un elemento maximal G de (91, C). Afirmamos que G es
un subconjunto MAP de A.

Del hecho que G € M se tiene que G C Ay, E = H 6 EN H = () para todo
E H € G. Finalmente si ) € A\ G entonces G U{Q} ¢ N, esto implica que
existe P € G de tal forma que PNQ # (). En conclusién G es un subconjunto
MAP de A. O

Definicién 1.8. Sea X un conjunto no vacio. Diremos que X es numerable
si y sélo si existe una funcién biyectiva de N en X.



A partir de la siguiente seccion presentaremos conceptos topoldgicos los cua-
les fueron extraidos de [2}7], sin embargo pueden ser consultados en cualquier
otro libro de topologia basica.

1.2. Espacios topologicos

Definicién 1.9. Una topologia en un conjunto X es una familia 7 de
subconjuntos de X que satisfacen las siguientes condiciones:

1. el conjunto vacio ) y X pertenecen a 7,
2. si A,B €T1,entonces ANBET,y
3. si AC 7, entonces UA € 7.

Definicién 1.10. Si 7 es una topologia en un conjunto X, a la pareja (X, 7) le
llamaremos espacio topolégico, abreviado como X es un espacio topologico
cuando no exista confusion sobre 7.

Definicién 1.11. Si X es un espacio topoldgico, a los elementos que perte-
necen a la topologia de X reciben el nombre de subconjuntos abiertos de
X, que con el fin de simplificar notacién abreviaremos como U € 7x.

Definicién 1.12. Sea X un espacio topoldgico. Si Y es un subconjunto de
X, la coleccion 7y = {Y'NU : U € 7x} es una topologia sobre Y, denominada
topologia de subespacio o topologia relativa. Con esta topologia Y se
denomina subespacio de X.

Definicién 1.13. Sea B una familia de subconjuntos de un conjunto X.
Diremos que B es base para una topologia sobre X si satisface:

1. X=UB,y

2. si By y Bs son elementos de B, y © € By N Bsy, entonces existe B € B
tal que x € B C By N Bs.

Entonces, la coleccién 73 = {A C X : existe A C B tal que A = J.A} es
una topologia en X que tiene a B como base.

Definicién 1.14. Sea X un espacio topologico y x € X. Diremos que una
familia B, de elementos de 7 es base local para 7 en x si satisface:



1. x eV paracadaV € B,, y

2. si W € 7 tal que x € W, entonces existe U € B, de tal forma que
Ucw.

Teorema 1.15. Sea X un espacio topologico y A C X. Entonces A es un
subconjunto abierto de X si y solo si para cada y € A existe V € 1x tal que
yeV CA.

Demostracion. Supongamos que A € 7x. Sea y € A. Observemos que
yeACA.

Ahora supongamos que para cada y € A, existe V € 7x tal que y € V C A.
Notemos que W = {V € 7x : V C A} € 7x y W C A. Por tltimo veamos
que A C W. Sea b € A. Entonces existe U € 7x de tal forma que b € U C A.
Asi, b € U C W. Con lo cual A C W. Por lo tanto, W = Ay A es un
subconjunto abierto de X. O

Definicién 1.16. Sea F un subconjunto de un espacio topolégico X. Deci-
mos que F es un subconjunto cerrado de X si X\F € 7y.

Definicién 1.17. Sea E un subconjunto de un espacio topologico X. El
interior de E, el cual denotaremos con Int(E), es la unién de la coleccién
de subconjuntos de E que son elementos de 7x. A los puntos que pertenecen
a Int(E) les llamaremos puntos interiores de FE.

Revisar |2, Proposicién 2.9, pag. 57] para ver una prueba de la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 1.18. Sea X un espacio topologico y A, B y E subconjuntos de
X. Se cumple que:

1.1811) Int(E) es un subconjunto abierto de X.

1.1812) Int(E) es el mayor abierto que estd contenido en E, es decir, si A
es un abierto en X contenido en E, entonces A C Int(E) C E.
1.18/3) Si A C B, entonces Int(A) C Int(B).

1.1814) E € 7x siy sdlo si Int(E) = E.

Definicién 1.19. Sea E un subconjunto de un espacio topologico X. Un
punto x € X es un punto de acumulacién de FE si cada V € 7x que
contenga a x cumple que (ENV)\ {x} # 0.



Definicién 1.20. Sea E un subconjunto de un espacio topoldgico X. El
conjunto derivado de E, que denotaremos por Dv(FE), es el conjunto de
todos los puntos de acumulacion de E.

Definicién 1.21. Sea F un subconjunto de un espacio topolégico X. La
cerradura de F es el subconjunto CI(F) = E U Dv(E).

Definiciéon 1.22. Sea E un subconjunto de un espacio topolégico X. Un
punto x € X es un punto de adherencia a E si cada V' € 7x que contenga
a x cumple que ENV # ().

Teorema 1.23. Sea E un subconjunto de un espacio topolégico X . Entonces
CUE)={x € X : x es punto adherente a E}.

Demostracion. Seax € CI(E). Deesto,x € E6éx € Du(D). Siz perteneciese
a E, todo subconjunto abierto U que contenga a x cumpliria que U N E # ().
Por otro lado, en el caso que x perteneciera a Dv(E) \ E se tendria que
(ENU)\ {z} = (ENU) # () para todo subconjunto abierto de X tal que
x € U. Con esto se concluye que x es un punto adherente a F.

Ahora, sea y un punto adherente a E. Siy € F, se tendria que y € CI(FE). En
caso que y ¢ E, todo subconjunto abierto U de X tal que y € U, satisfaria
que (UNE)\{y} =UNE #10. Con esto, y € CI(FE).

Por lo tanto, CI(E) = {x € X : x es punto adherente a E}. O

La prueba de la siguiente proposicién se considera como en [2, Proposicién
2.6, pag. 54].

Proposicién 1.24. Sea X un espacio topologico y E un subconjunto de X.
Se cumple que:

1.24[1) CI(E) es un subconjunto cerrado de X .

1.2412) E es un subconjunto cerrado de X siy sdlo si CI(E) = E.

Lema 1.25. Sea Z un espacio topoldgico. Si G es un subconjunto de Z,
entonces Clz(A) = Clg(A) para todo A C G.

Demostracion. Consideremos Clz(A) como la cerradura de A en el espacio
Z'y Clg(A) como la cerradura de A en el subespacio Y. Sea A C G. Para
probar la primera parte, sean x € Clz(A) y V un subconjunto abierto de
G de tal forma que x € V. De esto, existe W un subconjunto abierto de Z
tal que GNW = V. Del hecho que z € W se sigue que W N A # (). En
consecuencia (GNW)N A # (). Es decir, x € Clg(A).
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Por tltimo, sean y € Clg(A) y @ un subconjunto abierto de Z tal que
y € . Observemos que G'N @ es un subconjunto abierto de G que cumple
que y € GNQ. Por lo que (GNQ) N A # ). De este modo, ANQ # () y asf,
y e Cly(A).

Por lo tanto, Clz(A) = Clg(A). O

Definicién 1.26. Sea E un subconjunto de un espacio topologico X. Un
punto z € X es un punto aislado de E si z € E \ Dv(E).

Teorema 1.27. Sea X un espacio topologico y sea A un subconjunto de X.

.1) Un punto v € X es un punto aislado de A si y solo si existe un
abierto U tal que UN A = {x}.

.2) Un punto x € X es aislado de X siy sélo si {x} es un subconjunto
abierto de X.

Demostracion. Para demostrar [(1.27.1), sea x un punto aislado de A.
Entonces z € A\ Dv(A), es decir, v € Ay x ¢ Dv(A). La condiciéon
x ¢ Du(A) implica que existe U un subconjunto abierto de X tal que x € U
y (ANU)\ {z} = 0. De esto se concluye que ANU = {z}.

Ahora, supongamos que existe U un subconjunto abierto de X tal que ANU =
{z}. En consecuencia x ¢ Dv(A). Asi, z € A\ Dv(A), es decir, x es un punto
aislado de A.

Para demostrar |([1.27/2)| sea y € X. Por Teorema [([1.27/1)] v es un punto

aislado de X si y solo si existe V' un subconjunto abierto de X tal que
V' N X = {y}. Observemos que V N X = {z} es un subconjunto abierto de
X. Por lo que concluimos que y es un punto aislado de X si y sélo si {y} es
un subconjunto abierto de X. O

Definicién 1.28. Sea X un espacio topoldgico. Una sucesiéon en X es una
funcion f : N — X. La sucesién f se representa por el simbolo {f(n)}en
y los valores de f, esto es, los elementos f(n), se llaman términos de la
sucesion. Para denotar una sucesion solo lo haremos por sus elementos en
lugar de hacerlo por la funcién. Si f es una sucesiéon y f(n) = z,, entonces
{zn}nen denotard a f.

Definicion 1.29. Sea X un espacio topologico. Decimos que una sucesion
{zp}nen de elementos de X converge a un punto w € X, si para cualquier
U € 7x tal que w € U, existe m € N tal que z, € U para cada n > m.
Representamos el concepto anterior escribiendo x,, — w 6 limx,, = w.
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Definicién 1.30. Sea E un subconjunto de un espacio topolégico X. Dire-
mos que E es un subconjunto denso en X siy solo si cada A € 7x \ {0}
satisface AN E # ().

Definicién 1.31. Sea X un espacio topolégico.

1. El espacio X es primero numerable si cada punto x € X posee una
base local numerable.

2. El espacio X es segundo numerable si existe una base numerable para
T

Definicién 1.32. Sean X un espacio topologico y Y un subconjunto de X.

Decimos que Y es un subconjunto compacto de X si y sélo si para toda

coleccion U = {U, }aer de subconjuntos abiertos de X tal que Y C U U,,
a€el

n
existe una subcoleccién finita {U,,, Usy, -+ , Uy, } tal que Y C U U,,.
i=1

1.3. Axiomas de separacién

Definicién 1.33. Diremos que un espacio topoldgico X es un espacio 717 si
cada subconjunto finito de X es un subconjunto cerrado de X.

Consideraremos la demostracién del siguiente teorema dada en |7, Teorema
19.7, pag. 112].

Teorema 1.34. Sea X un espacio T1. Un punto x € X es un punto de
acumulacion de un subconjunto E de X si, y solo si, cada abierto que

contiene a x contiene también una cantidad infinita de puntos del conjunto
E.

Definicién 1.35. Un espacio topologico X es un espacio de Hausdorff o
T, si X satisface la siguiente condicién: para cuales quiera puntos distintos x
y y de X, existen abiertos U y V de X talesquez €e U,y € VyUNV = .

Definicién 1.36. Un espacio topologico X es regular o T3 si satisface las
siguientes condiciones:

1. X es un espacio T,

2. Para cualquier punto x € X y cualquier U € 7x tal que x € U, existe
Verxtalquex e VCCI(V)CU.
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Las demostraciones del siguiente teorema y el siguiente corolario pueden ser
consultados en |2, Teorema 7.8, pag. 245] y [2, Corolario 7.9, pag. 246] res-
pectivamente.

Teorema 1.37. 1. Sea X un espacio de Hausdorff. St K; y Ky son sub-
conjuntos compactos de X y Ky N Ky = (), entonces existen U y V
subconjuntos abiertos ajenos de X tales que K1 C U y Ky C V.

2. Sea X un espacio reqular. Si F' es un subconjunto cerrado de X, K es un
subconjunto compacto de X y FNK = (), entonces existen subconjutos
abiertos ajenos U y V tales que F C U y K C V.

Corolario 1.38. S7 X es un espacio de Hausdorff y K es subconjunto com-
pacto de X, entonces K es cerrado en X.

Lema 1.39. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff. Si A = {x1, 9, -+, z1}
es un subconjunto finito de X, entonces existen Uy,Us, - -- , Uy subconjuntos
abiertos de X tales que x; € U; para todo i < k y para i # j se cumple que

Demostracion. Sean i,j € {1,--- , k} distintos. Entonces del hecho que X
es un espacio de Hausdorff, para z;,x; € A, existen subconjuntos abiertos
Wiy Wj, tales que z; € Wi, x; € W, vy W;; N W;,; = (. Para cada
ie{l,--- k}, definamos U; = "{W,,; : j € {1,--- ,k} \ {¢}}. Observemos
que x; € U; y en consecuencia que U; es interseccién finita de subconjuntos
abiertos se tiene que U; es un subconjunto abierto. Sean [,q € {1,---  k}
distintos. Notemos que U, = N{W;,; : j € {1,--- ,k} \ {{}} € W;,. Del
mismo modo, U, = ({W,; : j € {1,--- ,k}\{¢}} € W,,. De ahi, la condicién
W, N W,,; = 0 implica que U, N U, = 0. O

Definicién 1.40. Sea X un espacio topoldgico T;. Diremos que X es com-
pletamente regular o Tychonoff si y sélo si existe una base B de 7x tal
que:

1. Para cada x € X y cualquier U € B tal que z € U, existe V € B tal
quex ¢V yX=UUV.

2. Si U,V € B son tales que X = U UV, entonces existen A, B € B tales
que X\VCA X\UCByAnB=0.

Definicién 1.41. Un espacio topologico X es normal o T} si X satisface
las siguientes:
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1. X es un espacio T}; y

2. para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos F} y Fy de X, existen
abiertos ajenos Uy y Uy de X tales que Fy C Uy y Fy C Us.

Definicién 1.42. Un subconjunto de un espacio topolégico X es Gs si es
la interseccién de una colecciéon numerable de subconjuntos abiertos de X y
un subconjunto es F, si es la unién de una familia numerable de conjuntos
cerrados de X.

Definicién 1.43. Un espacio topolégico X es perfectamente normal si
X es normal y cada subconjunto cerrado de X es Gs.

1.4. Funciones continuas y homeomosfismos

Definiciéon 1.44. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y
una funcién. Diremos que f es una funcién continua si para cualquier
subconjunto abierto U de Y, f~}(U) es un subconjunto abierto de X.

Definicién 1.45. Sean X y Y dos espacios topolégicos y f: X — Y una
funcion. Se dice que f es homeomorfismo si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. f es biyectiva
2. f es continua
3. f~! es continua

Diremos que los espacios X y Y son homeomorfos denotado por X =Y si
existe un homeomorfismo f: X — Y.

Definicién 1.46. Sean X y Y dos espacios topolégicos y f : X — Y una
funcion.

1. f es una funcién abierta si la imagen bajo f de cualquier subconjunto
abierto de X es un subconjunto abierto en Y.

2. f es una funcién cerrada si la imagen bajo f de cualquier subconjunto
cerrado de X es un subconjunto cerrado en Y.
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Para consultar una prueba de la siguiente proposicion ver |2, Proposicién
3.17, pag. 99]

Proposicion 1.47. Sean X yY dos espacios topologicos y f : X — Y una
funcion biyectiva. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1.471) f~! es continua.

[1.47/2) f es abierta.

1.473) f es cerrada.

Definicién 1.48. Sean X y Y espacios topoldgicos. Diremos que X esta
encajado en Y si existe una funcion continua que f : X — Y tal que
f: X — f(X) es un homeomorfismo.



Capitulo 2

El hiperespacio Pixley-Roy

El hiperespacio Pixley-Roy se introdujo para mostrar la existencia de un es-
pacio de Moore no separable que satisface la condiciéon de cadena numerable.
Después de cumplir con su cometido se convirtié en una maquina de contra-
ejemplos que atrajo el interés de expertos. En este capitulo presentamos las
propiedades que posee.

A lo largo de este trabajo, X serd un espacio topolégico infinito y 7T7.

2.1. Propiedades basicas
Definicién 2.1. Definimos
F[X]={AC X : Aes finito, A # 0}.

Para cada F' € F[X] y para cada V C X, la coleccion {B € F[X]: F C
B C V'} se denotara por [F, V].

Definicién 2.2. Para un subconjunto A de X, definimos
FlA] ={B € F[X]: B C A}.

Lema 2.3. Sean C,D € F[X] y R, S subconjuntos de X. Se cumplen las
siguientes condiciones:

[2.311) Si L C C’ entonces C € [L, X].

[2.312) [C,RIN[D,S]=[CUD,RNS].

([2.313) [D,S]C[C,R] siysolosiCCDySCR

[2-314) | C R m]—“[S] [C,RNS].

15
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Demostracion. Dado que L C C C X, concluimos que C' € [L, X]. Esto

prucba [Z31]

Sea B € [C,R]N[D,S]. Entonces C C BC Ry D C B C S. Esto implica
que CUD C B C RN S, es decir, B € [CUD,RnNS|. Por lo tanto,
[C, R] N [D, S] esté contenido en [C UD,RNS]. Si K € [CUD,RNS],
entonces C CCUDCKCRNSCRyDCCUDCKCRNSCS,
por lo que equivale a K € [C,R] y K € [D, S]. En conclusién, [CU D, RN S|
es un subconjunto de [C, R| N [D, S]. Con esto queda demostrado |(2.3]2)

Ahora demostraremos [(2.313)l Supongamos que [D,S] C [C, R]. Entonces
D € [C, R], es decir, C C D. Sea p € S. Notemos que D U {p} € [D,S]. De
esto C' C DU {p} C R lo que implica p € R, y asi, S C R. Para probar la
segunda parte, supongamos que C C Dy S C R. Sea K € [D, S]. Entonces
CCDCKCSCRYyconesto K € [C,R]. Concluimos que [D,S] esta
contenido en [C| R].

Por dltimo, demostraremos [(2.314)l Sea @ € [C, R] N F[S]. Del hecho que
CCQCRyQCSsesigueque C CQ C RNS,esdecir, @ € [C,RNS].
Ast, [C, RN F[S] C [C, RN S]. Ahora, sea P € [C, RN S]. Entonces, por un
lado tenemos que C C P C RN S C R, es decir, P € [C, R]. Por otro lado,
la condicién P € RNS C S implica que P € F[S]. Con lo cual se concluye
que P € [C, RN F|S] O

Lema 2.4. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. Entonces no existen F,G €
FIX]yUV € r1x tales que F|X| = [F,U]U[G,V].

Demostracion. Sean F,G € F[X]|y U,V € 7x talesque F C Uy G C V.
Del hecho que X es un subconjunto infinito, se sigue que F'U G C X. Asi,
existe x € X tal que + ¢ FUG. De esto, F € {z} y G € {z}, por lo que
{z} ¢ [F,U]U[G,V]. O

Teorema 2.5. Sea (X, 7x) un espacio topologico. La familia B = {[F,U] :
F e FIX],U € 7x} es base para alguna topologia de F[X].

Demostracion. Primero veamos que U B = F[X]. Notemos que los elementos
de la familia B son subconjuntos de F[X], por consiguiente |JB C F[X]. Sea
C € F[X]. Con esto C' € [C, X] € B. Por lo que C' € |JB. Con esto hemos
demostrado que UB = F[X].

Ahora sean G € F[X] y [D,V],[E,W] € B de tal forma que G € [D,V] N
[E,W]. Por Lema |(2.3[2), [D,V|N[E,W]=[DUZE,V NW]. Entonces [D U
EVnW]eBestalque Ge [DUEVNW]C[D,V]N[E,W].
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Por lo tanto tenemos que B es base para alguna topologia de F[X] O

La topologia para F|[X| garantizada en el teorema anterior se conoce como
topologia Pixley-Roy denotada por 7pr y al espacio topolégico (F[X], 7pgr)
se le conoce como el hiperespacio de Pixley-Roy del espacio topologico X,
abreviado como F[X] es el hiperespacio Pixley-Roy del espacio topolégico
X.

Teorema 2.6. 5i G € F[X| y G C U C X, entonces [G,U] es un subcon-
junto cerrado de F|X].

Demostracién. Veamos que F[X|\|G,U| € 7pr empleando Teorema [1.17]
Sea H € F[X]\|G,U]. Entonces se cample que G ¢ H 6 H ¢ U.

Caso 1. G ¢ H.

Entonces existe ¢ € G tal que ¢ ¢ H. Del hecho que X es T}, se sigue que
X\{q} € 7x. De esto H € [H, X\{q}] € Tpr. Mostremos que [H, X\{q}] C
FIX\[G,U]. Sea K € [H,X\{q}]. Esto implica que H C K C X \ {q}.
Por lo que ¢ € G\ K, es decir, G € K. Entonces K ¢ [G,U]. Por lo tanto,
H e [H, X\{g}] € FIX\[G,UJ.

Caso 2. HZ U.

Notemos H € [H,X] € 7pgr. Probaremos que [H,X] estd contenido en
FIX\[G,U]. Sea L € [H,X]. Entonces se sigue que H C L. Como con-
secuencia de que H ¢ U, tenemos que L ¢ U. Con lo cual concluimos que
L ¢ [G,U]. Por lo tanto, H € [H, X] C F[X]\|G,U].

Por los casos anteriores se concluye que F[X]\[G, U] es un subconjunto abier-
to de F[X], y asi [G, U] es un subconjunto cerrado de F[X]. O

Corolario 2.7. La base B = {[F,U] : F € F[X]|,U € 7x} de la topologia

Tpr consta de subconjuntos abiertos y cerrados.

Definicién 2.8. Un espacio topolégico X es cero dimensional o de di-
mension cero si tiene una base que comprende subconjuntos abiertos y
cerrados de X.Ver [13, Definicién 29.4 pag. 210].

Corolario 2.9. El hiperespacio F[X] es de dimension cero.

Teorema 2.10. Si U es un subconjunto abierto de X, entonces F[U] es un
subconjunto abierto de F[X].
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Demostracion. Basta probar que F|[U] = U{[{z},U] : x € U}. Para cada
P e FlU],si x € P, entonces x € U y P € [{z},U]. Esto demuestra que
FU) CU{[{z},U] : x € U}. Ahora, sea @ € U{[{z},U] : = € U}. Entonces
existe w € U tal que @ € [{w},U]. Asi {fw} C Q C Uy conlo cual Q € F[U].
Por lo tanto, F[U] = U{[{z},U] : z € U}. O

Teorema 2.11. 57 A es un subconjunto de X, entonces F[Int(A)] = Int(F[A]).

Demostracion. Sabemos que Int(A) C A. De esto se desprende el hecho
que F[Int(A)] C F[A]. Por Teorema [2.10, F[Int(A)] € Tpg. Por lo anterior
FlInt(A)] C Int(F[A]). Ahora sea B € Int(F[A]). Entonces existen F' €
FIX] y U € 7x tales que B € [F,U] C F[A]. Esto implica que F C B C
U. Veremos que U C A. Sea z € U. Asi BU {2z} € [F,U] C F[A]. En
consecuencia, z € A. De lo anterior B C U C Ay con esto B C Int(A), es
decir, B € FlInt(A)].

Por lo tanto, Int(F[A]) = F[Int(A)]. O

Teorema 2.12. Si A es un subconjunto de X, entonces el conjunto derivado
de F[A] es Du(F[A]) = {P € F[A] : PN Duv(A) # 0}.

Demostracion. Sea P € Dv(F[A]). Veamos que P € F[A] y PN Du(A) # 0.
Primero, dado que P € [P, X]| € 7pg, existe @ € [P, X] N F[A] tal que
@ # P. Esto implica que P C Q C X y Q C A. Con esto ultimo P C A,
es decir, P € F[A]. Para demostrar que P N Dv(A) # (), supongamos lo
contrario. Entonces para cada z € P, existe U, € 7x que cumple que z € U,
y (U, NA)\ {z} = 0. Observemos que W = {U, : 2 € P} er7x y PC W.
Asi tenemos que P € [P,W] € 7pg. Del hecho que P € Dv(F[4]), existe
R € [P,W] N F[A] tal que R # P. Sea x € R\ P. Entonces z € Ay
x € W. La condicién z € W implica que existe z € P tal que x € U,. Con lo
anterior tenemos « € (U, N A) \ {z}, esto es una contradiccién. Por lo tanto,
Du(F[A]) C{P € F[A]: PN Du(A) # 0}.

Ahora, sea T € F[A] de tal forma que T'N Dv(A) # 0. Sean F € F[X] y
W € 7x tales que T' € [F,W]. Veamos que ([F,W]NF[A])\ {T} # 0. Sea
x € T'N Du(A). Del hecho que T" C W, se sigue que x € W. Por Teorema
W N A es un subconjunto infinito de X. Asf existe w € W N A de tal
forma que w ¢ T. Con lo cual T U{w} € ([F,W] N F[A]) \ {T}. Con esto
concluimos que T' € Du(F[A]). O

Corolario 2.13. Si A es un subconjunto de X, entonces F[A| es un subcon-
junto cerrado de F[X].
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Demostracion. Sabemos que CIU(F[A]) = Duv(F[A]) U F[A]. De Teorema
2.12] Dv(F[A]) es un subconjunto de F[A]. Con lo anterior concluimos que
CU(F[A]) = F[A]. O

Teorema 2.14. Si K es un subconjunto compacto e infinito de X, entonces
F[K] no es compacto.

Demostracion. Sea € = {[{z}, X] : x € K} una cubierta abierta de F[K]. De
la hip6tesis K un subconjunto infinito de X y de la condicién {k} € [{z}, X]
si y sélo si k = x, se verifica que no existe una subcubierta finita de €. De
esto se concluye que F[K] no es compacto. O

Definicién 2.15. Para cada n € N, definimos:
FolX]|={F € F[X]: |F| <n}.

Teorema 2.16. Si X es un conjunto numerable, entonces F[X]| es
numerable.

Demostracion. Sean k € Ny H € Fi[X]| \ Fr—1[X]. Del hecho que X es
numerable existe My C N tal que H = {h,, : m € My}. Considere-
mos f + Fi[X] \ Fr_1[X] — N¥ dada por fy(H) = (my,---,my) donde
{my, -+ ,mp} = My y m; < m; para i < j. Notemos que fj es inyectiva
pues para K, L € F[X]\ Fer[X]. oK) = (ma,- - .my) = fi(L) si y s6lo
si Mg = My, es decir, f.(K) = f,(L) si y sélo si K = L. Del hecho que N*
es numerable se sigue que Fi[X] \ Fr—1[X] es numerable.

Por lo tanto, como consecuencia que la unién numerable de conjuntos nu-
merables es numerable y que UN(}"n [X]\ Fno1[X]) = F[X], se concluye que

ne

F[X] es numerable. O
Lema 2.17. Sin € N, entonces F,[X]| es un subconjunto cerrado de F[X].

Demostracién. Empleando Teorema [1.15 veamos que F[X] \ F,[X] es un
subconjunto abierto de F[X]. Sea T' € F[X]\ F,,[X]. Notemos que para todo
G € [T, X], n < |T| < |G]. Esto implica que [T, X] C F[X] \ F,[X]. Con
esto concluimos que F[X]\ F,[X] es un subconjunto abierto de F[X]. En
consecuencia F,[X]| es un subconjunto cerrado de F[X]. O

Lema 2.18. Sin € N, entonces

Int(F,[X]) ={Q € F.[X] : Q consta de puntos aislados de X}.
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Demostracion. Sea @ € Int(F,[X]). Entonces existen U € 7x y F' € F[X]
tales que @ € [F,U] C F,[X]. Del hecho que [F,U] C F,[X] se sigue que
|U| < n.Sea y € Q. Por ser X un espacio 71, U \ {y} es un subconjunto
cerrado de X, con lo cual (X \ (U\{y}))NU = {y} es un subconjunto abierto
de X.

Sea @ € F,[X] tal que @ consta de puntos aislados de X. Por Teorema
(1.2712)) @ es un subconjunto abierto de X. Sea z € ). Observemos que
Q € [{z},Q] C F,[X]. Por lo que Q € Int(F,[X]). O

Proposicién 2.19. Sean € N. Un punto C' de F,[X] es un punto no aislado
sty solo si C' consta a lo mas n—1 puntos distintos de X y contiene al menos
un punto no aislado de X.

Demostracion. Supongamos que C' es un punto no aislado de F,[X]. Si C
constara de n puntos distintos de X, entonces la igualdad [C, X] N F,[X] =
{C'} verificaria que C' es un punto aislado de F,,[X]. De esto obtenemos que
C tiene a lo mas n — 1 elementos.

Ahora, si C' constara tnicamente de puntos aislado de X, entonces [C, C] N
Fo[X] = {C} implicaria que C' es un punto aislado de F,[X]. En conclusién
C contiene al menos un punto asilado de X.

Para demostrar la segunda parte, supongamos que C' tiene a lo mas n — 1
puntos distntos de X y contiene al menos un punto no asilado z de X. Sea U
un subconjunto abierto de X tal que C' C U. Del hecho que z es no aislado,
existe y € U \ C. Entonces C'U {y} € [C,U] N F,[X]. Con esto, C no es un
punto aislado de F,[X]. O

Corolario 2.20. Un punto C de F3|X]| es un punto aislado si y solo si C
consta de dos puntos distintos de X ¢ C consta de un unico punto asilado
de X.

Teorema 2.21. Cada conjunto de la forma F,1[X]\ F,[X] es un subespacio
discreto de F|[X].

Demostracion. Sea G € F,1[X] \ Fn[X]. Observemos que las condiciones
G, X] € Tpr y (Fr1[X]\ Fu[X]) NG, X] = {G} implican que {G} es un
subconjunto abierto de F,41[X] \ F,.[X].

Por lo tanto, F,,1[X] \ F,.[X] es un espacio discreto. O

Las siguientes definiciones pueden ser consultadas en [13].
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Definicién 2.22. Una coleccién de subconjuntos de un espacio topoldgico
se dice punto finito si cada punto de X se encuentra en un numero finito
de subconjuntos.

Definicién 2.23. Sea C una cubierta de un espacio topologico. Decimos que
V es un refinamiento de C si para cualquier V € V| existe C' € C de tal
forma que V C C.

Definicién 2.24. Un espacio es metacompacto si toda cubierta abierta
tiene un refinamiento abierto punto finito.

Definicién 2.25. Un espacio es hereditariamente metacompacto si cada
uno de sus subespacios es metacompacto.

Teorema 2.26. El hiperespacio F[X| es hereditariamente metacompacto.

Demostracion. Sean H un subespacio de F[X] y £ una cubierta abierta de
‘H. Para cada Y € H, consideremos Ky € K de tal forma que Y € Ky.
Definamos Wy = ([Y, X]|NH) N Ky para cada Y € H. Afirmamos que 20 =
{Wy : Y € H} es un refinamiento abierto punto finito de 8. Observemos que
para todo Y € H, Wy C Ky. Del hecho que [Y, X|NH y Ky son subconjuntos
abiertos en H, se sigue que Wy es abierto en H. Por ultimo, sea S € H.
Entonces S € Wy si y sélo si Y C S. Con lo cual S pertenece a lo més a
2151 — 1 elementos de 2J. De esto se concluye que F[X] es hereditariamente
metacompacto. O

Corolario 2.27. El hiperespacio F[X] es metacompacto.

Lema 2.28. Sea Y un subespacio de X. Entonces F[Y] con la topologia de
Pizley-Roy es homeomorfo al subespacio cerrado {A € F[X]|: A C Y} de
F[X].

Demostracion. Definimos f : F[Y] — F[Y] como f(A) = A. Observemos
que f es una funcién biyectiva, por Proposicion [I.47], es suficiente demos-
trar que f es una funciéon continua y abierta. Primero veamos que f es una
funcién continua. Sean F' € F[X]y U € 7x tales que [F,U]NF[Y] es un sub-
conjunto abierto no vacio del subespacio F[Y]. Entonces, por Lema |(2.3[4)]
U[F,UINFY])) = f~Y[F,UNY]) = [F,UNY] es un subconjunto abierto
de F[Y]. Asi, f es una funcién continua.

Ahora veamos que f es una funcién abierta. Sean H € F[Y]y W € 7x tales

que [H,WNY] es un subconjunto abierto no vacio de F[Y]. Por lema |(2.3/4)
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se tiene que f([H,WNY])=[H,WNY| = [H,W]NF[Y] es un subconjunto
abierto del subespacio F[Y]. Por lo que f es una funcién abierta.

Por lo tanto, F[Y] con la topologia de Pixley-Roy es homeomorfo al subes-
pacio cerrado {A € F[X]: A C Y} de F[X]. O

Teorema 2.29. Sean X, -+, X} espacios topoldgicos. Entonces F[X1] X
-+ X F[Xy] puede ser encajado en el hiperespacio F[ Xy X -+ x Xg].

Demostracion. Definamos f @ F[X;] x -+ x F[Xy] — F[X7 x -+ x Xj]
dada por f[(Ay, -+, Ax)] = Ay x -+ X Ag. Notemos que A X -+ X Ay €
FIX1 x -+ x Xg] pues |Ay X -+ X Ag| = |Aq| - - - |Ag|. Para probar que f es un
encaje, primero veamos que f es inyectiva. Sean (Ay, -+, Ag), (B, -+, By) €
F[Xq]) %+ - x F[Xj] tales que f[(A1, -+, Ax)] = f[(B1,- -, By)]. Observemos
que Ay XX Ay = By x---XBysiysélosi A; = B; paratodai € {1,--- ,k}.
Con esto, (A1, ,Ag) = (B1, -+, Bg), y en consecuencia, f es inyectiva.
Ahora, veamos que f es continua. Sean G € F[X; x --- x X;] y W un
subconjunto abierto de X; x --- x X} tal que G C W. Sea (Hy, -+, Hy) €
fYG, W]]. Afirmamos que [Hy, 7 (W)] x -+ x [Hy, m(W)] C f7Y[G, W]].
Sea (T, -+ ,Ty) € [Hy, m(W)]x---x[Hy, m(W)]. Observemos que se cumple
que G C f[(Hb T 7Hk>] _g f[(Th U 7Tk)] c f[(ﬂ-l(W)? T ’ﬂ'k<W)>] =W,
es decir, Ty x - -+ X T}, € [G,W]. De esto, (Ty, -+, Ty) = [T x - x Ty €
f7Y[G, W]]. Con esto queda demostrado que f es una funcién continua.
Por tltimo, veamos que f : F[X1] X - x F[Xi] — f[F[X1]x - x F[Xi]] es
una funcién abierta. Para cadai € {1,--- ,k} sean F; € F[X;]y U; € 7x, tales
que F; C U;. Veamos que f[[Fy, U] X - -+ X [Fy, Ug]] es un subconjunto abierto
de fIF[X1] x -+ x F[Xi]]. Sea Gy x -+ x Gy, € f[[F1, U] x -+ x [Fy, Ug]].
Notemos que [Gy X -+ X G, Uy X -+ x U] es un subconjunto abierto de
FlXy x -+ x Xi]. Sea Q1 X -+ X Q € [Gy X -+ X Gy, Uy X -+ x U] N
fIF[Xq] x -+ x F[Xg]]. Del hecho que para cada i € {1,--- ,k} se cumple
que F; C G; € Q; C Uy, se tiene que Q; € [F;,U;]. En consecuencia, @1 X
X Qg € fl[F1,Uq] X -+ X [Fy, Ug]]. Con lo cual, f[[Fy,U] X -+ x [F}, Ugl]
es un subconjunto abierto de f[F[X;] x --- x F[X}]]. Asi concluimos que
[ F[Xq] x - x FIXi] — fIF[X1] X -+ x F[X}]] es una funcién abierta
y como consecuencia de Proposicion un homeomorfismo.

Por lo tanto, F[X;] x --- x F[X}] puede ser encajado en el hiperespacio
FXq x -+ x Xgl. O
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2.2. Axiomas de separaciéon

A continuacién exhibiremos los axiomas de separacién propios del hiperespa-
cio de Pixley-Roy y daremos una caracterizaciéon del axioma perfectamente
normal.

Teorema 2.30. El hiperespacio F|X| es de Hausdorff.

Demostracion. Sean A, B € F[X] con A # B. De esto podemos decir que
A\B # 0 o B\A # (). Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe
p € A\B. Dado que X es T}, tenemos que X\{p} € 7x.

Notemos que [B, X\{p}],[4, X] € 7pr, B € [B,X\{p}] v A € [4, X]. Solo
falta probar qué [B, X\{p}] v [A4, X] son ajenos. Supongamos que existe
D € [B, X\{p}| N [A, X]. De esto A C D C X\{p}, lo cual contradice el
hecho que p € A. Asi concluimos que [B, X\{p}] N [A, X] = 0.

Por lo tanto, F[X] es un espacio de Hausdorff. O
Teorema 2.31. El hiperespacio F[X]| es un espacio regular.

Demostracion. Del hecho que F[X] es un espacio de Hausdorff por Teorema
[2.30] se sigue que F[X] es un espacio Tj.

Sean A € F[X|y D € 7pr de tal forma que A € D. De la definicién de 7pg,
existen F' € F[X]|y U € 7x tales que A € [F,U] C D. Por Teorema
[F,U] es un subconjunto cerrado de F[X]. En consecuencia, se cumple que
CIU([F,U)) = [F,U]. Asi, A € [F,U] C CI([F,U]) C D.

Por lo tanto, F[X] es un espacio regular. O

Teorema 2.32. El hiperespacio F[X| es completamente reqular.

Demostracion. Sea € = BU{F[X]\ [F,U] : [F,U] € B}. Por Teorema
[F,U] es un subconjunto cerrado de F[X]. Con lo cual € es base para Tpg.
Sean Q € F[X]|y T € € tales que @ € T. Debido a la construccién de €,
FIX]\T € €. De este modo, @ ¢ FIX]\T y FIX]=TU(F[X]\T). Esto
demuestra la primera parte.

Ahora, sean R, P € € de tal forma que RUP = F|[X]. Por Lema2.4 R ¢ B
6 P ¢ B. Sin perder generalidad, supongamos que P ¢ B. Entonces existen
H e F[X]y W € 7x tales que P = F[X]\ [H, W].

Caso 1. Existen G € F[X]|y Z € 7x tales que R = [G, Z]. Del hecho
que F[X]\ P C R, se sigue que [H,W] C [G,Z]. Hacemos A = [G, Z] y
B = F[X]\ |G, Z]. Notemos que A y B cumplen las condiciones requeridas.
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Caso 2. Existen L € F[X]|y Q € 7x tales que R = F[X]|\[L, Q]. Observemos
que H U L € F[X]. Por consiguiente, HUL € R 6 HU L € P. Sin perder
generalidad supongamos que H U L € R, es decir, LU H € F[X]\ [L, Q).
Las proposiciones L C LUH y LU H ¢ [L, Q] implican que LUH ¢ Q. En
consecuencia, (LUH) ¢ (QNW). De ahi que, [LUH,QNW] = (. Por Lema
(2.312), [L,Q] N [H,W] = (. Hacemos A = [H,W] y B = [L,Q]. Notemos
que A y B cumplen las condiciones requeridas.

Por los casos 1 y 2, se demuestra la segunda parte.

Por lo tanto, F[X] es un espacio completamente regular. ]

Teorema 2.33. El hiperespacio F[X| es perfectamente normal si y sélo si
F[X] es normal y cada subconjunto unipuntual de X es un subconjunto G

de X.

Demostracion. Supongamos que F[X] es perfectamente normal. Probaremos
que todo subconjunto unipuntal de X es un subconjunto G5 de X. Sea x € X.
Como consecuencia de Corolario 2.13) F[{z}] = {{z}} es un subconjunto
cerrado de F[X]. Asi {{z}} un subconjunto G5 de F[X]. De ahi existe una
familia {U,, : n € N} de subconjuntos abiertos de F[X] tales que {{z}} =

N U,. Observemos que para cada n € N existen F,, € F[X]y V, € 7, tales
neN

que {z} € [F,,V,] C U,. Del hecho que F,, C {z}, se sigue que {z} = F,.

Ahora, veamos que {x} = (N V,,. Para todo n € N, sucede que {z} C V.
neN

Por lo cual {z} C N V. Por otro lado, sea y € N V,,. Entonces para todo
neN neN

n € N tenemos que {z} C {z,y} C V,, es decir, {z,y} € [F,, V,]. Por lo
que {z,y} € N [F,Va] € N U, = {{z}}. Notemos que {z,y} € {{z}} es
neN neN

verdadero si y sélo si # = y. En conclusién, {z} = N V,,. Por lo tanto, {x}
neN

es un subconjunto G de X. Esto completa la prueba de la primera parte.

Supongamos que F[X] es normal y cada subconjunto unipuntual de X es Gy

de X. Con el fin de demostrar que todo subconjunto cerrado de F[X] es Gy,

para cada x € X sea {U(z,n) : n € N} una sucesion de subconjuntos abiertos

de X tales que U(x,n+1) C U(z,n) para cadan € Ny {z} = ﬂNU(x,n).
ne

Para cada B € F[X], sea Sp = {k € N: siz € B, entonces {z} = BN
Ulx,k)}.

Afirmacién 1. Para cada B € F[X], Sg es no vacio.
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Sean z,y € X distintos. Definimos N,, = {n € N: 2z ¢ U(y,n)yy ¢
U(z,n)}. La condiciéon N,, = 0 implicaria que y € U(z,n) 6 © € U(y,n)
para todo n € N, es decir, y € ﬂ U(x,n) 6 x € ﬂ U(y,n). Esto seria una

contradiccién. Sea k,, € N, . Deﬁmmos [ = ma:c{k:xy T,y € Byx#y}.
Sean a,b € B distintos. Veamos que b ¢ U(a,!l). Del hecho que k., < I se
sigue que U(a,l) C U(a,k.p). Con lo cual, b ¢ U(a,l). Asi, | € Sp. Por lo

tanto, Sp es no vacio como se queria demostrar.

Sea ¢ : F[X] — N la funcién dada por ¢(B) = min Sg. De la Afirmacion 1
se sigue que ¢ esta bien definida.

Para cada T € F[X] y [ € N, definimos V(T,1) = U{U(t,o(T) —1+1) : t €
T'}. Notemos que cada V (T, 1) es un subconjunto abierto de X y 7" C V(T 1).
Finalmente, sea H un subconjunto cerrado de F[X]. Expondremos una su-
cesiéon de subconjuntos abiertos de F[X| cuya interseccion es H. Para cada
r € N, definimos W(r) = U{[T,V(T,r)] : T € H}. Observemos que cada
W(r) es un subconjunto abierto de F[X] y se cumple que H C W(r + 1) C
W(r). Solo hace falta probar que N W(r) C H. Sea S € N W(r). La inclu-

reN reN

sion S € W(p(S)) implica que existe K € H tal que S € [K,V (K, ¢(95))],
es decir, K C S C V(K,p(9)). Sea s € S. Entonces s € V(K,p(S)) =
U{U (k, o(K)—14¢(9)) : k € K}. De ahi que existe kg € K de tal forma que
se tiene que s = kg € K. De este modo S = K. Con ello se concluye que
(N W(r) C

reN

Por lo tanto, el hiperespacio F[X] es perfectamente normal. ]

2.3. Otras propiedades

En esta seccién caracterizaremos algunas propiedades del hiperespacio, asi
como las consecuencias de dotar al mismo con propiedades especificas.

Teorema 2.34. El hiperespacio F|X]| es discreto si y sdlo si X es discreto.

Demostracion. Supongamos que F[X]| es discreto. Sea y € X. Observemos
que {{y}} = [{y}, {y}]. Entonces existen F' € F[X]|y U € 7x tales que

{y} € [F,U] C [{y},{y}]. Esto implica que {y} C U, y por Lema [[2.3[3)| se

cumple que U C {y}. Con lo cual U = {y} € 7x. Por lo tanto, X es dlscreto.
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Supongamos que X es discreto. Sea T' € F[X]|. Dado que T' € 7y, se tiene
que {T'} = [T, T] € Tpg. Concluimos que F[X] es discreto. O

Definicién 2.35. Decimos que un espacio topolégico X es Lindelof si toda
cubierta abierta tiene una subcubierta numerable. Ver |13 Definicién 16.5,
pag. 110].

Teorema 2.36. Si el hiperespacio F[X] es Lindeldf, entonces X es
numerable.

Demostracion. Sea € = {[{z}, X] : x € X}. Observemos que cada elemento
de € es un subconjunto abierto de F|[X|ysi A € F[X]yx € A, entonces A €
[{z}, X]. Esto prueba que € es una cubierta abierta de F[X]. La condicién
F[X] es Lindel6f garantiza la existencia de una subcoleccion numerable ©
de € tal que F[X] = UD. Sea g : N — © una funcién sobreyectiva y
definamos h : ® — X como h([{z}, X]) = x. Veamos que h es sobreyectiva.
Sea p € X. Como ® cubre a F[X], existe [{q}, X] € D tal que {p} € [{¢}, X].
Del hecho que {q} C {p}, se sigue que ¢ = p. Con lo cual h([{q}, X]) = p, es
decir h es sobreyectiva. Asi, h o g es una funcién sobreyectiva de N en X, es
decir, X es numerable. O

Definicién 2.37. Diremos que un espacio topolégico X es un espacio de
Baire si para toda sucesiéon de subconjuntos abiertos densos {U,, : n € N} de
X, se tiene que N{U,, : n € N} un subconjunto denso de X . Ver 13| Definicién
25.1, pag. 185].

Teorema 2.38. Si el hiperespacio F[X| es un espacio de Baire, entonces X
es un conjunto unipuntual.

Demostracion. Para cada n € N, definimos
W, = Int(F,[X]) U (F[X]\ F.[X]).

Notemos que como consecuencia de Proposicion |(1.18.1)] y Lema [2.17, cada
W, es un subconjunto abierto de F[X]. Sea n € N. Para probar que W, es

un subconjunto denso de F[X], sean G € F|X|y V € 7x.

Si |[V] < n, entonces V' consta de puntos aislados de X, de esto y por Lema
se cumple que [G, V] C Int(F,[X]).

Ahora supongamos que |V| > n. Elegimos un subconjunto finito R de V' tal
que G C Ry |R| > n. Con lo cual R € (F[X]\ F,[X])NI[G,V].
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Concluimos que W, es un subconjunto denso de F[X] para cada n € N.
Del hecho que F[X] es un espacio de Baire se sigue que

() Wa = (WInt(Fu[X]) U (FIX]\ Fo[X]) :n € N}

neN

es un subconjunto denso de F[X].

Sean z,w € X. Como Int(F1[X]) es un subconjunto denso de F[X],
{z,w}, X] N Int(F1[X]) # 0. Asi existe {a} C [{z,w}, X] de tal forma que
{a} € Int(F,[X]). Esto es cierto si y sélosi {a} = {z,w}, es decir a = z = w.
De esto concluimos que X es unipuntual. O

Definicién 2.39. Diremos que un espacio topologico X es separable si
contiene un subconjunto denso numerable. Ver |2, Definicién 3.21, pag. 102]

Corolario 2.40. Si X es un conjunto numerable, entonces el hiperespacio
F|[X] es separable.

Demostracion. Se sigue de Teorema [2.16] [

Corolario 2.41. Si el hiperespacio F[X] es Lindeldf, entonces el hiperespacio
F[X] es separable.

Como consecuencia de Teorema se tiene que X es numerable. Por Teo-
rema concluimos que F[X| es separable.

Teorema 2.42. Si X es un conjunto no numerable, entonces el hiperespacio
F[X] no es seprarable.

Demostracion. Sea D = {Fj, F5,---} un subconjunto numerable de F[X].
Del hecho que X es no numerable, se sigue que X \UD # 0. Sea xz € X \UD.
Observemos que [{z}, X] € 7pg tal que F; ¢ [{z}, X] para cada ¢ € N. Con
lo cual DN [{x}, X] = 0. En consecuencia D no es un subconjunto denso de

F[X].
Por lo tanto, F[X]| no es separable. O

Teorema 2.43. Si X es un conjunto no numerable, entonces cada subespacio
no numerable de F[X]| no es separable.
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Demostracion. Sean ) un subconjunto no numerable de F[X] y D un sub-
conjunto numerable de ). Definimos W = (J). Del hecho que Y es no
numerable, existe x € W tal que = ¢ (UD. Con lo cual existe A € Y tal que
x € A. Observemos que [A, X| N')Y es un subconjunto abierto no vacio de Y
tal que H ¢ [A, X]NY para cada H € D. Asi concluimos que D no es un
subconjunto denso de ).

Por lo tanto, ) no es separable. O

2.4. Condicion de cadena numerable

Por ultimo, exhibiremos algunas propiedades que surgen como consecuencia
de dotar al hiperespacio con la propiedad de la cadena numerable.

Definicién 2.44. Se dice que un espacio topoldgico X satisface la condi-
cién de cadena numerable (ccn) si toda familia de subconjuntos abiertos
disjuntos a pares de X es numerable. Si un espacio topoldgico X satisface
la condicion de cadena numerable diremos que X tiene la propiedad ccn.
Ver [13, 16C, pag. 113].

Teorema 2.45. Si el hiperespacio F|[X| tiene la propiedad ccn, entonces el
espacio X tiene la propiedad ccn.

Demostracion. Sea U una familia disjunta de subconjuntos abiertos de X.
Por el axioma de eleccion, para cada A € U elegimos x4 € X de tal forma que
za € A.SeaU = {[{za}, A] : A € U} una familia subconjuntos de abiertos de
F[X]. Veamos que U es disjunta a pares. Sean B,C € ¥ distintos. Entonces
existen B,C € U y zp,xc € X tales que B = [{zp},B] y C = [{z¢},C].
Por [[2.3[2)] de Lema 2.3} [{zg}, B] N [{zc},C] = {zp} U{zc}, BN C| =
[{xp} U{zc}, 0] = 0. Del hecho que el hiperespacio F[X] tiene la propiedad
cen, existe una funcién sobreyectiva g : N — 0. Definamos h : U — U
como h([{za}, A]) = A. Notemos que h es sobreyectiva. Asi, h o g es una
funcion sobreyectiva de N en U, es decir, U es numerable.

Por lo tanto, X tiene la propiedad ccn. O

Teorema 2.46. Si el hiperespacio F|X| tiene la propiedad ccn, entonces todo
subespacio discreto de X es numerable.
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Demostracion. Sea Y un subespacio discreto de X. Con lo cual para cada
y €Y, existe Oy € 7y tal que Y N O, = {y}. Sea V = {[{y},0,] : y € Y}
Para probar que U es ajeno a pares supongamos lo contrario. Sean Z, W €
U distintos. Entonces existen z,w € Y distintos y Z,W € 71x tales que
Z=[{z},Z y W = [{w},W]. Sea T € [{z2},Z] N [{w}, W]. Del hecho
que {z} CT y T C W, se sigue que z € W. Esto es una contradiccién. Por
ende, U es ajena a pares. La condicién de cadena numerable de F[X] implica
que existe una funciéon sobreyectica g : N — . Definamos h : ¥ — Y
como h([{y},Oy]) = y. Observemos que h es una funcién sobreyectiva. En
consecuencia, h o g es una funciéon sobreyectiva de N en Y, lo cual implica
que Y es numerable. O

Teorema 2.47. Si el hiperespacio F|X| tiene la propiedad ccn, entonces X
es hereditariamente Lindelof

Demostracion. Por contradiccién. Supongamos que Y es un subespacio de
X que no es Lindel6f. Sea U una cubierta de Y formada por subconjuntos
abiertos de X tal que no existe subcubierta numerable de ¢/ y ademas la
cardinalidad de U sea mayor que w;. Veamos por inducciéon transfinita que
para o < wy, existen x, € Y y U, € U tales que z, € Uy, y x4 ¢ U Us.

B<a
Para a = 0. Sea x5 € Y. Dado que U es una cubierta de Y, existe Uy € U

tal que ¢ € U.
Supongamos que para a < w, existen x, € Y y U, € U tales que z, € U,,
Lo ¢ LJ Ub.

B<a

Sea ¢ € Y tal que q ¢ U Us. Dado que Y no es Lindelof, existe W € U
B<a+1
tal que ¢ € W. Renombramos a ¢ = x41 vy a W = Uyqq.

Sea « un cardinal limite distinto de cero. Supongamos que para todo 8 < «
se cumple que existen xg € Y, Ug € U tales que xg € Ug y 25 ¢ U Uy.

A<
Observemos que {Us : § < a} es un subconjunto numerable de Y. Por lo que
existen z, € Yy U, € U tales que x, € Uy v x4 ¢ U Us.
B<a
Con esto queda concluida la induccién transfinita.

Definimos 8 = {[{za},Us) : @ < w1} un coleccion de abiertos de F[X].Sean
v, A ordinales distintos. Observemos que [{z,},U,], [{z,},U\] € K y son
disjuntos, de lo contrario, existiria 7' € [{z,},U,] N [{za},U,]. Es decir
{z,} €T C U,y {xx} €T C U, Recordemos que w; es un conjunto
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ordenado, por lo que v < A 6 A < 7. Supongamos que v < A. De lo anterior,
xy €T C U, conlocual x) € U Us. Esto ultimo es una contradiccién.

o<y
Del hecho que F[X] tiene la condicién de cadena numerable, K es numera-
ble. Lo cual es una una contradiccién pues || = w; el primer ordinal no

numerable.

Por lo tanto, no existe Y un subconjunto de X que no sea Lindel6f. Es decir,
X es hereditariamente Lindelof. O

Teorema 2.48. Si el hiperespacio F[X]| tiene la propiedad ccn, entonces X
es hereditariamente separable.

Demostracion. Sea'Y un subconjunto de X ysea £ = {[4,U] : A€ F[Y],AC
U € 7x}. Por Lema [L.7 existe un subconjunto MAP & de £. Del he-
cho que F[X] tiene la propiedad ccn, se sigue que & es numerable. Sea
D =U{A:[A, U] € 8}. Observemos que D es un subconjunto numerable de
Y.

Por tltimo veamos que D es un subconjunto denso de Y. Sea W € 7 tal
que WNY # (. Seay € WNY. Entonces [{y}, W] € £. Notemos que por ser
& subconjunto MAP de £, tenemos que [{y}, W] € & 6 existen P € F[Y]y
V € 7x tales que [{y}, W] N [P, V] # 0.

Si [{y}, W] € &, en consecuencia, y € DN (W NY). Ahora, supongamos
existen P € F[Y]y V € 7x tales que [{y}, W] N [P, V] # 0. Por ende, existe
TeFY|talque PCT CVy{y} CT CW.Asi, tenemosque PC T C W
y P C D. Conlo cual DN(WNY') # 0. Es decir, D es un subconjunto denso
numerable de Y.

Por lo tanto, X es hereditariamente separable. O

Definicién 2.49. Una coleccion N de subconjuntos de Y es llamada net-
work para el espacio Y si para cualquier subconjunto abierto no vacio de
Y es unién de elementos de A. Equivalentemente, para todo y € Y y todo
Uecrtytalquey € U, existe A€ N talqueye€ ACU.

Teorema 2.50. St X tiene una network numerable, entonces el hiperespacio
F|X] tiene la propiedad ccn.

Demostracién. Sea N una network numerable de X y 2 una familia no
numerable de abiertos de F[X]. Observemos que para cada V € 2, existen
Gy € FIX] y Wy € 7x tales que [Gy, Wy] € V. Ademés del hecho que
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N es una network, existe Ny, € N tal que Gy € Ny C Wy. Sea D =
{Ny : V € A} C N. Definimos f : A — D con regla de correspondencia
f(V) = Ny. Del hecho que f no es inyectiva, existen Q, R € 2 distintos tales
que f(Q) = Ng = f(R) = Ng = N. Sean Go,Gr € F[X]y Wo,Wr € 7x
tales que [Gg, W] C Q vy [Gr, Wg] € R. Del hecho que Gg C N C Wy y
Gr € N C Wg se sigue que Gg UG C N. Por lo que GogUGx € [Gg, Wg]
yGoUGR € [GR, WR], es decir, GoUGRr € ([GQ, WQ]ﬂ [GR, WR]) C ONR.
Con esto concluimos que toda familia de subconjuntos no numerable es no
ajena a pares.

Por lo tanto, cada familia de subconjuntos abiertos de F[X] ajenos a pares
debe ser numerable, en consecuencia F[X] tiene la propiedad ccn. O]
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Capitulo 3

Fréchet-Urysohn y secuencial

En este capitulo, estudiaremos algunas de las consecuencias de dotar al hi-
perespacio Pixley-Roy con las propiedades Fréchet Urysohn y secuencial. Asi
mismo, estudiaremos el comportamiento de dotar al hiperespacio con una
propiedad menos conocida, ser Fréchet Urysohn para conjuntos finitos.

Teorema 3.1. Sean (F,),en una sucesion de elementos de F[X] y F €

F[X]. Siellim F,, = F, entonces se cumple que:

(3-111) Eziste N € N tal que F C N{F,, :n > N}.

(3-12) Para cada G € F[X] tal que FNG = 0, existe M € N tal que
GNFE, =0 para cada n > M.

Demostracion. Del hecho que F' € [F, X], existe N € N tal que F,, € [F, X]
para cada n > N. De esto, F' C F,, para cada n > N. En consecuencia

G CN{F,:n > N}. Esto prueba|(3.1.1)]

Ahora para probar sea G € F[X] tal que G N F = (). Notemos que
F € [F,X \ G|, con lo cual, existe M € N tal que F,, € [F, X \ G] para
cada n > M. La condicién F,, C X \ G implica que F,, N G = () para cada
n > M. O

3.1. Fréchet-Urysohn y secuencial

Las definiciones esta seccién que no cuenten con una mencion especifica pue-
den ser consultadas en [3].

Definicién 3.2. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.

33
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1. Diremos que A es secuencialmente abierto si para toda sucesion
{wy, }nen en X que converge a un punto w € A, existe m € N tal que
w, € A para cada n > m.

2. Diremos que A es secuencialmente cerrado si para toda sucesion
{wy, }nen en A que converge a un punto w € X, se cumple que w € A.

Proposiciéon 3.3. Sean X un espacio topologico y A un subconjunto de X.
Entonces A es secuencialmente abierto si y solo si X \ A es secuencialmente
cerrado.

Demostracion. Supongamos que A es secuencialmente abierto. Sea {x, }nen
una sucesién de X \ A que converge a x € X. Si x no perteneciese a X \ A,
entonces del hecho que A es secuencialmente abierto, existiria m € N tal que
x, € A para cada n > m. Esto ultimo seria una contradiccién. Con lo cual
X \ A es secuencialmente cerrado.

Ahora supongamos que X \ A es secuencialmente cerrado. Sea {y, }nen una
sucesion de X que converge a y € A. En el supuesto que A no es secuencial-
mente abierto, existirfa una cantidad infinita de elementos de {y, },en que
no pertenecen a A. Con lo cual, {y; : yxr ¢ A} es una subsucesion de {y, }nen
contenida en X \ A que converge a y. En consecuencia, y perteneceria a X \ A
lo cual seria una contradiccion. Asi, A es secuencialmente abierto. O

Definicién 3.4. Diremos que un espacio topologico X es secuencial si todo
subconjunto de X secuencialmente cerrado es cerrado.

La prueba del siguiente resultado se sigue de la Proposicion y de la
definicion de secuencial, sin embargo, si se desea consultar una prueba ver [3,
Teorema 2.9, pag. 32].

Teorema 3.5. Diremos que un espacio topologico X es secuenctal si todo
subconjunto de X secuencialmente abierto es abierto.

Una demostracion de la suficiencia de la siguiente proposiciéon puede ser con-
sultada en [3, Proposicién 2.2, pag. 30|, sin embargo ya que la necesidad no
cuenta con una prueba, la presentamos a continuacion.

Proposiciéon 3.6. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un espacio
secuencial siy solo si para cualquier subconjunto W de X que no sea cerrado,
existe una sucesion {, tnen de W que converge a x € X \ W.
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Demostracion. Supongamos que X es un espacio secuencial. Sea W un sub-
conjunto de X no cerrado. Observemos que si toda sucesion convergente de
W convergiera a un punto x € W, entonces W seria secuencialmente cerrado.
Esto tltimo seria una contradiccion. Por lo tanto, existe una sucesion de W
que converge a un punto z € X \ W. [

Definicién 3.7. Diremos que X es un K —espacio si se cumple que F' es
un subconjunto cerrado de X si y solo si /' N K es un subconjunto cerrado
de X para todo compacto K de X. Ver |13| Definicién 43.8, pag. 285].

Teorema 3.8. Si X es un espacio de Hausdorff y secuencial, entonces X es
un K —espacio.

Definicién 3.9. Diremos que X es un espacio Fréchet-Urysohn si para
cada subconjunto A de X se satisface que x € CI(A) si y sdlo si existe una
sucesion {x, }nen de elementos de A que converge a x.

Teorema 3.10. Sea Z un espacio de Hausdorff y un K—espacio. Si todo
compacto de Z es Fréchet-Urysohn, entonces Z es secuencial.

Demostracion. Sea G un subconjunto de Z secuencialmente cerrado. Veamos
que G es cerrado en Z, es decir, veamos que para todo subconjunto compacto
K de X, GN K es un subconjunto cerrado de X.

Sea @ un subconjunto compacto de Z de tal forma que G N Q # (. Por
Corolario [I.38, @ es un cubconjunto cerrado de Z. Como consecuencia de
Lema se tiene que Clg(G N Q) = Clz(G N Q). De esto, por un lado
tenemos que G N Q C Clz(G N Q). Por otro lado, sea x € Clg(G N Q). La
condicion @) es un espacio Fréchet-Urysohn implica que existe una sucesion
{zn}nen de elementos de GNQ que converge a z. En consecuencia que G sea
un conjunto secuencialmente cerrado se tiene que x € G. Asi, x € GNQ, es
decir, Clg(GN Q) € GNQ. De esto concluimos que Clz(GNQ) =GNQ.
Por lo tanto, G es un subconjunto cerrado de Z, y asi, Z es un espacio
secuencial. ]

La siguiente definicién se considera como en |13 17J, pag. 126].

Definicién 3.11. Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es pseudo-
compacto si y sélo si toda funciéon continua f : X — R es acotada.

La prueba del siguiente teorema puede ser consultado en |12, Corolario 3,
pég. 580].
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Teorema 3.12. Sea X es un espacio topologico Tychonoff pseudocompacto.
Entonces X es metacompacto si y solo si X es compacto.

El siguiente teorema es consecuencia directa de [4, Teorema 1, pag. 326].

Teorema 3.13. Si X es un espacio de Hausdorff que satisface que todo
subconjunto pseudocompacto es cerrado, entonces X es Fréchet-Urysohn.

Teorema 3.14. Si el hiperespacio F|X] es un K—espacio, entonces F|[X]
es un espacio secuencial.

Demostracién. Usaremos el Teorema para demostrar que F[X] es se-
cuencial. Sea K un subconjunto compacto de F[X] y sea H un subconjunto
pseudocompacto de K. Por Teorema ‘H es metacompacto. Del hecho
que F[X] es un espacio de Tychonoff y en consecuencia del Teorema se
tiene que H es un subconjunto compacto cerrado de IC. Asi, todo subconjunto
pseudocompacto de K es cerrado. Por Teorema [3.13] K es Fréchet-Urysohn.
Con esto, el hiperespacio F[X] es un espacio de Hausdorff y un K —espacio
que cumple que todo subconjunto compacto de F[X] es Fréchet-Urysonh.
Por Teorema , el hiperespacio F[X] es un espacio secuencial. O]

Notacién 3.15. Dado un conjunto X, sea:
N[X]={AC X : Aesalomds numerable, A # 0}.

Definicién 3.16. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X tiene
estrechez numerable si para cada subconjunto A de X la condicion U{CI(K) :
K € N(A)} C A implica que A es un subconjunto cerrado en X.

Corolario 3.17. Si X es un espacio secuencial, entonces X tiene estrechez
numerable.

Corolario 3.18. Si el hiperespacio F[X| es un K—espacio, entonces F[X]|
tiene estrechez numerable.

3.2. Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos

Definicién 3.19. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Decimos que una
familia no vacia de subconjuntos de X P, es una m—red en z si todo subcon-
junto abierto X que contiene a x contiene algin miembro de P. Ver |11, 2,
péag. 309].
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Definicién 3.20. Sea 7 € X*. Definimos N, (Z) como la familia de los sub-
conjuntos de la forma U; X - - - X Uy donde U; € 7x para todoi € {1,--- ,k},
U; = U; cuando z; = z; y U; NU; = 0 cuando z; # ;.

Lema 3.21. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Si x € X*, entonces
para todo subconjunto abierto W de X* tal que x € W, existe Uy x - - - x Uy, €
Ni(Z) tal que Uy x --- x U, CW.

Demostracion. Sean T = (x1,--+ ,x;) y W un subconjunto abierto de X* tal
que T € W. Definamos A = {z; : i € {1,--- ,k}}. Por Lema [L.39] existen
subconjuntos abiertos Vi, - -+, V,, de X tales que z, € V, y V,NV, = () cuando
xs # x,. Para x; = x;, consideremos V; = Vj. Asi, para cada i € {1,--- ,k},
definamos U; = V; N m;(W) € 7x. Notemos que Uy X -+ x Uy € Ni(Z) y
U x---xU, CW. ]

Lema 3.22. Sean© = (z1, -+ ,x3) € X*, Uy x---xU;, € Ni(7) y A C F[X].
Si{xy, -+ ,x} € Cl(A), entonces P = {({U1NA) x---x (U,NA) : Ae€
ANHz1, -+, 2}, UUs} es una m—red de conjuntos finitos en .

Demostracion. Observemos que para cada (U NA) x - x (U, NA) € P, se
cumple que |(U;NA) x - - x (UyNA)| < |A¥|. De esto, (U1NA)x---x (U,NA)
es un subconjunto finito de X*. Ahora veamos que P es una m—red en Z.
Sea V un subconjunto abierto de X* tal que z € V. Por Lema , existe
Wy x -« x Wy, € Ni(z) tal que Wy x --- x W), €V y W; C U; para cada
i€ {l,---,k}. Notemos que [{x1, - ,xx},UW;] es un subconjunto abierto
de F[X] tal que [{x1, -, 2}, UW;] C [{x1, -, 2}, UU;]. Del hecho que
{z1, -+, 21} € Cl(A), existe Q € A tal que Q € [{z1, -+, 21}, UW;]. Con
esto, (U1 NQ) x --- x (U, N Q) € P. Para finalizar, veamos que para cada
ie{l,---k}, UynQ C W,. Seay € U;N Q. Las condiciones @ C JW;,
W, CU; y UiNU; = 0 para x; # x;, implican que y € W;. Asi, U;NnQ C W,.
En consecuencia, (U1 NQ) X --- x (U N Q) C Wy x -+ x Wi C V. Por lo
tanto, P es una m—red de subconjuntos finitos en z. ]

Lema 3.23. Si ‘P es una m—red de A en F[X], entonces {P € P : A C
G para todo G € P} es una m—red de A en F[X].

Demostracion. Sean F' € F[X]|y U € 7x tales que A € [F,U]. Observemos
que [A,U] C [F,U]. Entonces del hecho que B es m—red de A, existe H € P
tal que H C [A,U]. Asi, H C [F,U]. De esto, F' estd contenido en cada
elemento de #H. Por lo tanto concluimos que, {P € P : A C G para todo G €
P} es una m—red de A en F[X]. O
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Definiciéon 3.24. Sea X un espacio topolédgico. Diremos que X es un espacio
Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos si para todo punto z € X y
una 7—red P en x que consta de conjuntos finitos de X, hay una sucesién
{P,:n € w} C P que converge a x. Ver |11} 2, pag. 309].

Lema 3.25. Si X es un espacio Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos y'Y
es subespacio de X, entonces Y es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Demostracion. Sean a € Y y P una m—red de subconjuntos finitos de a
en Y. Veamos que P es m—red de a en X. Sea U € 7x tal que a € U.
Observemos que del hecho UNY € 7y, existe Q € P talque Q CUNY CU.
Con esto queda demostrado que P es una m—red de a en X. Como X es
Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos, existe una sucesién {R,}nen de P
que converge a a en X . Para finalizar, veamos que { R, },en converge a a en Y.
Sea W € 1y tal que a € W. Entonces existe V € 7x tal que W =V NY. En
consecuencia, existe k € N tal que R, C V para todon > k. Sea m > k. Las
condiciones R,, CV y R,, C Y, implican que R,, CV NY = W. De aqui se
concluye que {R,, } en converge a a en Y. Por lo tanto, Y es Fréchet-Urysohn
para conjuntos finitos. m

Teorema 3.26. Para un espacio X de Hausdorff las siguientes condiciones
son equivalentes.

3.261) F[X] es Fréchet-Urysohn.

3.26/2) Toda potencia finita de X es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.
3.260/.3) Toda potencia finita de F|X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos

finitos.
Demostracion. Veamos que [(3.26, 1) implica |(3.26,2)] Supongamos que F[X]
es Fréchet-Urysohn. Sean k € N, 7 = (xy,--- ,2;) € X*¥ y P una 7—red en 7

que consta de subconjuntos finitos de X*. Por Lemal[3.21] existe Uy x- - -x U}, €
Ni(z). Sea A = {z; : i € {1,--- ,k}} € F[X]. Definamos D = {F €
[A,UU;] : existe P € P tal que P C (Uy x -+ x Uy) N F*}.

Afirmaciéon 1. A € CI(D).

Sean G € F[X]y V € 7x tales que A € [G,V]. Notemos que (U; NV) X
X (Upy NV) € Nip(Z). Como P es m—red en T, existe Q € P tal que
QC(UNV)x---x(U,NV). Definamos F' = AUU{m(Q) : 7 € {1,--- ,k}}.
Observemos que las condiciones ) subconjunto finito de X* y 7;(Q) C U; N
V C V, implican que F = AUU{m(Q) : i € {1,--- ,k}} es un subconjunto
finito de X tal que A C F C V. De este modo, F € [A, V] C [G,V].
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Ahora veamos que F' € D. Del hecho que m;(Q) C U; NV C U; para cada
i€ {1,---,k}, setiene que A C F C JU;. De esto, F*NU; x --- x Uy, # 0.
Sea h = (hy,---,h) € Q. Notemos que h; = m;(h) € m(Q) € F. Con
esto, h € F*. Asi, Q C (Uy x --- x Uy) N F*. De esto, I € D. Por tanto,
F € [G,V]ND. Asi, se concluye que A € CI(D).

Del hecho que F[X] es Fréchet-Urysohn, existe {F,, : n € N} C D que
converge a A. Para cadan € N, sea {P, € P: P, C (U x --- x Uy) N EF}.
Veamos que {P,},en converge a Z. Sea W un subconjunto abierto de X*
tal que * € W. Por Lema , existe Wy x -+ x Wy € Ni(Z) tal que
Wi x - x W, CW y W; CU, para cada i € {1,--- ,k}. Entonces UW;
es un subconjunto abierto de X tal que A C [JW,. Del hecho que A €
[A,UW;] € Tpr, existe m € N tal que F,, € [A,UW;] para cada n > m.
Afirmacioén 2. P, C W para cada n > m.

Sean ¢ € Ntal que ¢ > my p= (p1,--- ,pr) € P,. Notemos que la condicién
P, C(Uyx-- -><U;€)ﬁF4g implica que para cada i € {1,--- ,k}, p; € U;NEF,. De
esto, y del hecho que F, C U W;, se sigue que p; € W;. Asi, p € Wy x--- X Wj.
Con esto, P, C Wy x --- x W), CW.

Por lo tanto, toda potencia finita de X es Fréchet-Urysohn para conjuntos
finitos.

Ahora veamos que |(3.26{2)[ implica [(3.26/1) Supongamos que toda potencia

finita de X es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Sean A C F[X] y
G ={q, .9} € F[X] tal que G € CI(A). Por Lema [1.39] para cada
gi € G, existe U; € Ty tal que g; € U; y U; NU; = O para i # j. Por Lema
B2 P={(UinA)x - x(UsNA):Ae AN[G,UUi]} es una m—red de
subconjuntos finitos en § = (g1, -+, gx) € X*. La condicién X* es Fréchet-
Urysohn para conjuntos finitos implica que existe una sucesioén {P, },en de
P que converge a g. Para cada n € N, existe B,, € A tal que G C B, CUW;
y P, =(UiNB,) x---x (U,NB,). Veamos que {B, },en converge a G. Sean
E € F[X|y Z € 7x tales que G € [E, Z]. Sea [G,N] =[G, Z] N [G,UUj].
Observemos que N x --- x N es un subconjunto abierto de X* tal que g €
N x---xN. Deesto, existe m € Ntal que P, C N x---x N para cadan > m.
Por ltimo, afirmamos que B,, € [G, N] para cada n > m. Sea y € B,. Del
hecho que B, C UU,, existe j € {1,--- ,k} tal que y € U; N B,,. De esto y
de la condicién P, = (U N B,) x ---x (UyNB,) € N x ---x N se sigue que
y € U;NB, C N. Asi, B, C N. En consecuencia, B, € [G,N] C [E, Z]. Con
esto concluimos que {B,, },en converge a G.

Por lo tanto, F[X] es Fréchet-Urysohn.



40

Ahora veamos que|(3.26,1)|implica|(3.263). Supongamos que F[X] es Fréchet-
Urysohn.

Afirmacién 3. Si F[X] es Fréchet-Urysohn, entonces F[X]| es Fréchet-
Urysohn para conjuntos finitos.

Sea A € F[X] y B una m—red de subconjuntos finitos en A. Por Lema [3.23)
Po={P € P: AC G paratodo G € P} es una m—red de subconjuntos
finitos en A. Para cada P € P, sea Ap = [JP. Veamos que A € CI({Ap :
P e PBo}). Sean Q € F[X]y W € 7x tales que A € [Q, W]. Del hecho que
[A, W] C [Q, W]y que P, es m—red en A, existe R € B, tal que R C [A, W].
La condicion R subconjunto finito de F[X]| implica que Az € [A, W]. Con
esto, [Q, W]N{Ap : P € P,} # 0. En consecuencia, A € Cl({Ap : P € Bo}).
Del hecho que F[X] es Fréchet-Urysohn, existe una sucesién {Ap, },en de
{Ap : P € P,} que converge a A. Veamos que {P, },en converge a A.

Sean I € F[X|y M € 7, tales que A € [I, M]. Entonces existe t € N tal
que Ap, € [I, M] para todo n > t. Sean w >ty R € P,. Las condiciones
ICACRyRCUP,C M implican que R € [I, M]. Con esto, P, C [I, M]
para w > t. En consecuencia, {P,}nen converge a A. Por lo tanto, F[X] es
Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Sea n € N. Como consecuencia de [(3.26/2)| si y solo si [(3.26[1), se tiene
que F[X"] es Fréchet-Urysohn. Por Afirmacién 3, F[X"] es Fréchet-Urysohn

para conjuntos finitos. Por Teorema [2.29) F[X]™ es subespacio de F[X"]. Por
Lema [3.25] F[X]|" es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Por lo tanto, toda potencia finita de F[X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos
finitos.

Por tltimo, veamos que [(3.26{3)| implica |(3.261)l Supongamos que toda

potencia finita de F[X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Sean
B C F[X]y D e F[X] tales que D € CIl(B). Sea P = {{G} C B: {G} C
[D, W] para todo W € 7x} una m—red de subconjuntos finitos en D. Del he-
cho que F[X] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos, existe una sucesién
{{Gn}}nen de P que convergente a D. Veamos que {G,, }nen converge a D.
Sean K € F[X|y Z € 7x tales que D € [K, Z]. Entonces existe r € N tal
que {G,} C [K, Z] para todo n > r. Con lo cual, {G,},en es una sucesién
de B que converge a D. Por lo tanto, F[X] es Fréchet-Urysohn. ]

Definicién 3.27. Para un espacio X, definimos recursivamente F* (X] =
F[X]y FrlX] = F[F"![X]] para n > 2.

Corolario 3.28. Si F[X]| es Fréchet-Urysohn, entonces F"[X™] es Fréchet-
Urysohn para conjuntos finitos para todo m,n € N.
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Demostracion. Sean m € N fijo. Veamos por induccién sobre n que F"[X™]
es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Para n = 1. Como consecuencia de|(3.26}1) implica|(3.26|2)|, se tiene que toda
potencia finita de X™ es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Aplicando
(3.2612)| implica [(3.26]1)| sobre X™, tenemos que F[X™| es Fréchet-Urysohn.
Por tltimo, de|(3.26,1)| implica [-'] se sigue que toda potencia de F[X™|

es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. En particular, F[X™] = F'[X™]
es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Para n = 2. Del hecho que toda potencia de F[X™| e Fréchet-Urysohn pa-
ra conjuntos ﬁnitos se sigue que F[F[X™]] = F*[X™] es Fréchet-Urysohn.
Aphcando 1)limplical(3 sobre F2[X™], tenemos que toda potencia
finita de JF?2 [X m] es Fréchet- Urysohn para conjuntos finitos. En particular,
F?[X™] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Supongamos que para toda n > 2 se cumple que toda potencia finita de
F™[X™] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos. Como consecuencia, F"[X™]
es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Veamos que para n + 1 se cumple que F""[X™] es Fréchet-Urysohn para
conjuntos finitos.

Del hecho que toda potencia de F"[X™] es Fréchet-Urysohn para conjuntos
ﬁnitos se sigue que ]: [.7-"" [X™]] = F"PHX™] es Fréchet-Urysohn. Aplicando
implica (3 sobre F"*1[X™] tenemos que toda potencia fini-
ta de f”“[X ] es Frechet—Urysohn para conjuntos finitos. En particular,
FHX™] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos.

Por lo tanto, F"[X™] es Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos para todo
m,n € N. O

Teorema 3.29. Si F,[X| es secuencial, entonces F2[X] es es Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Sea B un subconjunto de F>[X] y sea C' € Clg,x)(B) \ B.
Entonces C' es un punto no aislado de F»[X]. Por Corolario [2.20] existe un
punto no aislado z de X tal que C' = {z}.

Afirmacién. Clz,x([C, X]NB) \ ([C, X]NB) = {C}.

Primero veamos que {C} C Clg,x ([C’ X|NnB)\ ([C,X]NB). Sea W € 7x
tal que C' C W. Las condiciones [C,W]|NB # @y [C,W] C [C, X] implican
que ([C, W] N RKX]))N(C,X]NnB) =[C,W]NB 75 (). Con lo cual, C €
Clr,x)([C, X] N B). Por tanto, C € Clg,x)([C, X]NB) \ ([C,X] N B). Esto
prueba la primera parte.

Ahora veamos que Clz,x([C,X] N B) \ ([C,X] N B) € {C}. Sea D €
Clr,x([C, XINB)\([C, X]NB). Notemos que ([D, X|NF[X])N([C, X]NB) #
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(. Por Lemal(2.3[2)| ([D, X]NF[X])N([C, X]NB) = [DUC, X]NB # 0. Si D
constara de dos elementos distintos de X, entonces DUC' tendria que ser igual
a D. De lo cual, por un lado tendriamos que C' C D, es decir, D € [C, X].
Por otro lado, [D U C, X]| N B = {D}, es decir, D € B. Esto contradeceria
el hecho que D ¢ ([C, X] N B). Con lo cual, concluimos que D consta de un
unico elemento d de X. En caso que d fuera distinto de z, tendriamos que
D € [D, X\C]NF[X]. Conlo cual, ([D, X\CINF[X])N([C, X]NB) # 0. Por
Lemal(2.3[2)] ([D, X\ C|INF[X])N([C, X]NB) = [DUC, X \C|NB # 0. Esto
tltimo serfa una contradiccién pues [DUC, X \ C] = (. Con esto concluimos
que d = z y en consecuencia D = (. Esto prueba la segunda parte.

Por lo tanto, Clz,x([C, X] N B) \ ([C, X]|NB) = {C}.

Por Proposicién existe una sucesion { By, }nen de [C, X] N B que converge
a C. Con esto 1ltimo concluimos que F3[X] es Fréchet-Urysohn. O

Definicién 3.30. Sea S, = {oco} U {(n,m) : n,m € w}. Dotamos a S, con
la topologia de abanico secuencial donde cada (n,m) es un punto aislado en
S, vy un conjunto abierto basico que contiene a oo es de la forma N(f) =
{oo} U{(n,m):ne€wym> f(n)} para f una funcién de w en w.

Observacion 3.31. Para cada n > 2, como consecuencia de Proposicion [2.19]
T es un punto no asilado de F,[S,] siy sélosi co € Ty |T| < n.

Lema 3.32. Sea T un punto no aislado de F[S,]. Si k,r € w, entonces la
sucesion {TU{(k,m), (k,m+1),--+, (k,m~+7r)}}meo converge a T en F[S,)].

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de S, de tal modo que 7" C
U. Dado que oo € U, existe una funcion ¢ de w en w la cual cumple
que oo € N(g) € U. Notemos que N(g) UT es un subconjunto abier-
to de S, tal que T C N(g) UT C U. En consecuencia [T, N(g) UT] C
[T,U]. Por otro lado, observemos que para cada p > g(k) se verifica que
TU {(k‘,p), (k‘,p + 1)7 U ,(k’,p + T)} C N(Q) UT. Ast, T'U {(kvp)v (/-C,p +
1), ,(k,p+1)} € [T,N(g9) UT] para todo p > g(k). Con lo cual con-
cluimos que {T"U {(k,m), (k,m + 1),---,(k,m + r)} },new converge a T en
F[S,)- O

Teorema 3.33. Para cada n € N, F,[S,] es secuencial.

Demostracion. Para n = 1, se verifica que F;[S,,] es un espacio discreto. En
consecuencia, F1[S,] es secuencial.
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Ahora para n > 2, empleando el Teorema , demostraremos que F,,[S,]
es secuencial y para eso exhibiremos que todo subconjunto secuencialmente
abierto de F,[S,] es abierto. Sean ¢ € N de tal modo que ¢ > 2 y A un
subconjunto secuencialmente abierto de F,[S,]. En caso que A constard solo
de puntos aislados de F,[S,], se tendria que A es un subconjunto abierto.
Con lo cual, supongamos que 7" es un punto no aislado de F,[S,] el cual
pertenece a A. De la Observacion , se sigue que ¢ = |T'| +r donde r > 1.
Por Lema [3.32] para todo k € w las sucesiones {T'U {(k,m)} }mew, -, {T'U
{(k,m), (k,m+1),---,(k,m+ (r — 1))} }mew convergen a T" en F,[S,]. Del
hecho que A es secuencialmente abierto, para cada sucesion existe mi, € w de
tal modo que TU{(k,m),--- ,(k,m+1)} € A para cada m > m}. Para todo
k € w, sea my, = max{m} : 0 < i <r — 1}. Definimos h una funcién de w en
w como h(k) = my. Observemos que N(h) UT es un subconjunto abierto de
S, De lo anterior se sigue que T' € [T, (N (h) UT)] N F,[S.] € A. Dado que
en ambos casos A resulta un subconjunto abierto de F,[S,], se concluye que
F,[S.] es secuencial. O
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Capitulo 4

Primer axioma de
numerabilidad

En este ultimo capitulo, presentaremos algunas condiciones necesarias y sufi-
cientes para que el hiperespacio satisfaga el primer axioma de numerabilidad
asi como la equivalencia que existe con la propiedad de Moore.

4.1. F[X] espacio de Moore

Teorema 4.1. Si X es un espacio primero numerable, entonces F[X] es
primero numerable.

Demostracion. Del hecho que X es un espacio primero numerable, para cada
x € X existe {B,(x) : n € N} una base local tal que B,1(z) C B,(z). Para
cada F' € F[X] y n € N definimos B,(F) = | J Bn(z).
zeF

Veamos que {[F, B,(F)] : n € N} es base local para 7pr en F. Seald € Tpg
de tal forma que F' € U. Entonces existen G € F[X|y V € 7x tales que G C
F CV,esdecir F € [G,V] CU. Notemos que para todo x € F, existe n, € N
tal que x € B, (x) C V. Sea m = max{n, € N: z € F}. Asi, para todo
r€F, e By(x) C B, (x) CV.Porloque FFC U Bpn(x) = B (F) C V.

zelF

En consecuencia, [F, B,,(F)] C [G,V] CU. Con lo cual, {[F, B,] : n € N} es
base local para 7pr en F.
Por lo tanto, F[X]| es primero numerable. O

45
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Corolario 4.2. Si X es un espacio topologico primero numerable, entonces
el hiperespacio Fi,[X| es primero numerable para todo k € N.

Definicién 4.3. Sea X un espacio topoldgico. Un desarrollo para X, es
una colecciéon numerable de cubiertas abiertas de X, {F; : i € N} de modo
que para cualquier conjunto cerrado C' de X y cualquier punto p ¢ C, existe
un Fjey tal que ningtin elemento de F; que contenga a p intersecta a C'.

Definicién 4.4. Un espacio topoldgico se denomina de Moore si es regular
y tiene un desarrollo. Ver [13, Definicién 2.6, pdg. 169]

Teorema 4.5. Si F[X| es primero numerable, entonces F|[X] es un espacio
de Moore.

Demostracion. Dado que F[X] es un espacio primero numerable, para cada
F € F[X] existe {[F, B,(F)] : n € N} una base local tal que [F, B,,+1(F)] C
(F, Ba(F)).

Para cada n € N definamos $,, = {[F, B,,(F)] : F € F[X]}. Afirmamos que
H = {9, : n € N} es un desarrollo para F[X].

Observemos que para todo k € N, §); es una cubierta abierta de F[X], pues
para Q € F[X], Q € [Q, B(Q)] € $Hi.

Sea C un subconjunto cerrado de F[X| y sea P € F[X] tal que P ¢ C.
Entonces P € F[X]\ C € 7pg. Por lo cual existe ¢ € N tal que P €
[P, B,(P)] € F[X]\ C. Del hecho que X es un espacio Tj, se sigue que
X\ (P\S) € 7x para todo S € F[P]\ {P}. Notemos que para cada
S € F[P]\ {P}, existe g € N tal que [S,B,(S)] C [S, X \ (P \ 9)].
Ademas P ¢ [S,B,(S)] vaque P € X\ (P\S) = SU (X \ P). Sea
r = max{g, € N : S € F[P]\ {P}} U{q}. Consideremos 9, € H. Sea
[F, B.(F)] € $, tal que P € [F,B,(F)]. De la condicién que P ¢ [S, B,.(S5)]
para todo S € P[X] \ {P}, se sigue que P = F. Por lo que B,(F) = B,(P),
asi P solo pertenece a [P, B.(P)] C [P, B,(P)] C F[X]\C.

Con esto concluimos que H es un desarrollo para F[X]|. Por Teorema [2.31]
concluimos que F[X] es un espacio de Moore. O

Teorema 4.6. Si F[X]| es un espacio de Moore, entonces X es primero
numerable

Demostracion. Sean {K,, : n € N} un desarrollo de F[X]y x € X. Entonces,
para cada n € Ny cada K € R, existe Vi € 7x tal que {z} € [{z}, VK] C K.
Definimos U,, = U{Vk : {z} € K € R, }.
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Afirmacién. {U, : n € N} es base local de x en X.

Sea W € 1x tal que x € W. Del hecho que F[X]\ [{z}, W] es un subconjunto
cerrado de F[X], existe m € N tal que todo K € K, que cumpla que {z} € K,
también cumple que KN (F[X]\ [{z}, W]) = 0. Observemos que la condicién
Kn(FIX]\ {2z}, W]) = 0 implica que K C [{z}, W]. Veamos que U,, C W.
Sea Q € K, de tal forma que {z} € Q. De esto, Vg € 7x es tal que {z} €
{z}, Vo] € Q C [{z},W]. Por Lema [([2.3[3)] Vo € W. En consecuencia,
Up = U{Vk : {z} € K € R,,} € W. Con esto, {U, : n € N} es base local de
xen X.

Por lo tanto, X es primero numerable. ]

Corolario 4.7. Sea X un espacio topologico Ty. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(4.711) X es primero numerable.

[@.72) F[X] es un espacio primero numerable.

[(@.73) FIX] es un espacio de Moore.

4.2. F[X] g-primero numerable
El resto de las definiciones de esta seccion se consideran como en [6].

Definicién 4.8. Sea X un espacio topolégico. Diremos que g : N x X —
P(X) es una funcién de cobertura numerable débilmente abierta
(abreviado como funcién de cobertura) si g satisface:

1. x € g(n,x) para cada n € N,
2. g(n+1,2) C g(n,z) para cada n € N,

3. U es subconjunto abierto de X si y so6lo si para cada x € U, existe
m € N tal que g(m,z) CU.

Definicién 4.9. Diremos que un espacio topolégico X es g—primero nu-
merable si existe una funcién de cobertura g de X.

Proposicién 4.10. Si X es un espacio g—primero numerable, entonces cada
sucesion {xy, fnen que cumple que x, € g(n,x) para cada n € N converge a
x.
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Demostracion. Sea W un subconjunto abierto de X tal que x € W. Dado
que X es g—primero numerable, existe k € N tal que g(k,z) C W. Sea l > k.
Del hecho que z; € g(I, ) C g(k, x) se sigue que x; € W. Con esto concluimos
que {z, }nen converge a . O

Proposicion 4.11. Sea X un espacio topoldgico. Si X es primero numerable,
entonces X es g—primero numerable.

Demostracion. Supongamos que X es primero numerable. Del hecho que X
es un espacio primero numerable, para cada x € X existe {B,(z) : n € N}
una base local tal que B, y1(z) C B,(z). Definamos g : N x X — P(X)
como g(n,x) = B,(z). Veamos que g es una funcién de cobertura.

Sean € N. Observemos que del hecho que z € B, (z), se sigue que x € g(n, x).
De forma similar, la condiciéon B, .1(z) C B,(z) implica que g(n + 1,z) C
9(n, z).

Por ultimo, sea U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Entonces
existe m € N que cumple que B,,(z) C U, es decir, g(m,z) C U. Con esto
queda demostrado que g es una funcién de cobertura.

Por lo tanto, X es g—primero numerable. O]

Teorema 4.12. Sea X un espacio topoldgico. Si X es un g—primero nume-
rable, entonces X es secuencial.

Demostracion. Sean g : N x X — P(X) una funcién de cobertura y A un
subconjunto secuencialmente abierto de X. Veamos que A es abierto. Sean
xr € A. Supongamos que no existe r € N tal que g(r,z) C A. De esto, para
cada n € N sea x,, € g(n,z) \ A. De Proposicién [4.10] se tiene que {z;, }nen
converge a x. La condicién A secuencialmente abierto, implica que existe
m € N tal que x,, € A para todo n > m. Esto es contradeciria el hecho
que z, ¢ A para cada n € N. Con lo cual concluimos que existe r € N tal
que g(r,z) C A. Asi, A es un subconjunto abierto de X. Por lo tanto, X es
secuencial. O

Corolario 4.13. Sea X un espacio topoldgico. Si X es un primero numera-
ble, entonces X es secuencial.

Teorema 4.14. Si el hiperespacio F[X] es g—primero numerable, entonces
se cumple lo siguiente:
(4.1411) F,[X] es g—primero numerable.
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(4.14]2) Para cada Q € F3|X], existe k € N tal que g(n,Q) N F[X] es un
subcongjunto cerrado de F3[X| para todo n > k.

(4.1413) Para cada Q € F»[X]|, existe s € N tal que g(n,Q) N F[X] es un
subconjunto abierto de F3[X] para todo n > k.

(.14l4) F[X] es Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Sean g : N x F[X]| — P(F[X]) una funcién de cobertura y
m € N fijo. Definamos ¢,,, : N x F,,,[X] — P(F,,[X]) dada por g,(n, H) =
g(n,H) N F,,[X]. Sea F' € F,,[X]. Observemos que para cada n € N, se
cumple que F' € g,,(n, F) y gm(n+1, F) C gn(n, F). Por otro lado, sea U un
subconjunto abierto de F,,,[X] tal que F' C Y. Entonces existe W € 7y de tal
forma que [F, W] N F,,[X] CU . Dado que F[X] es g—primero numerable,
existe s € Nel cual cumple que g(s, F') C [F, W]. De esto, (g(s, F)NF,[X]) =
gm(s, F) C ([F,W]N Fn[X]) CU. Asi, g, es una funcién de cobertura y en
consecuencia, F,,[X] es g—primero numerable. Con esto queda demostrado

@141

Para demostrar [(4.14[2)] sean go : N X Fo[X] — P(F2[X]) una funcién de
cobertura como en |(4.1411)] y @ un punto no aislado de F3[X]. Del hecho
que [@, X] N F2[X] es un subconjunto abierto de F»[X], existe k € N tal que
g2(k, Q) C ([Q, X] N F[X]). Afirmamos que para cada n > k se cumple que
92(n, Q) es un subconjunto cerrado de F»[X|. De Teorema [4.12] se sigue que
F3[X] es secuencial. Con lo cual para cada n > k es suficiente demostrar que
g2(n, Q) es secuencialmente cerrado. Sean r > k 'y {H,, }men una sucesion de
92(r, Q) que converge a H. De la condicién [H, X| N F3[X] es subconjunto
abierto de JF3[X] se verifica que existe ¢ € N el cual cumple que H,, €
[H, X] N F,[X] para cada m > t. Si |[H| = 2, entonces para toda m > t,
H = H,, € ¢2(r,Q). Si |H| = 1, por Teorema |(2.3[2)| se tiene que H,, €
([H, X]N[Q, X])NF[X] = [HUQ, X]NF[X] para toda m > t. Dado que @
es un punto no aislado de F3[X|] concluimos que HUQ = @, en caso contrario,
para toda m € N, H,, = HUQ lo cual contradecirfa el hecho que {H,, }men
converge a H. Por lo anterior se concluye que go(r, Q) es un subconjunto
secuencialmente cerrado de F3[X]. Por lo tanto, para todo n > k, g2(n, Q)
es un subconjunto cerrado de F»[X].

Ahora, para demostrar|(4.1413)|sean go : Nx Fo[X] — P(F»[X]) una funcién
de cobertura como en |(4.14}1)|y R un punto no aislado de F3[X]. Del hecho
que [R, X] N F,[X] es un subconjunto abierto de F»[X], existe k € N tal que
g2(k, R) C ([R, X] N F[X]). Afirmamos que para cada n > k se cumple que
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g2(n, R) es un subconjunto abierto de F3[X]. Sean r > ky H € go(r, R).
Si H fuera igual con R, se verifica que go(r, H) = go(r, R). En el caso que
H fuera distinto de R, dado que go(r, R) C ([R, X] N F2[X]), se tiene que
H e ([R,X] N F[X]) \ {R}. Con lo cual H es un subconjunto asilado de
F3[X]. En consecuencia, existe p € N el cual cumple que go(p, H) = {H}.
Asi, go(p, H) C go(r, R). Por lo tanto, go(r, R) es un subconjunto abierto de
F5[X]. Con esto concluimos que para cada n > k, ga(n, R) es un subconjunto
abierto de F[X].

Por tltimo, como consecuencia de Teorema 4.12] se sigue que F5[X] es se-
cuencial. Por lo tanto, por Teorema [3.29] se concluye que F5[X] es Fréchet-
Urysohn. Con esto queda demostrado |(4.1414)] O

Teorema 4.15. Si el hiperespacio F[X] es g—primero numerable, entonces
F[X] es un espacio de Moore.

Demostracion. Usaremos el Corolario para demostrar que F[X]| es un
espacio de Moore. Con lo cual es suficiente demostrar que X es primero
numerable. Sean g : N x F[X] — P(F[X]) una funciéon de cobertura y
x € X. Observemos que como consecuencia de Teorema |(4.14}3)| para todo
n € N se verifica que {z} € Int(g2(n,{z})). De esto, para cada n € N existe
U, € 7x de tal forma que {z} € ([{z}, U,] N Fo[X]) C Int(g2(n,{z})).

Demostraremos que {U, : n € N} es base local de x en X. Sea W € 7x tal
que x € W. Del hecho que [{z}, W] N F,[X] es un subconjunto abierto de
Fo| X, existe k € N de tal forma que go(k, {z}) C [{z}, W] N F,[X]. Veamos
que U, C W. Sea y € Uy. De las condiciones {z,y} € ([{z}, U] N F[X]) v
go(k,{z}) C [{z}, W] N Fo[X] se sigue que y € W. Asi, U, C W. Con esto
queda demostrado que {U,, : n € N} es base local de x en X. Por lo tanto,
X es primero numerable. Aplicando Corolario se concluye que F[X] es
un espacio de Moore. O

Definicién 4.16. Sea X un espacio topoldgico y d : X x X — R una
funcién de valor real no negativa definida tal forma que d(z,y) = 0 si y sélo
si x = y. Diremos que d es una o-metrica para X siempre que un subconjunto
U de X es abierto si y sélo si d(x, X \ U) > 0 para cada z € U.

Observacion 4.17. Sean z € X y A C X. Entiéndase d(z, A) = inf{d(z,a) :
a€ A}

Proposicion 4.18. Sea X un espacio topologico T7. Entonces X es o-metrizable
sty solo si es un espacio g—primero numerable.
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Demostracion. Sea g : Nx X — P(X) una funcién de cobertura. Definamos

1
d: X xX — R como d(x,y) = % donde k¥ = min{n € N:y ¢ g(n,x)}.

Del hecho que X es un espacio T}, se tiene que para cuales quiera x,y € X
distintos, © ¢ X \ {y} € 7x. En consecuencia existe n, € N de tal forma que
g(ng, ) € X \ {y}. Con lo cual se verifica el hecho que d esta bien definida.
Sea U un subconjunto abierto de X y a € U. Entonces existe n, € N tal que

g(ng,a) C U. De esto, para cada h € X \U, n, > kj, donde kj, = min{n € N :

1 1
h ¢ g(n,a)}. En consecuencia, para todo h € X \ U se tiene que — < o
h

1
Asi, d(a, X \ U) > — > 0. Por lo tanto, X es o-metrizable.
Ahora, para demostrar la segunda parte supongamos que d : X x X — R
es una o-métrica para X. Definamos g : N x X — P(X) como g(n,z) =

1
{y € X :d(z,y) < —}. Sea x € X. Notemos que para cada n € N, se cumple
n

que x € g(n,z) y g(n+1,2) C g(n,x). Por otro lado, sea W un subconjunto
abierto de X del forma que z € U. Del hecho que r = d(z, X \ W) > 0, existe

1 1
s € N de tal forma que r > —. De esto, para todo y € X tal que d(z,y) < —

cumple que y ¢ X \ W. Con lo cual, g(s,x) € W. Asi, g es una funcién de
cobertura, es decir, X es g—primero numerable. ]

Corolario 4.19. Sea X un espacio topologico T. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

4.19/1) F[X] es g—primero numerable.

4.19[2) X es primero numerable.

4.19/3) F[X] es un espacio primero numerable.

4.1914) F[X] es un espacio de Moore.

4.1915) F[X] es o-metrizable.
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