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V

Introducción

Los lı́mtes inversos han contribuido al desarrollo de la Teorı́a de Continuos, a
partir de esto se pudo construir nuevos continuos y estudiar propiedades topológi-
cas como conexidad, unicoherencia, encadenabilidad y más. Los lı́mites inversos
ordinarios se definieron a partir de funciones continuas, después se utilizan fun-
ciones conjunto-valuadas, a lo que les llaman lı́mites inversos generalizados.

En esta tesis se pretende estudiar los lı́mites inversos generalizos de manera
particular analizaremos la propiedad de conexidad, mostraremos que condiciones
son necesarias para que un lı́mite inverso generalizado sea conexo. Analizamos
algunos de los resultados mas importantes que se han aportado acerca de este
tema.

En el primer capı́tulo daremos los conceptos básicos, la notación y resultados
importantes para los siguientes capı́tulos. En el capı́tulo dos mostraremos resulta-
dos sobre que condiciones un lı́mite inverso generalizado es conexo. Y el último
capı́tulo estudiamos condiciones para que el lı́mite inverso sea no conexo, usando
como herramienta a las CC-sucesiones introducidas por Sina Greenwood.
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Capı́tulo 1

Conceptos básicos y notación

Dado X es un espacio topológico, 2X es la colección de los subconjuntos
cerrados no vacı́os de X y C(X) la colección de los conjuntos cerrados conexos
de X . A una función f : X → 2Y la llamaremos función conjunto-valuada.

Definición 1.1. Un continuo es un espacio topológico conjunto conexo, compacto,

métrico y no vacı́o.

Definición 1.2. Dada una función conjunto-valuada f : X → 2Y si, X y Y son

continuos, entonces llamaremos a f continuo-valuada.

Definición 1.3. Sean X y Y espacios compactos de Hausdorff, diremos que f :

X → 2Y es una función semicontinua superiormente en el punto x ∈ X , si para

V abierto en Y que contenga a f(x), existe un abierto U en X , con x ∈ U tal que

si u ∈ U entonces f(u) ⊆ V , f es llamada semicontinua superiormente siempre

que sea semicontinua superiormente en cada punto de X . La denotaremos como

usc por sus siglas en inglés.

Dada una función f usc, su gráfica la denotamos por Γ(f) y la definimos como

Γ(f) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ f(x)}.

Diremos que f es sobreyectiva si para cada y ∈ Y , existe x ∈ X tal que
y ∈ f(x). Además, la función f−1 : Y → 2X es la inversa de f definida como

f−1(y) = {x ∈ X : y ∈ f(x)}
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para cada y ∈ Y y su gráfica es

Γ−1(f) = {(y, x) : (x, y) ∈ G}.

Dadas f : X → 2Y y g : X → 2Y dos funciones conjunto-valuadas, diremos
que f y g tienen punto de coincidencia siempre que exista x ∈ X tal que f(x) ∩
g(x) 6= ∅.

Consideremos una sucesión de conjuntos compactos {Xi}i∈N, entonces
∞∏
i=1

Xi

es el producto de {Xi}i∈N, con la topologı́a producto. Cada elemento del producto

lo denotamos como x = (x1, x2, . . .). Para cada i ∈ N, sea πi :
∞∏
j=1

Xj → Xi,

definida como πi(x) = xi.

Si m,n ∈ N y m ≤ n entonces [m,n] = {i ∈ N : m ≤ i ≤ n}. Supongamos
que X =

∏
i∈N

Xi o X =
∏

[m,n]

Xi para algunos m,n ∈ N. Sea B = {i1, i2, . . .} ⊂

N,B puede ser finito o infinito, no se asume que los elementos deB están escritos
de manera creciente. Entonces πB denota la proyección de X sobre

∏
i∈B

Xi. Es

decir, si x ∈ X entonces πB(x) = (xi1 , xi2 , . . .). Si B solo tiene dos elementos,
digamos B = {j, k}, escribimos simplemente πj,k.

Definición 1.4. Sea {fi}i∈N una sucesión de funciones tal que para cada i ∈ N,

fi : Xi+1 → 2Xi es una función conjunto-valuada. El lı́mite inverso de la sucesión

{fi, Xi} denotado por, ĺım
←−
{fi, Xi} es definido como

ĺım
←−
{fi, Xi} =

{
x ∈

∞∏
i=1

Xi : xi ∈ fi(xi+1) para cada i ∈ N

}
.

Las funciones fi son llamadas funciones de ligadura y cada espacio Xi es
espacio factor. Para m < n, fmn representa la composición de funciones, es de-
cir, fmn = fm ◦ fm+1 ◦ . . . ◦ fn−1 . La notación ĺım

←−
f representa lo mismo que

ĺım
←−
{fi, Xi} cuando los espacios factores son los mismos y las funciones de liga-

dura, son también la misma.
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Para cada n ∈ N representaremos por Gn al conjunto{
(x1, x2, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

Xi : (xi+1, xi) ∈ G(fi)

}
.

Y por G′n al conjunto:

G′n = Gn ×
∞∏

j=n+1

Xj

Definición 1.5. Si X es un espacio topológico diremos que C es una componente

de X si es un subconjunto conexo máximo de X .

1.1. Resultados previos

A continuación mostraremos resultados importantes que nos ayudarán en los
siguientes capı́tulos.

Teorema 1.1. Supongamos que X , Y son espacios compactos de Hausdorff y M

un subconjunto deX×Y , tal que para toda x ∈ X , existe y ∈ Y con (x, y) ∈M .

Entonces M es cerrado si y sólo si existe una función usc f : X → 2Y tal que

M = Γ(f).

Demostración. Primero demostraremos que si f : X → 2Y es una función usc
entonces Γ(f) es cerrada. Sea p = (p1, p2) ∈ X × Y , con p 6∈ Γ(f). Entonces
p2 6∈ f(p1), como los espacios compactos de Hausdorff son regulares, existen dos
subconjutos abiertos V y W en Y tales que p2 ∈ V y f(p1) ⊆ W . Puesto que
f es usc, existe un abierto U de X que contiene a p1 tal que si t ∈ U entonces
f(t) ⊆ W . Ası́ U×V es un abierto de X×Y que contiene a p y que no intersecta
a Γ(f). Por lo que Γ(f) es cerrado.

Ahora supongamos que M es cerrado. Para cada x ∈ X definamos

f(x) = {y ∈ Y : (x, y) ∈M}.

Dado que M es cerrado, f(x) es cerrado para cada x ∈ X . Veamos que f es usc,
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sea x ∈ X y V un abierto en Y con f(x) ⊆ V . Si f no fuera usc en x, entonces
para todo abierto U , con x ∈ U , existen z ∈ U y (z, y) tales que y 6∈ V .

Para cada abierto U que contiene a x, denotamos por MU = {(p, q) ∈ M :

p ∈ U y q 6∈ V }. Observemos que si U y U ′ son abiertos que contienen a x y
U ⊆ U ′, entonces MU ⊆ MU ′ . De esto se sigue que la colección M de todos
los conjuntos cerrados MU tiene la propiedad de la intersección finita. Dado que
X × Y es compacto, existe un punto (a, b) que está en todos los elemententos de
M. Cada elemento deM es un subconjunto de M , además (a, b) pertenece a M
y b ∈ f(a). Dado que x es el único punto para todos los conjuntos U , a = x.
Además, b 6∈ V . Esto contradice el hecho que b ∈ f(x).

Con este teorema podemos asegurar que toda gráfica de una función usc es
cerrada. El siguiente resultado ayudará a probar que el lı́mite inverso es distinto
del vacı́o.

Teorema 1.2. Supongamos que {fi, Xi} es una sucesión inversa y para cada

i ∈ N, Xi es un espacio compacto de Hausdorff. Entonces G′n = Gn ×
∏
i>n

Xi es

un conjunto compacto, no vacı́o, para cada n ∈ N.

Demostración. Mostraremos que G′n es cerrado para cada n ∈ N. Sean n ∈ N y
x ∈ X \ G′n, entonces existe i ∈ N tal que xi 6∈ fi(xi+1). Por el Teorema 1.1,
Γ(fi) es cerrada, entonces existe un conjunto abierto Ui+1 × Ui ⊆ Xi+1 ×Xi tal
que (Ui+1 × Ui) ∩ Γ(fi) = ∅. Sea

O = X1 ×X2 × · · · × Ui × Ui+1 ×
∏
j>i+1

Xj,

que contiene a x y si y ∈ O entonces yi 6∈ fi(yi+1), es decir, y 6∈ G′n. Ası́ G′n es
cerrado y como

∏
i>0

Xi es compacto y G′n ⊆
∏
i>0

Xi, tenemos que G′n es compacto.

Para ver que G′n es distinto del vacı́o. Tomemos y ∈
∏
i>0

Xi, donde sus coor-

denadas son elegidas de la siguiente manera, sea yn ∈ Xn, para 0 < i < n sea
yi ∈ Xi tal que yi ∈ fi(yi+1) y para i > n podemos tomar cualquier elemento de
Xi.

Teorema 1.3. Sea {Xi, fi} una sucesión, tal que Xi es un espacio de Hausdorff

para todo i ∈ N. Entonces K = ĺım
←−
{Xi, fi} es no vacı́o y compacto.
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Demostración. Por teorema anterior tenemos queG′n es compacto y no vacı́o para
cada n ∈ N. Notemos que si i < j, entonces G′j ⊆ G′i, por lo que el conjunto
{G′n : n ∈ N} tiene la propiedad de la intersección finita. Ası́

⋂
n∈N

G′n es no vacı́o

y compacto. Ahora veamos que ⋂
n∈N

G′n = K.

Sea x ∈
⋂
n∈N

G′n entonces x ∈ G′n para todo n ∈ N. De aquı́ xn ∈ fn(xn+1) para

todo n ∈ N. Por lo tanto x ∈ K.
Sea x ∈ K, entonces xn ∈ fn(xn+1) para todo n ∈ N. Ası́, x ∈ G′n para todo

n ∈ N. Por lo que x ∈
⋂
n∈N

G′n.

El siguiente teorema se utilizará en el siguiente capı́tulo. Su demostración se
puede cnsultar en [9, Teorema 4.1, p. 122].

Teorema 1.4. Supongamos que X y Y son espacios compactos de Hausdorff. Si

X es conexo, f : X → 2Y es usc, y para cada x ∈ X , f(x) es conexo, entonces

Γ(f) es conexo.

Teorema 1.5. Supongamos que {Xi}i∈N una sucesión de subconjutos cerrados de

[0, 1] y {fi}i∈N es una sucesión de funciones usc sobreyectivas tal que fi : Xi+1 →
2Xi para cada i ∈ N. Si m,n ∈ N con m < n y q ∈ Xm, p ∈ Xn con q ∈ fmn(p)

entonces existe x ∈ ĺım
←−
{Xi, fi} tal que xm = q y xn = p.

Demostración. Sean m,n ∈ N con m < n y q ∈ Xm, p ∈ Xn con q ∈ fmn(p). Si
1 ≤ i ≤ m entonces sea xi tal que xi ∈ fi(xi+1). Como q ∈ fmn(p), existe xi tal
que xi ∈ fi(xi+1) con m < i < n. Dado que fi es sobreyectiva para todo i ∈ N,
existe xi+1 ∈ Xi+1 tal que xi ∈ f(xi+1), para todo i ≥ n. Sea

x = (x1, x2, p, . . . , q, xn+1, . . .),

notemos que x cumple la definición de lı́mite inverso. Por lo que x ∈ ĺım
←−
{Xi, fi}.

Proposición 1.1. Sean g, f : X → 2X funciones multivaluadas usc tales que

Γ(f) ⊆ Γ(g) entonces ĺım
←−
{X, f} ⊆ ĺım

←−
{X, g}.
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Demostración. Sea x ∈ ĺım
←−
{X, f}, entonces xi ∈ f(xi+1) para toda i ∈ N, de

aquı́ que (xi+1, xi) ∈ Γ(f) y como Γ(f) ⊆ Γ(g) tenemos que (xi+1, xi) ∈ Γ(g),
ası́ xi ∈ g(xi+1) para toda i ∈ N. Por lo tanto, x ∈ ĺım

←−
{X, g}.
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Capı́tulo 2

Conexidad

En este capı́tulo mostraremos algunos resultados sobre la conexidad de los
lı́mites inversos generalizados. Veremos la relación entre ellos y ejemplos para
entenderlos mejor.

2.1. La Conexidad en los lı́mites inversos

Los primeros resultados sobre conexidad en lı́mites generalizados fueron da-
dos por T. W. Ingram y W. S. Mahavier en [6] y [9]. A continuación damos resul-
tados previos para llegar al teorema principal.

Teorema 2.1. Supongamos que X y Y son espacios compactos de Hausdorff, Y

es conexo, f : X → 2Y es función usc tales que para cada y ∈ Y , {x ∈ X : y ∈
f(x)} es no vacı́o y conexo. Entonces Γ(f) es conexo.

Demostración. Sea M = Γ−1(f). Obsevemos que M es cerrado si y solo si
M−1 es cerrado. Por el Teorema 1.1 M−1 es gráfica de una función usc continuo-
valuada definida de Y a 2X . Por el Teorema 1.4 M−1 es conexo.

Teorema 2.2. Supongamos que {Xi}i∈N es una sucesión de espacios continuos

de Hausdorff y {fi}i∈N es una sucesión de funciones de ligadura usc tal que fi+1 :

Xi+1 → 2Xi . Si fi(x) es conexo para cada x ∈ Xi+1. Entonces Gn es conexo

para cada n ∈ N.
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Demostración. La prueba se hará por inducción sobre n. Para n = 1 el resultado
se cumple por Teorema 1.4. Supongamos que se cumple el teorema para n. Por
hipótesis de inducción el conjunto:

G2,n+1 = {(x2, x3, . . . , xn+1) ∈
n+1∏
i≥2

Xi : xi ∈ fi(xi+1)}

es conexo.

Si H y K son conjuntos cerrados tales que Gn+1 = H ∪ K y h : Gn+1 →
G2,n+1 es una función definida como h((x1, x2, . . . , xn+1)) = (x2, . . . , xn+1), en-
tonces h es continua y h(H ∪ K) = G2,n+1. Ası́, existe p ∈ h(H) ∩ h(K) y el
conjunto

{x ∈ Gn+1 : x1 ∈ f1(p2) y xi = pi para 2 ≤ i ≤ n+ 1}

es un conjunto conexo que intersecta a los conjuntos H y K. De aquı́ que H y K
no son disjuntos. Por lo tanto Gn+1 es conexo.

Teorema 2.3. Supongamos que para cada i ∈ N, Xi es un continuo de Hausdorff

y para cada x ∈ Xi+1, fi(x), es conexo. Entonces para cada n ∈ N,G′n es conexo.

Demostración. Sea n ∈ N. Por el Teorema 2.2 se tiene que Gn es conexo y dado
que Xi es conexo para cada i ∈ N. Se tiene que G′n es conexo.

Teorema 2.4. Supongamos que {Xi}i∈N es una sucesión de continuos de Haus-

dorff y {fi}i∈N es una sucesión de funciones usc tales que fi : Xi+1 → 2Xi y para

cada xi ∈ Xi, {xi+1 ∈ Xi+1 : xi ∈ fi(xi+1)} es no vacı́o y conexo o bien f−1
i (xi)

es no vacı́o y conexo, entonces Gn es conexo.

Demostración. El resultado lo mostraremos por inducción Lo haremos por in-
ducción. Para n = 1 el resultado se cumple por el Teorema 2.1. Supongamos
que el resultado se cumple para n. Sean H y K son conjuntos cerrados tal que
Gn+1 = H ∪K. Definimos la siguiente función h : Gn+1 → Gn como

h((x1, x2, . . . , xn, xn+1)) = (x1, . . . , xn),
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notemos que h es continua, entonces

h(H ∪K) = h(H) ∪ h(K) = Gn,

dado que por hipótesis de inducción Gn es conexo, por lo que existe p ∈ h(H) ∩
h(K). El conjunto

{x ∈ Gn+1 : xi = pi, 1 ≤ i ≤ n, y xn ∈ fn(xn+1)}

es conexo que intersecta a H y K. Por lo que H y K no son disjuntos.

Teorema 2.5. Supongamos que para cada i ∈ N,Xi es un continuo de Hausdorff,

fi : Xi+1 → 2Xi es usc y para cada xi ∈ Xi, {xi+1 ∈ Xi+1 : xi ∈ fi(xi+1)} es no

vacı́o y conexo. Entonces para cada n ∈ N, G′n es conexo.

Demostración. Sea n ∈ N. Por el Teorema 2.4 2.2 se tiene que Gn es conexo y
dado que Xi es conexo para cada i ∈ N. Se tiene que G′n es conexo.

De los teoremas 2.3 y 2.5 se puede concluir los siguientes resultados.

Teorema 2.6. Supongamos que para cada i ∈ N, Xi es un continuo de Haus-

dorff, fi : Xi+1 → 2Xi es usc y para cada xi ∈ Xi, fi(xi) es conexo. Entonces

ĺım
←−
{fi, Xi} es un continuo de Hausdorff.

Demostración. Por el Teorema 1.3 para cada i ∈ N, G′n es compacto y por el
Teorema 2.3,G′n es conexo y como

⋂
n∈N

G′n = ĺım
←−
{fi, Xi} se tiene que ĺım

←−
{fi, Xi}

es un continuo de Hausdorff.

Teorema 2.7. Supongamos que para cada i ∈ N,Xi es un continuo de Hausdorff,

fi : Xi+1 → 2Xi es usc y para cada xi ∈ Xi, {xi+1 ∈ Xi+1 : xi ∈ fi(xi+1)} es no

vacı́o y conexo. Entonces, ĺım
←−
{fi, Xi} es un continuo de Hausdorff.

Demostración. Por el Teorema 1.3, para cada i ∈ N, G′n es compacto y del Teo-
rema 2.5 G′n es conexo y como⋂

n∈N

G′n = ĺım
←−
{fi, Xi}

se tiene que ĺım
←−
{fi, Xi} es un continuo de Hausdorff.
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En [11] T. W. Ingram prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Supongamos que {Xi}i∈N es una sucesión de conjuntos cerrados

de [0, 1] y {fi}i∈N es una sucesión de funciones usc tal que fi : Xi+1 → 2Xi para

cada i ∈ N. Entonces, ĺım
←−
{fi, Xi} es un continuo si y solo si G′n es conexo para

cada n ∈ N.

Demostración. Sea K = ĺım
←−
{fi, Xi}, por el Teorema 1.3,

K =
⋂
n>0

G′n

y G′n es compacto para cada n ∈ N. Si Gn es conexo para cada n ∈ N, entonces
K es un continuo, por ser la intersección de continuos anidados.

Si suponemos que K es conexo, entonces π1,n+1(K) es conexo para cada n ∈
N y como

G′n = π1,n+1(K)×
∏
i>n+1

Xi,

G′n es conexo.

A continuación mostramos un ejemplo donde el lı́mite inverso es conexo, co-
mo concecuencia de los teoremas anteriores.

Ejemplo 2.1. Consideremos la siguiente función f : [0, 1]→ 2[0,1] dada por

f(t) =



[
0, 1

2

]
si t = 0

1
2

si 0 < t < 1

[
1
2
, 1
]
si t = 1

Sea M = ĺım
←−
{Xi, fi}, donde Xi = [0, 1] y fi = f para cada i ∈ N. Ver Figura

2.1. Nótese que se cumplen las hipótesis del Teorema 2.3, y por lo tanto M es

conexo.
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(0,0)

(1,1)

(1,1/2)

Figura 2.1: Γ(f)

Ejemplo 2.2. Sea f : [0, 1] → 2[0,1] definida como f(x) = {0, x}, ver Figura

2.2 del lado izquierdo. Notemos que la imágen de cada punto del dominio de f

no necesariamente es un conjunto conexo. Sin embargo si obtenemos a f−1, ver

Figura 2.2 del lado derecho. Observamos que la imágen de cada elemento del

dominio de f−1 es un conjunto conexo, de esta manera el Teorema 2.7 garantiza

que el ĺım
←−

f es conexo.

Figura 2.2: Γ(f) y Γ(f−1)



12 Conexidad

El siguiente ejemplo muestra que las hipótesis de los Teoremas 2.6 y 2.7, no
son necesariaspara que el lı́mite inverso sea conexo.

Ejemplo 2.3. Sea f : [0, 1] → 2[0,1] dada por f(t) = {t, 1 − t}, ver Figura 2.3.

Sea K = ĺım
←−
{Xi, fi}, donde Xi = [0, 1] y fi = f para cada i ∈ N.

(1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 2.3: Γ(f)

Notemos que la función de ligadura f no cumple con las condiciones de los

Teoremas 2.5 y 3.6, existen x ∈ [0, 1] tales que f(x) no es conexo y y ∈ [0, 1] tales

que f−1(y) no es conexo.

No es dificil ver que K es homeomorfo al abanico de Cantor, donde v =(
1
2
, 1

2
, . . .

)
es el vértice y la base del abanico es homeomorfo al conjunto de Cantor

dado por ĺım
←−
{{0, 1}, f |{0,1}}. Si c ∈ C el arco que une a c y v es el lı́mite inverso

ĺım
←−
{Ji, gi}, donde para cada i ∈ N, Ji es el intervalo que une a ci y 1

2
y gi es el

homemorfismo que tiene como punto fijo a 1
2

y Γ(gi) ⊂ Γ(f).

Con los ejemplos anteriores podemos darnos cuenta que no son suficientes las
condiciones. Sin embargo mas adelante veremos mas resultados.

Ingram siguió trabajando sobre conexidad en lı́mites inversos pero con una so-
la función de ligadura y que su gráfica se vea como unión de graficas de funciones
y con puntos de coincidencia. A continuación los mostramos y se puede consultar
en [6].
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Lema 2.1. Supongamos que {Xi}i∈N es una sucesión de espacios compactos de

Hausdorff y fi : Xi+1 → 2Xi es usc para cada i ∈ N. Si n ∈ N, g : Xn+1 → 2Xn

es usc tal que fn y g tienen puntos de coincidencias, fi es sobreyectiva para cada

i ≥ n, y {ϕi}i∈N es una sucesión de funciones tal que ϕi = fi, para i 6= n y

ϕn = g, entonces ĺım
←−
{Xi, fi} y ĺım

←−
{Xi, ϕi} tienen un punto en común.

Demostración. Puesto que fn y g tienen punto de coincidencia, existe t ∈ Xn+1

tal que fn(t) ∩ g(t) 6= ∅, sea z ∈ fn(t) ∩ g(t). Dado que fi es sobreyectiva para
i > n, por el Teorema 1.5, existe x ∈ ĺım

←−
{Xi, fi} tal que xn+1 = t y xn = z y

como z ∈ g(t), por lo tanto x ∈ ĺım
←−
{Xi, ϕi}.

Definición 2.1. Supongamos que X , Y son espacios compactos de Hausdorff y

F es una colección de funciones conjunto-valuadas que van de X a 2Y . Una

función f ∈ F es universal con respecto a F si tiene puntos de coicidencia con

cada elemento de F .

Definición 2.2. Sean f : X → 2Y y g : X → 2Y , y Γ(f), Γ(g) sus gráficas

correspondientes. Diremos que h : X → 2Y es unión de las funciones f y g si su

gráfica es la

Teorema 2.9. Si F = {g : X → C(X) : g usc } y f1 ∈ F una función sobreyec-

tiva y universal respecto a F y f : X → 2X es una función tal que es unión de

las gráficas de las funciones en F . Además si fi = f para cada i ∈ N entonces

ĺım
←−
{X, f} es un continuo.

Demostración. Demostraremos la conexidad. Sea f1 ∈ F universal con respecto
aF y sobreyectiva. Sean x ∈ ĺım

←−
{X, f1} y y ∈ ĺım

←−
{X, f}, entonces yi ∈ f(yi+1)

para toda i ∈ N, como f es unión de las gráficas de las funciones de F , existe
ϕ1, ϕ2, . . . ∈ F una sucesión tal que yi ∈ ϕi(yi+1) para cada i ∈ N. Definimos los
siguientes conjuntos

C1 = ĺım
←−
{X, f1}

y para n > 1,
Cn = ĺım

←−
{X, g},

donde g es la sucesión

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1, f1, f1, . . . ,
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como podemos ver en el siguiente diagrama

X1 ←− X2 ←− X3 ←− · · · ←− Xn−1 ←− Xn ←− . . . .

Por el Teorema 2.6 Cn es un continuo para cada n ∈ N, pues las funciones de
ligadura son continuo-valuadas. Ahora, por el Lema 2.1, Cn ∩Cn+1 6= ∅, pues f1

es universal y tiene punto de coincidencia con ϕi para toda i ∈ N. Ası́, C =
⋃
i>0

Ci

es un conjunto conexo. Dado que f1 es sobreyectiva, para cada n ∈ N, existe
pn ∈ Cn tal que πi(pn) = yi con i ≤ n, es decir,

pn = (y1, y2, . . . , yn−1, yn, p
n
n+1, p

n
n+2, . . .)

de aquı́ que pn ∈ Cn, es decir, π−1
i (yi) es un subbásico tal que π−1

i (yi) ∩Cn 6= ∅
o bien π−1

i (yi)∩C 6= ∅, pues Cn ⊂ C por lo que y ∈ C con x ∈ C. Dado que C
es conexo, C es conexo. Por tanto ĺım

←−
{X, f} ⊆ C.

Por otra parte tenemos que Γ(f) es la unión de las funciones de F , entonces
Γ(ϕi) ⊆ Γ(f) para toda i ∈ N y Γ(f1) ⊆ Γ(f), por lo que Cn ⊆ ĺım

←−
{X, f} para

toda n ∈ N, por la Propiedad 1.1

C =
⋃
i>0

Ci ⊆ ĺım
←−
{X, f},

por lo tanto C ⊂ ĺım
←−
{X, f} ⊂ C. Con lo que concluimos ĺım

←−
{X, f} es conexo.

Retomando el Ejemplo 2.3 podemos aplicar el teorema anterior ya que se cum-
ple con todas las hipótesis. Y por lo tanto K es conexo.

Ejemplo 2.4. Sean g1 definida como

g1(x) =



{0, x} si 0 ≤ x ≤ 1
4

0 si 1
4
< x < 1

[0, 1] si x = 1
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Y g2 como

g2(x) =



1− x si 0 ≤ x ≤ 3
4

2x− 5
4

si 3
4
< x < 7

8

−4x− 3 si 7
8
< x < 1

Sea F = {g1, g2}, la gráfica de F se ve en la Figura 2.4.

(0,1) (1,1)

(1,0)(0,0)

 1 , 1
 4   4
( )

 3 , 1
 4   4
( )

 7 , 1
 8   2
( )

Figura 2.4: La gráfica de F

Si f = Γ(g1) ∪ Γ(g2), entonces ĺım
←−
{X, f} no es conexo, pues podemos ver

que existe x ∈ [0, 1] tal que g1(x) no es conexo .

A continuación daremos otras condiciones para obtener un lı́mite inverso co-
nexo que también fue hecho por Ingram T. W. en [6], pero previamente daremos
un lema.

Lema 2.2. Sean f : [0, 1]→ [0, 1] es una función continua tal que

f 2([0, 1]) = f([0, 1]),

si t ∈ f([0, 1]), y fi = f para cada i ∈ N. Entonces existe x ∈ ĺım
←−
{[0, 1], f} tal
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que x1 = t.

Demostración. Sean t ∈ f([0, 1]) y x1 = t. Como f(f([0, 1])) = f([0, 1]) y
t ∈ f([0, 1]), existe x2 ∈ f([0, 1]) tal que f(x2) = x1. De manera similar, puesto
que x2 ∈ f([0, 1]) = f(f([0, 1])), existe x3 ∈ f([0, 1]), tal que f(x3) = x2.
Continuando de esta manera obtenemos x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ ĺım

←−
{X, f}, con

x1 = t.

Teorema 2.10. Supongamos que F es una colección de funciones continuas de

[0, 1] a [0, 1] tal que f1 ∈ F cumple con las siguientes condiciones:

1. f1([0, 1]) es no degenerado.

2. Si g ∈ F , existe un punto pg ∈ f1([0, 1]), tal que f1(pg) = g(pg).

3. Si g ∈ F entonces g(f1([0, 1])) = g([0, 1]).

Si f es una función tal que es unión de las gráficas de las funciones en F y fi = f

para cada i ∈ N entonces ĺım
←−
{X, f} es un continuo.

Demostración. Sea y ∈ ĺım
←−
{X, f}. Existe una sucesión ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . tal que

ϕi ∈ F y ϕi(yi+1) = yi, para cada i ∈ N. Sea

C1 = ĺım
←−
{X, f1}

y para cada n ∈ N, Cn es el lı́mite inverso cuya sucesión de las funciones de
ligadura estan dadas por

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1, f1, f1, . . .

Usando la condición (2) y aplicando el Lema 2.1 tenemos que Ci ∩ Ci+1 6= ∅
para cada i ∈ N. Ası́ C =

⋃
i>0

Ci es conexo. Si t = yn, por el Lema 2.2 existe

x ∈ ĺım
←−
{X, f1} tal que x1 = yn. El punto pn = (y1, y2, . . . , yn, x2, x3, . . .) está

en Cn y

d(y,pn) <
1

2n
.

Ası́, ĺım
←−
{X, f} ⊂ C, pero C ⊂ ĺım

←−
{X, f}. Por lo tanto, ĺım

←−
{X, f} es un conti-

nuo.
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Van Nall en [12] se muestran resultados relacionados sobre conexidad en don-
de se consideran con lı́mites inversos con una sola función de ligadura cuya gráfica
se puede ver como la unión de otras gráficas de funciones, como lo podemos ver
en seguida.

Teorema 2.11. Supongamos que X es compacto y métrico, y {Fα}α∈Λ es una

colección de subconjuntos cerrados de X × X tal que para cada x ∈ X y para

cada α ∈ Λ, el conjunto {y ∈ X : (x, y) ∈ Fα} es no vacı́o y conexo. Si

F =
⋃
α∈Λ

Fα es un subconjunto cerrado y conexo de X ×X , y para cada y ∈ X ,

el conjunto {x ∈ X : (x, y) ∈ F} es no vacı́o. Entonces ĺım
←−

F es conexo.

Demostración. Renombramos G1 = X y para cada n > 1, sea

Gn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

Xi : (xi+1, xi) ∈ F para i = 1, . . . , n− 1}

y para cada n > 1 y α ∈ Λ, sea

Gn,α = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Gn : (x2, x1) ∈ Fα}.

Entonces, cada Gn es compacto y Gn =
⋃
α∈Λ

Gn,α.

Notemos que G2 es homeomorfo a F . Ası́ G1 y G2 son conexos. Suponga-
mos que para n > 2, Gn−1 es conexo. Sea Ψα : Gn,α → Gn−1 la función
continua definida por Ψα(x) = π2,n(x). Si y = (y1, y2, . . . , yn−1) ∈ Gn−1,
entonces Ψ−1

α (y) = {(z, y1, y2, . . . , yn−1) : (y1, z) ∈ Fα} es homeomorfo a
{z : (y1, z) ∈ Fα}, lo cual por hipótesis es conexo y no vacı́o. Además, Ψα es una
función monótona y sobreyectiva definida en un conjunto compacto y conexo. Se
sigue que Gn,α es conexo para cada α ∈ Λ.

Como para cada y ∈ X el conjunto {x ∈ X : (x, y) ∈ F} es no vacı́o,
tenemos que πi(Gn) = X y π1,2(Gn) es F−1. Ahora supongamos que H y K son
subconjuntos cerrados no vacı́os de Gn tales que Gn = H ∪K. Sea

H∗ = {(a, b) ∈ F : existe (y1, y2, . . . , yn) ∈ H tal que b = y1 y a = y2},

y sea

K∗ = {(a, b) ∈ F : existe (y1, y2, . . . , yn) ∈ K tal que b = y1 y a = y2},
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como K∗ y H∗, son proyecciones de H y K, sobre las dos primeras coordenadas
K∗ y H∗ son la imagen continua de H y K y además son conjuntos cerrados y no
vacı́os cuya unión es el conexo F . Por lo que H∗ ∩K∗ 6= ∅.

Sea (c, d) ∈ H∗∩K∗, existe y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ H tal que y1 = c y y2 = d,
también existe z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ K tal que z1 = c y z2 = d y existe α ∈ Λ

tal que (d, c) ∈ Fα. De este modo el conjunto conexo Gn,α que es subconjunto de
Gn contiene a y y z. Se sigue que Gn es conexo. Ası́ por inducción tenemos que
Gn es conexo para todo n ∈ N.

Para cada n ∈ N, sea

G∗n = {(x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈
∏∞

i=1 X : (x1, x2, . . . , xn) ∈ Gn}.

Nótese que

G∗n = π1(Gn)× π2(Gn)× · · · × πn(Gn)×X × · · ·

ası́ G∗n es producto numerable de conjuntos conexos y compactos. Entonces G∗n
es compacto y conexo para cada n ∈ N. Además, para cada m < n, Gn ⊂ Gm y

ĺım
←
F =

∞⋂
n=1

G∗n, se tiene que ĺım
←
F es conexo.

Comparando los Teoremas 2.9 y 2.11 vemos que la diferencia está en que
en 2.9 necesariamente debe existir una función universal y el caso de 2.11 no,
aunque para ambos casos si debe ocurrir que las imágenes de las funciones deben
mandar a conjuntos conexos. A continuación presentamos un ejemplo donde no
se cumplen las condiciones del Teorema 2.9 pero si las del Teorema 2.11 y que
por lo tanto el lı́mite inverso es conexo.

Ejemplo 2.5. Sea {fi}∞i=0 dada por fi(x) = 1
i

+ x( 1
i+1
− 1

i
) para 0 ≤ x ≤ 1 con

i impar, fi(x) = 1
i+1

+ x(1
i
− 1

i+1
) para 0 ≤ x ≤ 1 con i par, f0(x) = 0 para

0 ≤ x ≤ 1, ver Figura 2.5. Notemos que {fi}∞i=0 cumple con las condiciones del

Teorema 2.11 por lo que ĺım
←−

⋃
i≥0

fi es conexo, pero no existe una función universal

que cumpla el Teorema 2.9.
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Figura 2.5: Gráfica de
⋃
i≥0

fi

El siguiente resultado demuestra que el lı́mite inverso es conexo con una sola
función de ligadura si y sólo si para cada n ∈ N, Gn es conexo. En 2.8, Ingram
demostró lo mismo pero para una sucesión de funciones que no necesariamente
es la misma.

Lema 2.3. Supongamos que X es un continuo de Hausdorff, f : X → 2X una

función usc y para cada n,

Gn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

X : xi ∈ f(xi+1) para i = 1, 2, . . . , n− 1}.

Entonces, ĺım
←−

f es conexo si y sólo si Gn es conexo para cada n.

Demostración. Supongamos que ĺım
←−

f es conexo, observemos que

Gn = π1,n(ĺım
←−

f),

como π1,n es una función continua y ĺım
←−

f es conexo entonces Gn es conexo.
Ahora supongamos que Gn es conexo, por el Teorema 2.11, ĺım

←−
f es conexo.

Ejemplo 2.6. Sea f : [0, 1] → 2[0,1] una función usc cuya gráfica está dada por

la unión de los siguientes conjuntos:

A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1 y y = 1
2
x}
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y

B = {(x, y) : 1
2
≤ x ≤ 1 y y = 2x− 1}.

En la Figura 2.6, A es la gráfica de f1 y B es la gráfica de la función f2. La

función f es usc porque su gráfica es compacta y conexa, es fácil ver que la

gráfica de f ◦ f no es conexa, ver Figura 2.7 , debido a que el punto (1, 0) es un

punto aislado en la gráfica de f ◦ f . Por lo tanto ĺım
←−
{X, f}, por el Lema 2.3, no

es conexo.

B

A

Figura 2.6: Gráfica de f

1

Figura 2.7: Gráfica de f 2

Es el siguiente resultado una concecuencia del Lema 2.3 este establece una
relación entre la función de ligadura f y f−1.

Teorema 2.12. Supongamos que X es un continuo de Hausdorff, f : X → 2X

una función sobreyectiva usc. Entonces ĺım
←−

f es conexo si y sólo si ĺım
←−

f−1 es

conexo.

Demostración. Para cada n ∈ N, sean

Gn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

X : xi ∈ f(xi+1) para i = 1, 2, . . . , n− 1}

G−1
n = {(x1, x2, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

X : xi ∈ f−1(xi+1) para i = 1, 2, . . . , n− 1},
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entonces (x1, x2, . . . , xn) ∈ Gn si y sólo si (xn, xn−1, . . . , x1) ∈ G−1
n . Notemos

que Gn es homeomorfo a G−1
n . Además, por Lema 2.3, ĺım

←−
f es conexo si y sólo

si Gn es conexo para cada n ∈ N y ĺım
←−

f−1 es conexo si y sólo si G−1
n es conexo

para cada n ∈ N. De aquı́ que ĺım
←−

f es conexo si y sólo si ĺım
←−

f−1 es conexo.

Ejemplo 2.7. Consideremos la función f dada en el Ejemplo 2.6. Definimos los

siguientes conjuntos, ver Figura 2.8.

A1 = {(x, y) ∈ A : x ≤ 2

3
}, A2 = {(x, y) ∈ A : x ≥ 2

3
}.

B1 = {(x, y) ∈ B : x ≤ 2

3
}, B2 = {(x, y) ∈ B : x ≥ 2

3
}.

B1

A1

A2

B2

2/3

Figura 2.8: Γ(f) = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4

Consideremos F1 una función usc tal que su gráfica es A ∪ (A1 ∪ B2) por

Teorema 2.11

ĺım
←−

F1

es conexo. Ahora si al conjunto A ∪ (A1 ∪ B2) unimos B1 obtenemos la gráfica
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de la función usc F2 = f por lo que

ĺım
←−

F2

no es conexo.

A U (A1 U B2)

2/3

Figura 2.9: A ∪ (A1 ∪B2)

De manera similar usando Teorema 2.11 y el Teorema 2.3, se puede ver que si

G1 es una función usc cuya gráfica es A1 ∪ B entonces ĺım
←−

G1 es conexo pero si

G2 es una función usc que tiene por gráfica la unión de A1 ∪B con A2 entonces

ĺım
←−

G2 = ĺım
←−

f

no es conexo. Esto demuestra que es necesario suponer que el dominio de cada

función es todo X en el Teorema 2.11.

También A1 ∪ B es la gráfica de una función usc con lı́mite inverso conexo,

pues el lı́mite inverso con la función inversa deA1∪B (ver Figura 2.11) es conexo

por el Teorema 2.12, es conexo. Ahora si se agrega A2 para completar A, vemos

que la función está definido en todo [0, 1] con lı́mite inverso no conexo.
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f 1

f 2

A1

B

Figura 2.10: A1 ∪B

f 1

f 2

Figura 2.11: Gráfica de la función inversa de A1 ∪B

Del ejemplo anterior surge la siguiente pregunta, ¿si ĺım
←−

f es conexo entonces
que clase de conjunto se puede agregar a la gráfica de f para que el lı́mite inverso
siga siendo conexo? El siguiente teorema da respuesta parcial a esta pregunta.
Para ello necesitamos de la siguiente definición.
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Definición 2.3. Dado un continuo X , y enteros m,n, entonces

⊕
:

n∏
i=1

Xi ×
m∏
i=1

Xi →
n+m∏
i=1

Xi,

se define como

(x1, . . . , xn)⊕ (y1, . . . , ym) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)

Teorema 2.13. Supongamos X es un continuo de Hausdorff y f : X → 2X es

una función usc sobreyectiva tal que ĺım
←−

f es conexo, g : X → X es una función

continua tal que fg = gf y las gráficas de f y g no son disjuntas. Entonces

ĺım
←−

f ∪ g es conexo.

Demostración. Para cada n > 1, sean

Gn(f ∪ g) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

X : xi ∈ f ∪ g(xi+1) para 1 ≤ i < n},

y

Gn(f) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Gn(f ∪ g) : xi ∈ g(xi+1) para cada i < n}

y para cada j < n

Gj
n = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Gn(f ∪ g) : xj = g(xj+1)}.

Mostraremos que Gn(f ∪ g) es conexo para todo n > 1. Como G2(f ∪ g) es
homeomorfo a la gráfica de f ∪ g, entonces G2 es conexo. Supongamos que

Gn−1(f ∪ g)

es conexo.

De las definiciones anteriores podemos decir que

Gn(f ∪ g) = Gn(f) ∪
n−1⋃
j=1

Gj
n.

Como las gráficas de f y g no son disjuntas, existe z ∈ X tal que g(z) ∈ f(z) y
para cada j < n, existe x ∈ Gn(f) tal que πj+1(x) = z. Además, x ∈ Gn(f)∩Gj

n.
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Como ĺım
←−

f es conexo, Gn(f) es conexo por el Lema 2.3. Mostraremos ahora que

Gj
n es conexo para cada j < n, que implicarı́a que Gn(f ∪ g) es conexo.

Para ver que G1
n es conexo, sea h : Gn−1(f ∪ g)→ G1

n definida como

h(x1, x2, . . . , xn−1) = (g(x1), x1, x2, . . . , xn−1),

dado que h es una función biyectiva continua sobre un espacio métrico compacto
a un espacio de Hausdorff tenemos que h es un homeomorfismo.

Por otra parte para cada j < n − 1, consideremos la siguiente función Ψj :
n∏
i=1

X →
n∏
i=1

X definida por

Ψj(x) = π[1,j](x)⊕ (g(πj+2(x)))⊕ π[j+2,n](x).

Observemos que para cada j, Ψj es continua. Ahora mostraremos que Ψj |Gj
n
:

Gj
n → Gj+1

n es sobreyectiva.
Sea x ∈ Gj+1

n , es decir, suponemos x ∈ Gn y πj(x) = g(πj+1(x)). Ahora

πj+1(x) = g(πj+2(x)) o πj+1(x) ∈ f(πj+2(x)).

Si πj+1(x) = g(πj+2(x)), entonces x ∈ Gj
n, y Ψj(x) = x. Por lo que Ψj(x) ∈

Gj+1
n . Si πj+1(x) ∈ f(πj+2(x)), entonces

πj(x) ∈ g(f(πj+2(x))) = f(g(πj+2(x))).

Ası́ que existe z ∈ f(πj+2(x)) tal que πj(x) = g(z). Por lo tanto, w = π[1,j](x)⊕
(z) ⊕ π[j+2,n](x), es un elemento de Gj

n y Ψj(w) = x. Nuevamente, esto im-
plica que x ∈ Ψj(G

j
n). Con lo anterior conluimos que Ψj |Gj

n
: Gj

n → Gj+1
n es

sobreyectiva.
Se sigue que para cadaGj

n es conexo, por lo queGn es conexo. De esta manera
por el Lema 2.3, tenemos que ĺım

←−
f ∪ g es conexo.

La condición f ◦ g = g ◦ f del teorema anterior puede ser un obstáculo para
verificarla. Sin embargo Van Nall en [12] afirma que un caso fácil de comprobar
cuando g es la constante con valor b y f(b) = {b}, veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.8. De acuerdo con el Ejemplo 2.2 tenemos que el lı́mite inverso es

conexo cuando la gráfica de la función de ligadura f−1 es como se muestra en

la Figura 2.12. Si deseamos aplicar el Teorema 2.13, podemos elegir g : [0, 1]→
[0, 1] definida como g(x) = b con 0 < b ≤ 1, y se cumple que f−1(b) = {b}.
Además,

(f−1 ◦ g)(x) = f−1(g(x)) = f−1(x) = {x}

y si x = 0 entonces f−1(x) = [0, 1]. Por otro lado

(g ◦ f−1)(x) = g(f−1(x)) = g({x}) = {x}

y si x = 0, entonces g(f−1(x)) = g([0, 1]) = [0, 1]. Por lo tanto, f−1◦g = g◦f−1.

Como las gráficas de g y f−1 no son disjuntas, ver Figura 2.13, tenemos que

ĺım f−1 ∪ g es conexo.

Figura 2.12: Γ(f−1)
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b

g(x)=b

Figura 2.13: Γ(f−1 ∪ g)

Teorema 2.14. Sean X un continuo de Hausdorff y f : X → 2X una función usc

sobreyectiva tal que ĺım
←−

f es conexo. Si se satisface lo siguiente:

1. Sean D ⊆ X cerrado y g : D → X continua tal que Γ(f ∪ g) es conexa.

2. Si x es tal que x ∈ Fr(D) entonces g(x) ∈ f(x).

3. si g(x) = x para cada x ∈ D o para algún a ∈ X , g(x) = a para cada

x ∈ D.

Entonces ĺım
←−

f ∪ g es conexo.

Demostración. Para cada n > 1, renombramos Gn de la siguiente manera:

Gn =

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

X : xi ∈ f(xi+1) para 1 ≤ i ≤ n

}

y Gn(f ∪ g) como{
(x1, x2, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

X : xi ∈ f(xi+1) ∪ g(xi+1) para 1 ≤ i ≤ n

}
.
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Ahora, para n > 1 definimos G0
n = Gn(f ∪ g) y para cada 1 ≤ j ≤ n− 1,

Gj
n = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Gn(f ∪ g) : xi ∈ f(xi+1) para n− j < i < n} .

Notemos que para cada n > 1, tenemos Gn = Gn−1
n ⊂ Gn−2

n ⊂ · · · ⊂ G0
n =

Gn(f ∪ g), también que para cada n > 1, Gn(f) es conexo, pues ĺım
←−

f es conexo.

Por el Lema 2.3, debemos mostrar que G0
m = Gm(f ∪ g) es conexo para cada

m > 1. Supongamos que G0
m no es conexo para cada m > 0. Sea n el número

natural más pequeño tal que Gj
n no es conexo para algún j tal que 0 ≤ j < n− 1.

Como Gn−1
n = Gn(f) es conexo existe k tal que Gk+1

n es conexo y Gk
n no es

conexo. Mostraremos que para cada x ∈ Gk
n\Gk+1

n , existe un subconjunto conexo
de Gk

n que contiene a x y un punto de Gk+1
n , esto va a contradir la conexidad de

Gk
n. Notemos que G1

2 = G2(f) supongamos es conexo y G0
2 es homeomorfo a la

gráfica de f ∪ g, la cuál es conexo. Por lo tanto n > 2.

Supongamos que g(x) = x para cada x ∈ D. Dado x ∈ Gk
n \ Gk+1

n , se tiene
que πn−k−1(x) ∈ f ∪ g(πn−k(x)) y πn−k−1(x) ∈ X \ f(πn−k(x)). Entonces

πn−k−1(x) = g(πn−k(x)) = πn−k(x)

y πn−k(x) ∈ D. Sea x′ = π[1,n−k−2](x) ⊕ πn−k,n(x); es decir, x′ se obtiene
moviendo la coordenada (n− k − 1)-ésima de x. Notemos que x′ ∈ Gk

n−1.

Sea W = {z ∈ Gk
n−1 : πn−k(z) ∈ D} y sea K la componente de W tal que

x′ ∈ K. Como las gráficas de f y g son cerradas y G(f ∪ g) es conexa existe
y ∈ Gk

n−1 que es conexo, tal que πn−k(y) ∈ D y πn−k(y) = g(πn−k(y)) ∈
f(πn−k(y)). Si y ∈ K, entonces hacemos y′ = y. Si y /∈ K entonces K contiene
un punto y′ en la frontera deW enGk

n−1. Se sigue que πn−k(y′) está en la frontera
de D en X y por lo tanto,

πn−k(y
′) = g(πn−k(y

′)) ∈ f(πn−k(y
′)).

Por lo que K es un continuo tal que πn−k(K) ⊂ D, y K contiene x′ y y′ tal que

πn−k(x
′) = g(πn−k(x

′)) ∈ f(πn−k(x
′)).
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Ahora sea F : K → Gk
n, definida por F (z) = π[1,n−k](z) ⊕ π[n−k,n−1](z), es

decir, inserta una nueva coordenada entre la coordenada k − 1 y la coordenada k
de z igual a la coordenada k de z. Esta función F es un homeomorfismo sobre
K y K∗ = F (K) es un continuo en Gk

n, dado que x = F (x′), tenemos que Gk
n

contiene a los puntos x y F (y′) que están en Gk+1
n . Como Gk

n es conexo, tenemos
una contradicción. Se sigue que G0

n = Gn(f ∪ g) es conexo para cada n. Por lo
tanto, ĺım

←−
f ∪ g es conexo en caso que g(x) = x, para cada x ∈ D.

Ahora supongamos que existe a ∈ X tal que g(x) = a para cada x ∈ D. Sea
x ∈ Gk

n \ Gk+1
n , esto implica que πn−k−1(x) ∈ f ∪ g(πn−k(x)) y πn−k−1(x) ∈

X \ f(πn−k(x)). Se sigue que πn−k−1(x) = a = g(πn−k(x)) y πn−k(x) ∈ D. Sea
x′ = π[n−k,n](x), notemos que x′ ∈ Gn−k+1 = Gn−k+1(f).

Sea W = {z ∈ Gk
n−k+1 : π1(z) ∈ D} y K una componente de W tal que

x′ ∈ K. Como las gráficas de f y g son cerradas y G(f ∪ g) es conexo existe
un punto y en el conjunto conexo Gk

n−k+1 tal que π1(y) ∈ D y a = g(π1(y)) ∈
f(π1(y)). Si y ∈ K, sea y = y′. Si y /∈ K, entonces K contiene un punto y′ en
la frontera de W en Gn−k+1. Se sigue que π1(y) está en la frontera de D, y ası́
a = g(π1(y′)) ∈ f(π1(y′)). Por lo tanto, K es un continuo tal que π1(K) ⊂ D,
contiene a los puntos x′,y′ y satisfacen que a = g(π1(y′)) ∈ f(π1(y′)). No-
temos que la primera coordenada de cada elemento de K está en D. Si unimos
π[1,n−k−1](x) con cualquier punto de K, el resultado da un punto en Gk

n. Es decir,
sea F : K → Gk

n, definida por F (z) = π[1,n−k−1](x) ⊕ z. Esta función es un ho-
meomorfismo sobreK, yK∗ = F (K) es un continuo enGk

n, dado que x = F (x′),
tenemos que x ∈ K∗ y F (y′) ∈ K∗, que está en Gk+1

n .

Dado queGk
n es conexo, se tiene una contradicción. Se sigue queG0

n = Gn(f∪
g) es conexo para cada n. Por lo tanto, ĺım

←−
f ∪ g es conexo en caso que g(x) = a,

para cada x ∈ D.

De acuerdo con el Teorema 2.14, si ĺım
←−

f es conexo y g : [c, d] → X es una
función constante g(x) = a, las condiciones g(c) ∈ f(c) y g(d) ∈ f(d) implican
que a ∈ f(c) y a ∈ f(d), o bien c ∈ f−1(a) y d ∈ f−1(a). Por tanto {c, d} ⊂
f−1(a). Lo anterior lo podemos escribir ası́ si ĺım

←−
f es conexo y agregamos a

la gráfica de f una lı́nea horizontal de la forma {(x, a) : c ≤ x ≤ d}, donde
{c, d} ⊂ f−1(a) ∪ {0, 1}, entonces el lı́mite inverso con esta nueva función de
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ligadura, es conexo. Ahora por el Teorema 2.12 se tiene que ĺım
←−

f−1 es conexo.
Aplicando Teorema 2.14, ĺım

←−
f−1∪g es conexo, y nuevamente usando el Teorema

2.12,obtenemos que

ĺım
←−

(f−1 ∪ g)−1 = ĺım
←−

(f−1)−1 ∪ (g)−1 = ĺım
←−

f ∪ (g)−1,

es conexo. Por tanto agregando la lı́nea vertical a f , {(a, x) : c ≤ x ≤ d}, donde
{c, d} ⊂ f(a) ∪ {0, 1} el lı́mite inverso con esta nueva función de ligadura, es
conexo.

Cuando se aplican los resultados de los Teoremas 2.12 y 2.14, para el caso
donde f : X → 2X y ĺım

←−
f es conexo, podemos ver que si agregamos a la gráfica

de f una lı́nea horizontal de la forma {(x, a) : c ≤ x ≤ d}, donde {c, d} ⊂
f−1(a) ∪ {0, 1} o si agregamos a la gráfica de f una lı́nea vertical, de la forma
{(a, x) : c ≤ x ≤ d}, donde {c, d} ⊂ f(a) ∪ {0, 1}, entonces el lı́mite inverso
con esta nueva función de ligadura, es conexo.

Definición 2.4. Sean f : X → 2X una función usc y g : X → X una función

continua. La función F = g−1fg = g−1 ◦ f ◦ g composición de g−1, f y g esta

definida como y ∈ g−1fg(x) si y solo si g(y) ∈ f(g(x)).

Definición 2.5. Si h : X → 2X es semiconjugada de una función usc f : X →
2X , entonces es equivalente a lo siguiente, si existe una función continua g : X →
X tal que gh = fg.

Proposición 2.1. Si h : X → 2X es semiconjugada de una función usc f :

X → 2X entones es equivalente a que exista una función continua sobreyectiva

g : X → X tal que h = g−1fg.

Demostración. Supongamos que h : X → 2X es semiconjugada de una función
usc f : X → 2X , entonces existe una función continua g : X → X tal que
gh = fg.

Sea x ∈ X demostraremos que h(x) = (g−1fg)(x). Dada y ∈ h(x), se tiene
g(y) ∈ g(h(x)) = f(g(x)). Ası́ g(y) ∈ f(g(x)). Por lo tanto y ∈ (g−1fg)(x).

Ahora sea y ∈ (g−1fg)(x). Supongamos que y /∈ h(x), entonces g(y) /∈
g(h(x)) = f(g(x)), ası́ g(y) /∈ f(g(x)), es decir, y /∈ (g−1fg)(x). Por lo tanto
y ∈ h(x).
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Supongamos que h : X → 2X y f : X → 2X son funciones conjunto-
valuadas y que existe g : X → X continua y sobreyectiva tal que h = g−1fg. Sea
x ∈ X , ası́ h(x) = g−1fg(x), g(h(x)) = g(g−1fg(x)), como g es sobreyectiva
entonces g(g−1fg(x)) = (gg−1)(fg(x)) = fg(x). Por lo tanto g(h(x)) = fg(x).

Teorema 2.15. Sean X es un continuo de Hausdorff, f : X → 2X es una función

usc sobreyectiva y g : X → X una función continua y sobreyectiva. Si ĺım
←−

g−1fg

es conexo, entonces ĺım
←−

f es conexo.

Demostración. Para cada n, sea

Gn =

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

X : xi ∈ f(xi+1) para i ≤ n− 1

}

y para cada n, sea

G′n =

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

X : xi ∈ g−1fg(xi+1) para i ≤ n− 1

}
.

Mostraremos que la función ϕ : G′n → Gn, definida por

ϕ((x1, x2, . . . , xn)) = (g(x1), g(x2), . . . , g(xn))

está bien definida. Sea (x1, x2, . . . , xn) ∈ G′n, como xi ∈ g−1fg(xi+1) para i ≤
n−1, tenemos g(xi) ∈ (fg)(xi+1) para i ≤ n−1. Por lo tanto (g(x1), g(x2), . . . , g(xn)) ∈
Gn.

Sean (y1, y2, . . . , yn) ∈ Gn y (x1, x2, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

X tales que xi ∈ g−1(yi)

para cada i ≤ n, de lo anterior yi ∈ f(yi+1) = f(g(xi+1)) para i ≤ n− 1, por lo
que para cada i ≤ n− 1,

xi ∈ g−1(yi) ⊂ g−1f(g(xi+1)).

Por lo tanto (x1, x2, . . . , xn) ∈ Gn. Concluimos ası́ que la función continua ϕ está
bien definida y además es sobreyectiva.
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Puesto que ĺım
←−

g−1fg es conexo, G′n es conexo para cada n ∈ N, ası́ Gn es
conexo para cada n ∈ N, de aquı́ ĺım

←−
f es conexo.

El Teorema anterior es de mucha utilidad para construir nuevas funciones
donde el lı́mite inverso es disconexo, si f : X → 2X es una función conjunto-
valuada tal que ĺım

←−
f no es conexo, entonces para cualquier función g : X → X ,

ĺım
←−

g−1fg no es conexo.
El Teorema 2.12, muestra un resultado para cuando se considera una sola fun-

ción de ligadura. La pregunta obligada es que si es posible obtener un resultado
similar cuando se considera una sucesión de funciones de ligadura. T. W. Ingram
y Marsh muestran en [10] un ejemplo en donde esto se cumple cuando se tiene
mas de una función de ligadura.

Ejemplo 2.9. Sean f1 : [0, 1]→ 2[0,1], dada por f1(t) = {t, (t+3)/4} y f2(t) = t

para 0 ≤ t < 1/4, f2(t) = {t, (4t− 1)/2} para 1/4 ≤ t ≤ 3/4, y f2(t) = t para

3/4 ≤ t ≤ 1, ver en las Figuras 2.14 y 2.15. Para n > 2, sea fn(t) = t para cada

t ∈ [0, 1]. Sea g una sucesión tal que gn = f−1
n para cada n ∈ N. Entonces, ĺım

←
f

es conexo y ĺım
←

g no lo es.

Demostración. Sean

∆ = {x ∈ [0, 1]∞ : xj = x1 para j = 2, 3, . . .},

G′(f1, f2) = {(x1, x2, x3) ∈ [0, 1]3 : x1 ∈ f1(x2) y x2 ∈ f2(x3)},

A1 = {(x, x, x) ∈ [0, 1]3 : x ∈ [0, 1]},

A2 = {(x, x, (2x+ 1)/4) : x ∈ [0, 1]},

A3 = {(t, 4t− 3, 4t− 3) : t ∈ [3/4, 1]},

y
A4 = {(t, 4t− 3, (8t− 15)/4) : t ∈ [3/4, 1]}.

Notemos que G′(f1, f2) es unión de los cuatro arcos A1, A2, A3 y A4. Además
(1/2, 1/2, 1/2) ∈ A1 ∩ A2, (1, 1, 3/4) ∈ A2 ∩ A4 y (1, 1, 1) ∈ A1 ∩ A3. Se
sigue que G′(f1, f2) es conexo. Por el Teorema 2.3, ĺım

←
f es conexo, porque G1 =

G1(f−1
1 )×∆ y Gn = G′(f1, f2)×∆ para n ≥ 2 son conexos.
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Por otro lado G(g13) no es conexo porque el punto (1, 0) es punto aislado de
G(g13), ası́ por el Teorema 3.1, ĺım

←
g no es conexo.

(1,1)

(0,3/4)

(0,0)

Figura 2.14: Γ(f1)

(1,1)

(0,3/4)

(0,0)

Figura 2.15: Γ(f2)
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2.2. Productos Ingram-Mahavier

En [4] se introducen los productos de Ingram-Mahavier para obtener resulta-
dos de conexidad de lı́mites inversos generalizados. A continuacion lo describi-
mos y veremos resultados relacionados a este concepto.

2.2.1. Producto de Ingram-Mahavier

Definición 2.6. Supongamos que X , Y y Z son espacios topológicos, y A ⊂
X × Y,B ⊂ Y × Z, entonces definimos el producto de Ingram-Mahavier A ? B

como sigue:

A ? B = {(x, y, z) ∈ X × Y × Z : (x, y) ∈ A y (y, z) ∈ B}.

Lo abreviamos y llamamos A ? B como producto IM. Los productos IM tie-
nen propiedades topológicas interesantes que enlistaremos en la Sección 2.2.2. Si
x1 = (x, y) ∈ X × Y y x2 = (y, z) ∈ Y × Z entonces escribiremos x1 ? x2 en
lugar de {x1} ? {x2}. Por supuesto que x1 ? x2 = {(x, y, z)}.

El espacio intermedio Y en la definición anterior juega un papel muy impor-
tante.

Notación. πX×YY denota la función proyección de X × Y sobre Y y πY×ZY

denota la función proyección de Y × Z sobre Y . Y πX×Y×ZY denota la función
proyección de X × Y × Z sobre Y . Usaremos πY para denotar estas funciones
proyección, de acuerdo al contexto podremos diferenciarlas, si no hay confusión.

Definición 2.7. DadoG ⊂ X×Y , πGY : G→ Y esta definida por πGY ((x, y)) = y,

para (x, y) ∈ G. Si H ⊂ Y × Z definimos πHY de manera similar.

Proposición 2.2. Supongamos que X , Y y Z son espacios topológicos, y A ⊂
X × Y,B ⊂ Y ×Z. Entonces A?B = ∅ si y solo si πX×YY (A)∩ πY×ZY (B) = ∅.

Demostración. y ∈ πX×YY (A)∩πY×ZY (B), si y solo si existen x ∈ X y z ∈ Z tales
que πX×YY ((x, y)) = y y πY×ZY ((y, z)) = y si y solo si (x, y) ∈ A y (y, z) ∈ B si
y solo si (x, y, z) ∈ A ? B.

Ahora supongamos que para i > 0, Ii es el intervalo [0, 1] y fi : Ii+1 → 2Ii es
usc sobreyectiva cuya gráfica Γ(fi) es conexa.
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Una pregunta natural es la siguiente ¿qué relación hay entre los lı́mites in-
versos generalizados y los productos IM? Después de presentar algunos hechos
básicos relacionados a la pregunta anterior se dará respuesta a esta pregunta.

2.2.2. Propiedades de los productos IM

Un básico en X × Y × Z, X × Y o Y × Z es un conjunto de la forma
AX × AY × AZ , AX × AY o AY × AZ respectivamente, para algunos AX ⊂ X ,
AY ⊂ Y y AZ ⊂ Z.

En las proposiciones siguientes X , Y , Z y W serán espacios topológicos.

Proposición 2.3. Si G ⊂ X × Y y H ⊂ Y × Z. Entonces G ? H = (G × Z) ∩
(X ×H).

Demostración. Sea (x, y, z) ∈ G ? H , entonces (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ H y como
G ⊂ X × Y y H ⊂ Y × Z tenemos que x ∈ X , y ∈ Y y z ∈ Z, ası́ (x, y, z) ∈
G× Z y (x, y, z) ∈ X ×H . Por lo tanto (x, y, z) ∈ (G× Z) ∩ (X ×H).
Ahora, si (x, y, z) ∈ (G×Z)∩ (X×H), entonces (x, y, z) ∈ G×Z y (x, y, z) ∈
X ×H , de aquı́ que (x, y) ∈ G, y (y, z) ∈ H . Por lo tanto (x, y, z) ∈ G ?H .

Proposición 2.4. Si G ⊂ X ×Y y H ⊂ Y ×Z. Entonces πY (G?H) = πY (G)∩
πY (H)

Demostración. Sea y ∈ πY (G ? H), entonces existe (x, y, z) ∈ G ? H tal que
πY ((x, y, z)) = y y (x, y) ∈ G, (y, z) ∈ H . De aquı́ que πY ((x, y)) = y y
πY ((y, z)) = y. Por lo tanto y ∈ πY (G) ∩ πY (H).

Ahora, si y ∈ πY (G) ∩ πY (H), existen (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ H , tales que
πY ((x, y)) = y y πY ((y, z)) = y. Por lo tanto (x, y, z) ∈ G ?H y πY ((x, y, z)) =

y, con esto y ∈ πY (G ? H).

Proposición 2.5. Si G, J ⊂ X × Y y H,K ⊂ Y × Z. Entonces

(G ∩ J) ? (H ∩K) = (G ? H) ∩ (J ? K) = (G ? K) ∩ (J ? H).

Demostración. Notese que (x, y, z) ∈ (G∩J)?(H∩K), si y sólo si (x, y) ∈ G∩J
y (y, z) ∈ H ∩K, o bien (x, y) ∈ G, (x, y) ∈ J , (y, z) ∈ H y (y, z) ∈ K. De esta
manera, por un lado, tenemos (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ H si y solo si (x, y, z) ∈ G?H
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por otro lado (x, y) ∈ J y (y, z) ∈ K si y sólo si (x, y, z) ∈ J ? K si y sólo si
(x, y, z) ∈ (G ? H) ∩ (J ? K).

De otra forma también podemos decir que (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ K si y sólo
si (x, y, z) ∈ G ? K, y (x, y) ∈ J y (y, z) ∈ H si y sólo si (x, y, z) ∈ J ? H . Por
lo tanto (x, y, z) ∈ (G ? K) ∩ (J ? H).

Proposición 2.6. Si G, J ⊂ X × Y y H,K ⊂ Y × Z. Entonces

(G ∪ J) ? (H ∪K) = (G ? H) ∪ (J ? K) ∪ (G ? K) ∪ (J ? H).

Demostración. Sea
(x, y, z) ∈ (G ∪ J) ? (H ∪K),

entonces (x, y) ∈ G ∪ J y (y, z) ∈ H ∪ K. De aquı́ obtenemos los siguientes
casos:

Caso I Si (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ H , entones (x, y, z) ∈ G ? H . Ası́,

(x, y, z) ∈ (G ? H) ∪ (J ? K) ∪ (G ? K) ∪ (J ? H).

Caso II Si (x, y) ∈ J y (y, z) ∈ K, entonces (x, y, z) ∈ J ? K. Ası́,

(x, y, z) ∈ (G ? H) ∪ (J ? K) ∪ (G ? K) ∪ (J ? H).

Caso III Si (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ K, entonces (x, y, z) ∈ G ? K. Ası́,

(x, y, z) ∈ (G ? H) ∪ (J ? K) ∪ (G ? K) ∪ (J ? H).

Caso IV Si (x, y) ∈ J y (y, z) ∈ H , si y sólo si (x, y, z) ∈ J ? H . Ası́,

(x, y, z) ∈ (G ? H) ∪ (J ? K) ∪ (G ? K) ∪ (J ? H).

Por lo tanto

(G ∪ J) ? (H ∪K) ⊆ (G ? H) ∪ (J ? K) ∪ (G ? K) ∪ (J ? H).
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Ahora sea (x, y, z) ∈ (G?H)∪ (J ?K)∪ (G?K)∪ (J ?H). Obtenemos los
siguientes casos:

Caso I Si (x, y, z) ∈ G ? H , entonces (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ H . De aquı́ que
(x, y) ∈ G ∪ J y (y, z) ∈ H ∪K. Ası́, (x, y, z) ∈ (G ∪ J) ? (H ∪K).

Caso II Si (x, y, z) ∈ J ? K, entonces (x, y) ∈ J y (y, z) ∈ K. De aquı́ que
(x, y) ∈ J ∪G y (y, z) ∈ K ∪H . Ası́, (x, y, z) ∈ (J ∪G) ? (K ∪H).

Caso III Si (x, y, z) ∈ G ? K, entonces (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ K. De aquı́ que
(x, y) ∈ G ∪ J y (y, z) ∈ K ∪H . Ası́, (x, y, z) ∈ (G ∪ J) ? (K ∪H).

Caso IV Si (x, y, z) ∈ J ? H , entonces (x, y) ∈ J y (y, z) ∈ H . De aquı́ que
(x, y) ∈ J ∪G y (y, z) ∈ H ∪K. Ası́, (x, y, z) ∈ (J ∪G) ? (H ∪K).

Por lo tanto (G ?H) ∪ (J ? K) ∪ (G ?K) ∪ (J ? H) ⊆ (G ∪ J) ? (H ∪K).

Proposición 2.7. Supongamos que G, J ⊂ X × Y y H,K ⊂ Y × Z. Entonces

(G ∪ J) ? (H ∩K) = [(G ? H) ∩ (G ? K)] ∪ [(J ? K) ∩ (J ? H)]

y

(G ∩ J) ? (H ∪K) = [(G ? H) ∩ (J ? H)] ∪ [(G ? K) ∩ (J ? K)].

Demostración. Primero demostremos que

(G ∪ J) ? (H ∩K) = [(G ? H) ∩ (G ? K)] ∪ [(J ? K) ∩ (J ? H)]

(x, y, z) ∈ (G ∪ J) ? (H ∩K), si y sólo si (x, y) ∈ G ∪ J y (y, z) ∈ H ∩K. Ası́
tenemos los casos siguientes:

Caso I (x, y) ∈ G, (y, z) ∈ H y (y, z) ∈ K, si y sólo si (x, y, z) ∈ G ? H y
(x, y, z) ∈ G ? K, si y sólo si (x, y, z) ∈ (G ? H) ∩ (G ? K), si y sólo si
(x, y, z) ∈ [(G ? H) ∩ (G ? K)] ∪ [(J ? K) ∩ (J ? H)].

Caso II (x, y) ∈ J , (y, z) ∈ H y (y, z) ∈ K, si y sólo si (x, y, z) ∈ J ? H y
(x, y, z) ∈ J ? K, si y sólo si (x, y, z) ∈ (J ? H) ∩ (J ? K), si y sólo si
(x, y, z) ∈ [(G ? H) ∩ (G ? K)] ∪ [(J ? K) ∩ (J ? H)].

Por lo tanto,
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(G ∪ J) ? (H ∩K) = [(G ? H) ∩ (G ? K)] ∪ [(J ? K) ∩ (J ? H)].

De manera similar se demuestra que

(G ∩ J) ? (H ∪K) = [(G ? H) ∩ (J ? H)] ∪ [(G ? K) ∩ (J ? K)].

Proposición 2.8. SiG ⊂ X×Y ,H ⊂ Y×Z yL ⊂ Z×W . Entonces (G?H)?L =

G ? (H ? L), en tal caso simplemente escribiremos G ? H ? L.

Demostración. (x, y, z, w) ∈ (G?H) ?L si y sólo si (x, y, z) ∈ G?H y (z, w) ∈
L, si y sólo si (x, y) ∈ G, (y, z) ∈ H y (z, w) ∈ L, si y sólo si (y, z, w) ∈ H ? L

y como (x, y) ∈ G, (x, y, z, w) ∈ G ? (H ? L).

Proposición 2.9. Supongamos que G = g1× g2 es un subconjunto básico abierto

de X × Y y H = h2 × h3 es un subconjunto abierto básico de Y × Z. Entonces

G ? H = g1 × (g2 ∩ h2) × h3 es un subconjunto básico abierto de X × Y × Z,

que es vacı́o si g2 ∩ h2 = ∅.

Demostración. Como G y H son abiertos básicos de X × Y y Y × Z respecti-
vamente g1 es abierto de X , g2 y h2 abiertos de Y y h3 abierto de Z, por lo que
g2 ∩h2 es abierto de Y . Por lo tanto, g1× (g2 ∩h2)×h3 es un subconjunto básico
abierto de X × Y × Z.

Proposición 2.10. Si G es un abierto de X × Y y H es un abierto de Y × Z.

Entonces G ? H es un abierto de X × Y × Z, que puede ser vacı́o.

Demostración. Supongamos que G ? H 6= ∅, sea (x, y, z) ∈ G ? H , entonces
(x, y) ∈ G y (y, z) ∈ H , ahora como G y H son abiertos existen U abierto
en X , V, V ′ abiertos en Y y W abierto en Z, tales que (x, y) ∈ U × V ⊂ G,
(y, z) ∈ V ′×W ⊂ H . Ası́, U = U × (V ∩ V ′)×W , es un básico de X × Y ×Z
tal que (x, y, z) ∈ U ⊂ G ? H .

Proposición 2.11. Si G ⊂ X × Y y H ⊂ Y × Z. Entonces
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(X × Y × Z) \ (G ? H) =

[((X×Y )\G)×Z]∪ [X× ((Y ×Z)\H)]∪ [X× (Y \ (πY (G)∩πY (H)))×Z].

Demostración. (x, y, z) ∈ X × Y ×Z \ (G?H), si y sólo si (x, y, z) /∈ (G?H),
y tenemos los siguientes casos:

Caso I (x, y) ∈ G y (y, z) /∈ H , si y sólo si (x, y, z) ∈ X × ((Y × Z) \H).

Caso II (x, y) /∈ G y (y, z) ∈ H , si y sólo si (x, y, z) ∈ ((X × Y ) \G)× Z.

Caso III (x, y) /∈ G y (y, z) /∈ H , si y sólo si y /∈ πY (G) y y /∈ πY (H) o bien
y /∈ πY (G)∩πY (H), si y sólo si (x, y, z) ∈ X×(Y \(πY (G)∩πY (H)))×Z.

Con estos tres casos tenemos que

(x, y, z) ∈
[((X×Y )\G)×Z]∪ [X× ((Y ×Z)\H)]∪ [X× (Y \ (πY (G)∩πY (H)))×Z].

Ahora, si (x, y, z) ∈ [((X × Y ) \G)× Z] ∪ [X × ((Y × Z) \H)] ∪ [X × (Y \
(πY (G) ∩ πY (H)))× Z] se cumplen cualquiera de los casos anteriores.

Proposición 2.12. Si X, Y y Z son espacios compactos de Hausdorff, G un sub-

conjunto cerrado de X × Y y H un subconjunto cerrado de Y × Z. Entonces

G ? H es un subconjunto cerrado de X × Y × Z, que puede ser vacı́o.

Demostración. Como G y H son cerrados, tenemos (X × Y ) \ G es abierto en
X × Y , ası́ ((X × Y ) \ G) × Z es abierto en X × Y × Z, (Y × Z) \ H es
abierto en Y × Z, ası́ X × ((Y × Z) \ H) es abierto en X × Y × Z. También
Y \ (πY (G) ∩ πY (H)) es abierto en Y , y X × (Y \ (πY (G) ∩ πY (H))) × Z es
abierto enX×Y ×Z. Por lo que, por la Proposición 3.12,G?H es un subconjunto
cerrado de X × Y × Z.

Proposición 2.13. SiX, Y yZ son espacios compactos de Hausdorff,U es abierto

en el conjunto cerrado G ⊂ X × Y y V es abierto en el conjunto cerrado H ⊂
Y × Z. Entonces U ? V es abierto relativo con respecto a G ? H .
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Demostración. Existen un abierto U ′ de X × Y tal que U = U ′ ∩ G y V ′ un
abierto de Y × Z tal que V = V ′ ∩H . Ahora,

U ? V = (U ′ ∩G) ? (V ′ ∩H) = (U ′ ? V ′) ∩ (G ? H).

Como U ′ ? V ′ es abierto en X × Y × Z, G ? H es cerrado en X × Y × Z,
(U ′ ? V ′) ∩ (G ? H) = U ? V es abierto relativo en G ? H .

Proposición 2.14. Si X, Y y Z son espacios compactos de Hausdorff, G y H son

cerrardos en X × Y y Y ×Z respectivamente y K un subconjunto cerrado de Y .

Entonces

(G ∩ π−1
Y (K)) ? (H ∩ π−1

Y (K)) = ((πGY )−1)(K) ? ((πHY )−1)(K).

Demostración. Sea (x, y, z) ∈ (G∩ π−1
Y (K)) ? (H ∩ π−1

Y (K)), entonces (x, y) ∈
((πGY )−1)(K) ∩G y (y, z) ∈ ((πHY )−1)(K) ∩H , de aquı́ (x, y) ∈ G, (y, z) ∈ H y
y ∈ K. Ası́ (x, y, z) ∈ ((πGY )−1)(K) ? ((πHY )−1)(K). Por lo tanto,

(G ∩ π−1
Y (K)) ? (H ∩ π−1

Y (K)) ⊂ ((πGY )−1)(K) ? ((πHY )−1)(K)

Ahora sea (x, y, z) ∈ ((πGY )−1)(K)?((πHY )−1)(K), entonces (x, y) ∈ ((πGY )−1)(K),
(y, z) ∈ ((πHY )−1)(K), y ∈ K, (x, y) ∈ G y (y, z) ∈ H , por lo que (x, y, z) ∈
(G ∩ π−1

Y (K)) ? (H ∩ π−1
Y (K)). Por lo tanto,

((πGY )−1)(K) ? ((πHY )−1)(K) ⊂ (G ∩ π−1
Y (K)) ? (H ∩ π−1

Y (K)).

Proposición 2.15. Supongamos que S ⊂ Y . Entonces

(πX×Y×ZY )−1(S) = (πX×YY )−1(S) ? (πY×ZY )−1(S).

Demostración. Sea (x, y, z) ∈ (πX×Y×ZY )−1(S), entonces πX×Y×ZY ((x, y, z)) =

y ∈ S, (x, y) ∈ X×Y y (y, z) ∈ Y ×Z, con esto tenemos que πX×YY ((x, y)) = y

y πY×ZY ((y, z)) = y, de aquı́

(x, y) ∈ (πX×YY )−1(S) y (y, z) ∈ (πY×ZY )−1(S).
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Por lo tanto, (x, y, z) ∈ (πX×YY )−1(S) ? (πY×ZY )−1(S).

Ahora, sea (x, y, z) ∈ (πX×YY )−1(S) ? (πY×ZY )−1(S), entonces

(x, y) ∈ (πX×YY )−1(S)

y
(y, z) ∈ (πY×ZY )−1(S)

y y ∈ S. Esto implica que (x, y, z) ∈ X × Y × Z y πX×Y×ZY ((x, y, z)) = y ∈ S.
Por lo tanto,

(x, y, z) ∈ (πX×Y×ZY )−1(S).

Proposición 2.16. SiX, Y y Z son espacios métricos y compactos, yG ⊂ X×Y ,

H ⊂ Y ×Z son subconjuntos cerrados y d1,d2 son métricas sobreX×Y y Y ×Z
respectivamente. Si ε > 0, sean

Nε(G) = {x ∈ X × Y : existe z ∈ G tal que d1(x, z) < ε}

y

Nε(H) = {x ∈ Y × Z : existe z ∈ H tal que d2(x, z) < ε}.

Entonces ⋂
ε>0

(Nε(G) ? Nε(H)) = G ? H

Demostración. Sea x ∈
⋂
ε>0

(Nε(G)?Nε(H)). Si xG = πX×Y (x) y xH = πY×Z(x),

entonces xG ? xH = x. Entonces para cada ε > 0, xG ∈ Nε(G) y xH ∈ Nε(H).
Ası́ xG ∈ G, xH ∈ H y x ∈ G ? H . Por lo tanto⋂

ε>0

(Nε(G) ? Nε(H)) ⊂ G ? H

Si x ∈ G ? H , entonces xG ∈ G y xH ∈ H . Sea ε > 0, entonces d1(xG,xG) =

0 < ε y d2(xH ,xH) = 0 < ε, con esto tenemos que xG ∈ Nε(G) y xH ∈ Nε(H).
Por lo tanto,
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G ? H ⊂
⋂
ε>0

(Nε(G) ? Nε(H)).

Proposición 2.17. Si G ⊂ X × Y , H ⊂ Y × Z, y T un espacio topológico. Si

g : T → G y h : T → H son funciones continuas y πY (g(t)) = πY (h(t)) para

cada t ∈ T , entonces g ? h : T → G ? H , donde (g ? h)(t) = g(t) ? h(t) para

cada t ∈ T , es continua.

Demostración. Veamos que g ? h está bien definida. Sea t ∈ T , si (g ? h)(t) = z1

y (g ? h)(t) = z2 tal que z1 6= z2, entonces πY ((g ? h)(t)) = πY (g(t) ? h(t)) =

πY (g(t)) ∩ πY (h(t)) = πY (g(t)) = πY (h(t)), pues πY (g(t)) = πY (h(t)), pero
como z1 6= z2, πX(z1) = g(t), πX(z2) = g(t) y πX(z1) 6= πX(z2) tenemos que
g(t) no estarı́a bien definida. Por lo tanto, z1 = z2.

Supongamos que t ∈ T , y U = UX × UY × UZ es un abierto básico del
conjunto X×Y ×Z tal que g(t)?h(t) ∈ U . Entonces U ∩G?H es un abierto en
G ?H . Como g y h son continuas existen abiertos V1 y V2 en T con t ∈ V1, V2, tal
que g(V1) ⊂ G ∩ (UX × UY ) y h(V2) ⊂ H ∩ (UY × UZ). Entonces V1 ∩ V2 es un
abierto en T , y si s ∈ V1 ∩ V2, g(s) ? h(s) ∈ U ∩ (G ?H). Por lo tanto, (g ? h)(t)

es continua.

2.2.3. Lı́mites Inversos Generalizados que son productos IM

Consideremos una cantidad finita de funciones de ligadura

{fi : Ii+1 → 2Ii}ni=m

y el siguiente espacio

Gm,n = {xm, xm+1, . . . , xn) ∈
n∏

i=m

xi ∈ fi(xi+1),m ≤ i ≤ n}.

Si m = 1 solo escribimos Gn.

Observemos que Gm,n también lo podemos ver en términos de productos IM

Gm,n = Γm(fm) ? Γm+1(fm+1) ? · · · ? Γn(fn).
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y lo denotaremos como Fi∈[m,n]Γi(fi)

Para una cantidad infinita de funciones de ligadura

{fi : Ii+1 → 2Ii}∞i=n,

escribimos Fi∈[n,∞)Γi(fi).

Observemos que F[m,n]Γ(fi) es igual a(xm, . . . , xn) ∈
∏

i∈[m,n]

Ii : para cada i ∈ [m,n], (xi+1, xi) ∈ Γ(fi)


=

(xm, . . . , xn) ∈
∏

i∈[m,n]

Ii : para cada i ∈ [m,n], xi ∈ fi(xi+1)

 = Gm,n.

Proposición 2.18. Para n ∈ N se cumple que

Gn = Γ−1
1 (f1) ? Γ−1

2 (f2) ? · · · ? Γ−1
n (fn),

donde Γ−1
i (fi) es la gráfica de f−1

i . Además, si para cada i ∈ N fi : Ii+1 → 2Ii

es una función de ligadura usc, entonces

ĺım
←−
{Ii, fi} = Γ−1

1 (f1) ? Γ−1
2 (f2) ? · · · .

Demostración. Sea x ∈ Gn, entonces xi ∈ fi(xi+1) para 1 ≤ i ≤ n, esto implica
que xi+1 ∈ f−1

i (xi), por lo que (xi, xi+1) ∈ Γi(fi), para 1 ≤ i ≤ n de aquı́
(xi, xi+1, . . . , xn) ∈ Γi+1(fi+1) ? Γi(fi+2) ? · · · ? Γn(fn). Por lo tanto x ∈ G1 ?

G2 ? · · · ? Gn.

Sea x ∈ G1 ? G2 ? · · · ? Gn, entonces para cada 1 ≤ i ≤ n ocurre que
(x1, . . . , xi) ∈ G1?· · ·?Gi y (xi, . . . , xn) ∈ Gi?· · ·?Gn. De aquı́ que (xi, xi+1) ∈
Gi, es decir xi+1 ∈ f−1

i (xi). Por lo tanto x ∈ Gn.

De manera análoga se demuestra la otra parte de la proposición.

De lo anterior, el lı́mite inverso con funciones de ligadura usc puede ser repre-
sentado como una subcolección de productos IM.
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Los productos IM también pueden verse en el siguiente contexto: supongamos
que N ≤ M < L son enteros positivos y para cada 1 ≤ i ≤ L, fi : Ii+1 → 2Ii

son funciones de ligadura usc. Si

G = F[1,M ]Γ(fi) y H = F[N,L]Γ(fi)

entonces
G ? H = F[1,L]Γ(fi)

A continuación mostraremos algunos resultados mas que nos ayudarán en las
secciones siguientes.

Definición 2.8. SeaX es un espacio topológico. Diremos queC = {C1, C2, . . . , CP}
es una cadena simple en X si cada Ci ⊂ X y Ci∩Cj 6= ∅ si y sólo si |i− j| ≤ 1.

A cada Ci le llamaremos eslabon. Diremos que C es una cadena simple que va

del punto a ∈ X al punto b ∈ X , si a ∈ C1 y es el único eslabón que lo contiene,

b ∈ CP y es el único eslabón que lo contiene.

Lema 2.4. Supongamos queX es un espacio métrico y conexo, yH una colección

finita de conjuntos cerrados que cubren a X . Si a, b ∈ X , entonces existe una

cadena simple H = {H1, H2, . . . , Hn} que va del punto a al punto b, tal que

Hi ∈ H para cada i = 1, 2, . . . , n.

Demostración. Supongamos que a, b ∈ X . Sea

Ya = {p ∈ X :

existe una cadena simple de a a p tal que sus eslabones estan enH}.

Entonces, Ya 6= ∅ pues a ∈ Ya. Notemos que si y ∈ X , entonces

Cy = {H ∈ H : y ∈ H}

es una subcolección finita de H que contiene un subconjunto abierto uy, tal que
y ∈ uy, y uy ⊂

⋃
Cy, y que no intersecta a ningún H ∈ H tal que y 6∈ H .

Afirmación 1 Ya es cerrado.

Supongamos que {pi}i∈N es una sucesión tal que pi ∈ Ya para i ∈ N que con-
verge a p. Entonces, existe un abierto up tal que p ∈ up ⊂

⋃
Cp y up no intersecta

a ningún elemento de H que no están en Cp. De esta manera existe i ∈ N tal que
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pi ∈ up. Esto implica que existe una cadena simple H = {H1, H2, . . . , Hn}, don-
de Hj ∈ H con j = 1, 2, . . . , n, que va de a a pi. Como pi ∈ up, pi ∈ Hn ∈ Cp,
tenemos que p ∈ Hn. Entonces existe al menos un i tal que p ∈ Hi, y H ′ =

{H1, H2, . . . Hi}, es una cadena simple que va de a a p. Por lo tanto p ∈ Ya, y Ya
es cerrado en X.

Afirmación 2 Ya es abierto.

Si p ∈ Ya, entonces existe up abierto tal que p ∈ up, y up ⊂
⋃
Cp y que no

intersecta a ningún elemento de H que contiene a p. Supongamos que q ∈ up y
q 6∈ Ya. Existe una cadena simple L = {L1, L2, . . . Lm} compuesta por elementos
de H que va de a a p. Entonces q no está en ningún elemento de Li, porque de
otro forma existirı́a una cadena simple de elementos deH que va de a a q. Pero, q
está en algún H ∈ Cp. Ası́ que existe al menos un i tal que Li∩H 6= ∅. Entonces,
L′ = {L1, L2, . . . Li, H} una cadena simple de elementos de H que va de a a q.
Ası́ q ∈ Ya, y Ya es abierto en X .

De lo anterior, como Ya es abierto y cerrado de un espacio conexo X . Se tiene
que Ya = X .

Anunciaremos un último teorema que nos ayudará en la siguiente sección.

Definición 2.9. Una función f : A → B a trozos es una función cuya gráfica es

unión de lı́neas rectas.

Teorema 2.16. (Teorema de escalación) [2] Si f y g son funciones lineales a

trozos y tienen a 0 y 1 como puntos fijos, entonces existen funciones a trozos

h, j : [0, 1]→ [0, 1] que tienen como puntos fijos a 0 y 1 tal que f ◦ j = g ◦ h.

2.2.4. Lı́mites inversos conexos

A continuación mostramos resultados dados por S. Greenwood y J. Kennedy.

Teorema 2.17. Sean X , Y y Z son espacios métricos, V ⊂ Y abierto tal que

V 6= Y , G un subconjunto cerrado en X × Y , y H un subconjunto cerrado en

Y × Z. Si

1. πY (G ? H) no es subconjunto de V ,
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2. πY (G ? H) ∩ V 6= ∅, y

3. πY (G) ∩ πY (H) ∩ ∂V = ∅,

entonces G ? H no es conexo.

Demostración. Sean E1 = π−1
Y (V ) ∩ (G ? H), V C = Y \ V , y E2 = π−1

Y (V C) ∩
(G ? H). Entonces E1 y E2 son subconjuntos no vacı́os y cerrados en G ? H y
E1 ∪ E2 = G ? H .

Supongamos (x, y, z) ∈ E1 ∩ E2, entonces

(x, y, z) ∈ [π−1
Y (V ) ∩ (G ? H)] ∩ [π−1

Y (V C) ∩ (G ? H)]

= π−1
Y (V ) ∩ π−1

Y (V C) ∩ (G ? H)

= π−1
Y (V ∩ V C) ∩ (G ? H).

De aquı́ que (x, y, z) ∈ π−1
Y (V ∩ V C), esto implica que y ∈ V ∩ V C , esto es

imposible pues πY (G)∩πY (H)∩∂V = ∅. Ası́, E1∩E2 = ∅. Por lo tanto,G?H
no es conexo.

Corolario 2.1. SeanN ≤M < L son enteros positivos, V es un abierto de
M∏
i=N

Ii

y para cada 1 ≤ i ≤ L, fi : Ii+1 → 2Ii es función de ligadura usc. Sean

G = F[1,M ]Γ(fi) y H = F[N,L]Γ(fi)

ası́

G ? H = F[1,L]Γ(fi)

Si

1. π[N,M ](G ? H) no es subconjunto de V ,

2. π[N,M ](G ? H) ∩ V 6= ∅, y

3. π[N,M ](G) ∩ π[N,M ](H) ∩ ∂V = ∅

entonces

G ? H = F[1,L]Γ(fi)

no es conexo.
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Lema 2.5. Sea Y = I = [0, 1], sean X y Z productos infinitos de intervalos,

G ⊂ X × Y y H ⊂ Y × Z conexos que son unión finita de conjuntos cerrados

con interior no vacı́o, y

πI(G) = I = πI(H).

Entonces existe un subcontinuoK enG?H tal que πY (K) = πI(K) = I . Además,

si x1 ∈ G y N ∈ N son tales que πN(x1) = 0, y1 ∈ G tal que πN(y1) = 1,

x2 ∈ H tal que πN(x2) = 0, y y2 ∈ H tal que πN(y2) = 1, entonces K puede ser

elegido de tal forma que contenga a los puntos x1 ? x2 y y1 ? y2.

Demostración. Supongamos que X =
N−1∏
α=0

Iα y Z =
M∏

α=N+1

Iα, donde cada Iα

es un intervalo cerrado y 1 ≤ N < M , con N y M enteros no negativos. Sean

G =
n⋃
i=1

Gi, donde cada Gi es un subconjunto cerrado con interior no vacı́o y

H =
m⋃
j=1

Hj , donde cada Hi es un subconjunto cerrado con interior no vacı́o (cada

Gi y Hj es un producto de intervalos cerrados no degenerados). Sea G = {Gi :

1 ≤ i ≤ n} yH = {Hi : 1 ≤ j ≤ m}.
Como x1 ∈ G es tal que πN(x1) = 0, y1 ∈ G es tal que πN(y1) = 1,

x2 ∈ H es tal que πN(x2) = 0 y y2 ∈ H tal que πN(y2) = 1, aplicando el Lema
2.4, existe una cadena simple C = {C1, C2, . . . , Ck} de elementos de G, con
x1 ∈ C1 y y1 ∈ Ck, y también existe una cadena simple D = {D1, D2, . . . , Dl}
de elementos de H con x2 ∈ D1 y y2 ∈ Dl. Existe un arco poligonal P en

⋃
C,

con puntos finales x1 y y1, y existe un arco poligonalQ en
⋃
D con puntos finales

x2 y y2. Como P y Q son arcos poligonales existen funciones lineales a trozos
continuas sobreyectivas g : [0, 1] → P y h : [0, 1] → Q tales que g(0) = x1,
g(1) = y1, h(0) = x2, y h(1) = y2. Entonces πN ◦ g, πN ◦ h : [0, 1] → [0, 1]

son funciones continuas lineales a trozos y (πN ◦ g)(0) = 0, (πN ◦ g)(1) = 1,
(πN ◦ h)(0) = 0 y (πN ◦ h)(1) = 1. Aplicando el Teorema de Escalación existen
funciones lineales a trozos α, β : [0, 1] → [0, 1] tales que α(0) = 0 = β(0),
α(1) = 1 = β(1), y πN ◦ g ◦ α = πN ◦ h ◦ β.

Definamos la función Ψ : [0, 1] → P ? Q de la siguiente manera Ψ(t) =

(g ◦ α)(t) ? (h ◦ β)(t). Por la Proposición 2.17, la función Ψ es continua. Ası́
K = Ψ([0, 1]) es un continuo en P ? Q. Como Ψ(0) = x1 ? x2, Ψ(1) = y1 ? y2 y
πN = (x1 ? x2) = 0, πN = (y1 ? y2) = 1 tenemos que πY (K) = I .
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Notación

Si J es un intervalo entonces |J | denotará la longitud de J .

Diremos que I [M,N ] =
N∏
i=M

Ii, donde N,M son enteros positivos

Teorema 2.18. SiG es un continuo en I [0,N ] tal que πN(G) = IN yH un continuo

en I [N,M ], tal que πN(H) = IN . Entonces existe alguna componente C de G ? H

tal que πN(C) = IN . Además, si x1 ∈ G es tal que πN(x1) = 0; y1 ∈ G es tal

que πN(y1) = 1; x2 ∈ H es tal que πN(x2) = 0; y2 ∈ H es tal que πN(y2) = 1,

entonces C se puede elegir de modo que contenga a los puntos x1 ? x2 y y1 ? y2.

Demostración. Hagamos X =
N−1∏
j=0

Ij y Z =
M∏

j=N+1

Ij . Entonces G ⊂ X × IN , y

H ⊂ IN × Z. Para cada entero positivo k, existe una cubierta finita Uk = {uki :

1 ≤ i ≤ jk} de G por abiertos básicos tales que uki ∈ Uk contiene un punto de
G y |πp(uki)| < 1

k(M+1)
, para 0 ≤ p ≤ N . De igual forma, existe una cubierta

finita Vk = {vkj : 1 ≤ j ≤ nk} de H por básicos abiertos tales que cada vkj ∈ Vk
contiene un punto de H y |πp(vkj)| < 1

k(M+1)
, para N ≤ p ≤M . Además,

Gk =
jk⋃
i=1

uki y Hk =
nk⋃
j=1

vkj

son continuos en X × IN y IN × Z respectivamente. Entonces
jk⋂
i=1

uki = G y
nk⋂
j=1

vkj = H .

Ası́, por la Proposición 2.16,
⋂

(Gk ? Hk) = G ? H . Por el Lema 2.5, existe
un continuo Ck ⊂ Gk ? Hk tal que πN(Ck) = IN .

Sin pérdida de generalidad, supongamos que la sucesión C1, C2, . . . converge
al continuo C relativo a la métrica de Hausdorff. Puesto que πN(Ck) = IN para
cada k, πN(C) = IN . Además, C ⊂ G ? H ya que Ck ⊂ Gk ? Hk.

Ası́ podemos elegir Ck tal que x1 ? x2 y y1 ? y2 estan en Ck. Por lo tanto C
contiene los puntos x1 ? x2 y y1 ? y2.

Corolario 2.2. Sean N,M enteros positivos tal que N < M , y para cada 1 ≤
i ≤ M , fi : Ii+1 → 2Ii es una función de ligadura sobreyectiva usc. Si G =

F[1,N ]Γ(fi),
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es conexo y G = F[N,M ]Γ(fi), entonces

G ? H = F[1,M ]Γ(fi)

y existe un continuo K en G ? H tal que πN(K) = IN .

Corolario 2.3. Sea N un entero positivo y para cada i ≥ 1, fi : Ii+1 → 2Ii

es una función de ligadura usc sobreyectiva. Si G = F[1,N ]Γ(fi) es conexo y

H = F[N,∞)Γ(fi) es conexo, entonces

G ? H = F[1,∞)Γ(fi)

y existe un continuo K en G ? H , tal que πN(K) = IN .

Corolario 2.4. SeaM un entero positivo tal queM ≥ 2, y para cada 1 ≤ i ≤M ,

fi : Ii+1 → 2Ii es una función de ligadura usc sobreyectiva cuya gráfica Γ(fi) es

conexa. Si X = F[1,M)Γ(fi) entonces existe un continuo no degenerado K ⊆ X .

Demostración. Sean Xi = F[1,i]Γ(fi) para 2 ≤ i < M , y Gi = G(f−1
i ) para

1 ≤ i ≤ M . Por el Teorema 2.18, existe una componente C2 de X2 tal que
π1(C2) = I1.

Ahora, si π2(C2) es degenerado, existe z2 ∈ I2 tal que π2(C2) = {z2} y
existe z2 ∈ Y2 tal que π2(z2) = z2. Entonces C2 ? {z2} es un continuo no
degenerado que está en X .

Por el contrario si π2(C2) es no degenerado y existe algún intervalo [a2, b2]

con a2 < b2 tal que π2(C2) = [a2, b2], existe G′3 un subconjunto cerrado de
G3 tal que G′3 es conexo y π2(G′3) = [a2, b2]. Aplicando el Teorema 2.18,
existe un continuo C3 en C2 ? G

′
3 tal que π2(C3) = [a2, b2]. Notemos que

C2 ? G
′
3 ⊂ X3, si M = 3 se tiene el resultado.

Este proceso finito continua: Si M > 3, y π3(C3) es degenerado, existe z3

tal que π3(C3) = {z3} y existe z3 ∈ Y3 tal que π3(z3) = z3. Entonces,
C3 ?{z3} es un continuo no degenerado en X . Por el contrario, si π3(C3) es
no degenerado y existe algún intervalo [a3, b3] con a3 < b3 tal que π3(C3) =

[a3, b3]. También existe G′4 un subconjunto cerrado de G4 tal que G′4 es
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conexo y π3(G′4) = [a2, b2], y aplicando el Teorema 2.18, existe un continuo
C3 en C2 ? G

′
3 tal que π2(C3) = [a3, b3]. Notemos que C3 ? G

′
4 ⊂ X4, si

M = 4 se tiene el resultado.

Este proceso termina hasta M o antes, con un continuo no degenerado
CM−1 ? {zM−1} ⊂ XM = X (si, πM−1(CM−1) es degenerado) o un conti-
nuo no degenerado CM ⊂ CM−1 ? G

′
M ⊂ XM = X (si πM−1(CM−1) es no

degenerado).

Corolario 2.5. Sea G ⊂ I [1,N ] es un subconjunto cerrado y conexo , H ⊂ I [N,M ]

un subconjunto cerrado y conexo. Si para cada componente de G ? H , πN(C) =

IN . Entonces G ? H es conexo.

Demostración. Sean X =
N−1∏
i=0

Ii, Y = IN y Z =
M∏

i=N+1

Ii. Entonces G ⊂ X × Y

y H ⊂ Y × Z.
Supongamos que G ? H no es conexo, entonces existen dos componentes no

vacı́as, disjuntas C1 y C2 en G ? H que cumplen πN(C1) = IN y πN(C2) = IN ,
ası́, existen x ∈ C1 ∩ π−1

N ({0}) y y ∈ C2 ∩ π−1
N ({1}).

Entonces xG = πX×IN (x) ∈ G, yG = πX×IN (y) ∈ G y xH = πIN×Z(x) ∈
H , yH = πIN×Z(y) ∈ H , aplicando el Teorema 2.18, existe un continuo D en
G ? H tal que xG ? xH = x y yG ? yH = y están en D. Pero esto es una
contradicción porque tendrı́amos que D ⊂ C1 ∪ C2 con C1, C2 disjuntos y C1 ∩
D 6= ∅ 6= C2 ∩D.

Corolario 2.6. Sean N,M enteros positivos tales que N < M y para cada 1 ≤
i ≤M , fi : Ii+1 → 2Ii son funciones de ligadura sobreyectivas y usc cuya gráfica

es Γ(fi) es conexa. Si

G = F[1,N ]Γ(fi) y H = F[N,M ]Γ(fi)

son conexos, y la proyección de cada componente de G ? H = F[N,M ]Γ(fi)

sobre IN es IN . Entonces G ? H es conexo.

Corolario 2.7. Sea N ∈ N y para cada i ≥ 1, fi : Ii+1 → 2Ii son funciones de

ligadura sobreyectivas y usc cuya gráfica Γ(fi) es conexa. Si
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G = F[1,N ]Γ(fi) y H = F[N,∞)Γ(fi)

son conexos, y la proyección de cada componente K de

G ? H = F[1,∞)Γ(fi)

es sobre IN es IN . Entonces G ? H es conexo.
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Capı́tulo 3

No conexidad

En este capı́tulo mostraremos las condiciones para que el lı́mite inverso no
sea conexo. Comenzamos con el siguiente teorema que usa como condición que
si la gráfica de las funciones de ligadura o la composición de ellas no es conexa
entonces el lı́mite inverso no es conexo.

Teorema 3.1. Sea {Xi}i∈N una suesión de conjuntos cerrados de [0, 1] y {fi}i∈N
una sucesión de funciones usc sobreyectivas fi : Xi+1 → 2Xi para cada i ∈ N. Si

existen m,n ∈ N con m < n y Γ(fmn) no es conexo, entonces ĺım
←−
{Xi, fi} no es

conexo.

Demostración. Si ĺım
←−
{Xi, fi} es conexo y m,n ∈ N con m < n entonces

π{m,n}(ĺım←−
{Xi, fi}) = (Γ(fmn))−1 es un conjunto conexo. Por otra parte Γ(fmn)

no es conexo, entonces existen conjuntos A y B disjuntos y cerrados tales que
Γ(fmn) = A ∪B y A ∩B = ∅, de aquı́ (Γ(fmn))−1 = (A ∪B)−1 = A−1 ∪B−1

y A−1 ∩B−1 = ∅, donde A−1 = f−1
mn(A), B−1 = f−1

mn(B), puesto que A y B son
cerrados entonces A−1 y B−1 son cerrados. Por lo que (Γ(fmn))−1 no es conexo.
De aquı́ que ĺım

←−
{Xi, fi} no es conexo.

A continuación mostramos un par de ejemplos, en donde se aplica este teore-
ma.
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Ejemplo 3.1. Sea f : [0, 1]→ 2[0,1] dada por

f(x) =



{0, x} si 0 ≤ x ≤ 1
4
,

0 si 1
4
< x < 3

4
,

{3x− 2, 0} si 3
4
≤ x < 1,

I = [0, 1] si x = 1.

y f(1) = [0, 1], cuya gráfica la podemos ver en la Figura 3.4.

1     1
4     4(            ),

3     1
4     4(            ),

Figura 3.1: Γ(f)

Sea K = ĺım
←−
{Xi, fi} donde Xi = [0, 1], y fi = f para todo i ∈ N, Γ(f 2) es

la Figura 3.2.
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1  ,  1
4     4( ) 3  ,  1

4     4( ) 11  ,  1
12     4( )

Figura 3.2: Γ(f 2)

Notemos que (3
4
, 1

4
) es un punto aislado, por tanto Γ(f 2) no es conexo. Por el

Teorema 3.1, K no es conexo.

3.1. Productos Ingram-Mahavier y CC-sucesiones

En esta sección mostramos resultados dados por Sina Greenwood, Judy Ken-
nedy y Michael Lockyer quienes introdujeron nuevos conceptos como son CC-
sucesiones y bases componentes para poder caracterizar a las gráficas de funcio-
nes de ligadura y determinar cuantas componentes tiene un lı́mite inverso, en [5].
A continuación daremos algunas definiciones y la notación que se necesita para
abordar esta herramienta.

Definición 3.1. Si I y f : I → 2I es una función usc sobreyectiva que tiene

gráfica conexa diremos que f es completa.

Si para cada i ∈ N, Ii = [0, 1], f es una sucesión de funciones fi+1 : Ii+1 →
2Ii y cada fi es completa, entonces la sucesión f se dice completa.

Definición 3.2. Supongamos que f es completa. Si H es un subcontinuo de Γ(f)

y para cada x ∈ [0, 1], ({x} × f(x)) ∩ H = ∅, o ({x} × f(x)) ∩ H es conexo,

entonces H es una subgráfica fibra-conexa de Γ(f).
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Definición 3.3. Si f es completa y se cumple lo siguiente:

1. Para κ un ordinal y para cada α < κ, Γα ⊂ Γ(f) es una subgráfica fibra-

conexa de Γ(f);

2. Γ(f) =
⋃
{Γα : α < κ};

3. para cada α < κ, Γ(f) 6=
⋃
{Γβ : β < κ, β 6= α}, y

4. Si H es una subgráfica fibra-conexa de Γ(f) tal que Γα ⊆ H para algún α,

entonces Γα = H ,

entonces {Γα : α < κ} es una descomposición de Γ(f) en subgráficas fibra-

conexa. Si κ = 1 entonces Γ(f) es fibra-conexa.

Para lo que sigue solo consideraremos descomposiciones finitas de una gráfica
en subgráficas fibra-conexa , es decir κ es un ordinal finito.

Banič y Kennedy en [1, Teorema 4.5], mostraron el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Si f es una sucesión completa entonces ĺım
←−

f tiene al menos una

componente C tal que para cada i ∈ N, πi+1,i(C) = Γ(fi).

El siguiente corolario se sigue de este Teorema.

Corolario 3.1. Si f es una sucesión completa, entonces para n ∈ N0, Fi∈[1,n]Γ(fi),

tiene una componente C tal que para cada i < n, πi+1,i(C) = Γ(fi+1).

Definición 3.4. Supongamos que f es una sucesión completa y que C es una

componente de ĺım
←−

f . Entonces C es grande si para cada i ∈ N, πi+1,i(C) =

Γ(fi+1), y C es pequeña si no es grande.

Definición 3.5. Sean m,n > 1 y para cada i ∈ [m,n], Ti ⊂ Γ(fi). Si para cada

i ∈ N, πi+1,i(D) = Ti+1 entonces D es una componente grande de Fi∈[1,n]Ti, .

Proposición 3.1. Sea n ∈ N. Si para cada i ∈ [1, n], Xi es de un solo elemento o

un intervalo cerrado, fi : Xi+1 → 2Xi es completa. Entonces Fi∈[1,n]Γ(fi) tiene

una componente C tal que para cada i < n, πi+1,i(C) = Γ(fi).



57

Demostración. Supongamos que los espacios Xj1 , . . . , Xjm son no singulares,
donde j1 < · · · < jm y los espacios Xk1 , . . . , Xkn−m son de un solo elemento,
donde k1 < · · · < kn−m.

El resultado es trivial si jm = 1, supongamos que jm > 1.
Para cada i ∈ [1,m− 1],

si ji+1 = ji + 1, definimos a gi+1 : Xji+1
→ 2Xji como la función fji

si ji+1 6= ji + 1,definimos a gi+1 : Xji+1
→ 2Xji como la función cuya

gráfica es Xji+1
×Xji

Por el Corolario 3.1 Fi∈[1,m]Γ(gi) tiene una componente grande C.
Supongamos que

h : Fi∈[1,n]Γ(fi)→Fi∈[1,m]Γ(gi)

es la proyección natural, dada por h((x0, x1, . . . , xn)) = (xj1 , xj2 , . . . , xjm). Dado
que fi es sobreyectiva para cada i ∈ [1, n] y cada Xki , con i ∈ [1, n−m] es de un
solo elemento, se sigue que h es biyectiva y como h y h−1 son continuas, entonces
h es un homeomorfismo.

Ası́, h−1(C) es una componente de Fi∈[1,n]Γ(fi) y claramente h(C) es una
componente grande de Fi∈[1,n]Γ(fi).

Proposición 3.2. Si para cada i ∈ N, Xi es singular o un intervalo cerrado, y

fi+1 : Xi+1 → 2Xi es completa. Entonces ĺım
←−

f tiene una componente C tal que

para cada i > 0, πi+1,i(C) = Γ(fi).

3.2. Bases componentes

En esta sección comenzaremos dando algunas definiciones previas para po-
der definir una base componente. Daremos ejemplos y lemas que están diseñados
para dar claridad a las bases componentes; esto es, cómo detectarlas, crearlas y
aplicarlas.

El concepto de base componente es introducida por Sina Greenwood y Judy
Kennedy en [3], que en un principio es definida como CC-sucesión. El resultado
principal es el siguiente
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Teorema 3.3. Si las funciones de ligadura admiten una CC-sucesión si y solo si

el lı́mite inverso no es conexo.

La existencia de una CC-sucesión es equivalente a la existencia de una base
componente débil la cual definimos ahora.

Definición 3.6. Dados los intervalos cerrados [a, b], [c, d] ( I , sea Z = [a, b] ×
[c, d]. Entonces

el conjunto (I × (d, 1]) ∪ ([0, a)× I) ∪ Z es un marco-TL.

el conjunto (I × (d, 1]) ∪ ([b, 1)× I) ∪ Z es un marco-TR.

el conjunto (I × [0, c)) ∪ ([0, a)× I) ∪ Z es un marco-BL.

el conjunto (I × [0, c)) ∪ ((b, 1]× I) ∪ Z es un marco-BR.

Si 0 < a ≤ b < 1 y 0 < c ≤ d < 1 entonces

el conjunto (I × (d, 1]) ∪ Z es un marco-T

el conjunto (I × [0, c)) ∪ Z es un marco-B

el conjunto ([0, a)× I) ∪ Z es un marco-L

el conjunto ((b, 1]× I) ∪ Z es un marco-R

Si ε > 0,definimos

Z(ε) = ((a− ε, b+ ε)× (c− ε, d+ ε)) ∩ (I × I)

Definición 3.7. Supongamos que f es completa. Si

Y ∈ {T,B, L,R,BL,BR, TL, TR}

y existen ε > 0 y C ′ una componente del conjunto Γ(f) ∩ Z(ε) tal que C ′ ⊂ Y ,

entonces cualquier componente C de C ′ ∩ Z es un Y -conjunto en Γ(f). Si C es

un Y -conjunto para cualquier Y entonces llamamos a C un S-conjunto.
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Definición 3.8. Si f es una sucesión completa donde existen m,n ∈ N, con 0 <

m < n, y para cada i ∈ [m,n] existe un S-conjunto Si ⊂ Γ(fi). Entonces

〈Sm, . . . , Sn〉 es una base componente débil siempre que se cumplan las siguientes

condiciones:

1. Para cada i ∈ [m − 1, n] existe un intervalo cerrado Ai ( Ii, 0, 1 6∈ Am y

0, 1 6∈ An−1 y para cada i ∈ [m,n], Si ⊂ Ai × Ai−1;

2. existe un punto (pk) ∈ ĺım
←−

f tal que (pm−1, pm, . . . , pn) ∈Fi∈[m,n]Si;

3. El conjunto Sm es un L-conjunto o R-conjunto

4. Si n = m+1, entonces Sm+1 es unB-conjunto si Sm es unR-conjunto,

o un T -conjunto si Sm es un L-conjunto y

Si n > m + 1, entonces Sm+1 es un BR-conjunto o BL-conjunto si

Sm es un R-conjunto y Sm+1 es un TR-conjunto o TL-conjunto si Sm
es un L-conjunto.

5. Si m + 1 < i < n − 1, entonces Si+1 es un BL-conjunto o Si+1 es un

BR-conjunto si Si es un BR-conjunto o Si es un TR-conjunto, y Si+1 es

un TL-conjunto o Si+1 es un TR-conjunto si Si es BL-conjunto o Si es

TL-conjunto

6. Si n > m + 1, entonces Sn es un B-conjunto si Sn−1 es un BR-conjunto

o TR-conjunto, y Sn es un T -conjunto si Sn−1 es un BL-conjunto o TL-

conjunto.

En la Figura 3.3 se muestra la forma de una base componente débil. Observe
que un L-conjunto debe ser seguido por un TL-conjunto; un TR-conjunto o un
T -conjunto, cada uno incluye a T . De manera similar un R-conjunto debe ser
seguido por un BL-conjunto, BR-conjunto o un B-conjunto, cada uno incluye
a B; un TL-conjunto o un BL-conjunto debe ser seguido por un TL-conjunto,
un TR-conjunto o un T -conjunto, que incluyen al conjunto L, y se siguen por
los conjuntos que contienen a T . De igual forma un TR-conjunto o BR-conjunto
debe ser seguido por un BL-conjunto, BR-conjunto o B-conjunto.
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R-conjunto L-conjunto

BR-conjunto BL-conjunto TR-conjunto TL-conjunto

BR-conjunto BL-conjunto TR-conjunto TL-conjunto

BR-conjunto TR-conjunto BL-conjunto TL-conjunto

B-conjunto T-conjunto

...

Figura 3.3: Base Componente débil
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Teorema 3.4. Si f es una sucesión completa,C una componente de f , 〈Sm, . . . , Sn〉
es una base componente débil y C ∩ π−1

[m−1,n](Fi∈[m,n]Si) 6= ∅, entonces

π[m−1,n](C) ⊆Fi∈[m,n]Si.

La prueba de este teorema es la prueba del Teorema 3.1 en [3].

Definición 3.9. Si f es una sucesión completa, σ = 〈Sm, . . . , Sn〉 es una base

componente débil, ninguna subsucesión de σ es base componente débil, y existe

una componente C de ĺım
←−

f tal que para cada i ∈ [m,n], πi,i−1(C) = Si, se dice

σ es una base componente y C es capturado por 〈Sm, . . . , Sn〉. Si D es una com-

ponente de ĺım
←−

f y para cada i ∈ [m,n], πi,i−1(D) ⊂ Si, se dice D es capturada

débilmente por 〈Sm, . . . , Sn〉.

El siguiente resultado se puede consultar en [5], el cual muestra la utilidad de
las bases componentes.

Teorema 3.5. Si f es completa entonces son equivaletes los siguientes enuncia-

dos:

1. Si f admite una base componente débil.

2. Si f admite una base componente.

3. ĺım
←−

f es disconexo.

4. Existe n > 0 tal que para cada k ≥ n, F[i,k]Γ(fi) es disconexo.

Demostración. La equivalencia de (1), (3) y (4), se sigue de las definiciones y del
Teorema 3.3. Claramente (2) implica (1). Supongamos σ = 〈S ′m, . . . , S ′n〉 es una
base componente débil donde S ′i ⊂ Γ(fi) para cada i ∈ [m,n], p ∈ ĺım

←−
f , tal que

(pm−1, . . . , pn) ∈Fi∈[m,n]S
′
i,

y para cada i ∈ [m − 1, n] existe un intervalo cerrado [ai, bi] ( Ii, que cumplen
que 0, 1 6∈ [am, bm] y 0, 1 6∈ [an−1, bn−1] y además,

S ′i ⊂ [ai, bi]× [ai−1, bi−1]
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para cada i ∈ [m,n]. Sin pérdida de generalidad supongamos que ninguna subsu-
cesión de σ es base componente débil. Mostraremos que existe una base compo-
nente 〈Sk, . . . , Sl〉 tal que m ≤ k < l ≤ n.

Supongamos n = m+ 1.

Sea [c, d] = πH(S ′m) y [c′, d′] = πV (S ′n). Si S ′m es un L-conjunto entonces S ′n
es un T -conjunto. Se sigue que c = am = mı́n(πH(S ′m)), de lo contrario Γ(fm)

es disconexo, y d′ = bm = máx(πV (S ′n)). De otra forma Γ(fn) es disconexo.
Igualmente, si S ′m es un R-conjunto entonces S ′n es un B-conjunto, d = bm =

máx(πH(S ′m)) y c′ = am = mı́n(πV (S ′n)).

Supongamos que S ′m es un L-conjunto. Sean Sm una componente de S ′m ∩
([c′, d] × Im−1) tal que πH(Sm) = [c′, d] (podemos elegir la componente que
contiene a (pm−1, pm) pero no es necesario) y Sn una componente de S ′n ∩ (In ×
[c′, d]) tal que πV (Sn) = [c′, d]. Claramente Sm es un L-conjunto y Sn un T -
conjunto. Por la Proposición 3.1, Sm ? Sn tiene una componente grande y por lo
tanto 〈Sm, Sn〉 es una base componente. De igual forma si S ′m es un R-conjunto.

Supongamos n > m+ 1.

Sean Dm = S ′m, [c′m, d
′
m] = πH(Dm) (ası́ c′m = am y d′m ≤ bm si S ′m es un

L-conjunto, y c′m ≥ am y d′m = bm si S ′m es un R-conjunto).

Si Dk y [c′k, d
′
k] ⊂ Ik se han definido para k ∈ [m,n − 2], entonces sea Dk+1

la componente de (Ik+1 × [c′k, d
′
k]) ∩ S ′k+1 que contiene a (pk+1, pk), y sea

[c′k+1, d
′
k+1] = πH(Dk+1).

Si S ′k+1 es un TL-conjunto entoncesDk+1 es un TL-conjunto, unL-conjunto
o T -conjunto.

Si S ′k+1 es un TR-conjunto entoncesDk+1 es un TR-conjunto, unR-conjunto
o T -conjunto.

Si S ′k+1 es unBL-conjunto entoncesDk+1 es unBL-conjunto, unL-conjunto
o B-conjunto.

Si S ′k+1 es unBR-conjunto entoncesDk+1 es unBR-conjunto, unR-conjunto
o B-conjunto.
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Si Dk+1 es un L-conjunto o un R-conjunto entonces puede mostrarse que

〈Dk+1, S
′
k+2, . . . , S

′
n〉

es una base componente débil, y si Dk+1 es un T -conjunto o un B-conjunto, en-
tonces 〈Dm, . . . , Dk+1〉 es una base componente débil.

Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada i ∈ [m+1, n−1],Di no
es un L-conjunto, un R-conjunto, un T -conjunto, o un B-conjunto (de otra forma
tomar la subsucesión mı́nima 〈Dl, . . . , Dk〉 que es un una base componente). Ası́
para cada i ∈ [m,n− 1], πH(Di) = [c′i, d

′
i] y para cada i ∈ [m+ 1, n− 1],

d′i−1 = máx(πV (Di)), si Di es TL-conjunto o TR-conjunto,

c′i−1 = mı́n(πV (Di)), si Di es BL-conjunto o BR-conjunto,

c′i = mı́n(πH(Di)) = ai, si Di es TL-conjunto o BL-conjunto, y

d′i = máx(πH(Di)) = bi, si Di es TR-conjunto o BR-conjunto.

Sea Dn una componente de (In × [c′n−1, d
′
n−1]) ∩ S ′n que contiene a (pn, pn−1).

Claramente, si S ′n es un T -conjunto entonces Dn es un T -conjunto y d′i−1 =

máx(πV (Dn)), de otra forma es un B-conjuto y c′n−1 = mı́n(πV (Dn)). Ası́

〈Dm, . . . , Dn〉

es una base componente débil.

Si S ′n es un T -conjunto entonces S ′n−1 es un TL-conjunto o BL-conjunto, y
por lo tanto c′n−1 = an−1, y si S ′n es un B-conjunto entonces S ′n−1 es un TR-
conjunto o un BR-conjunto, y por lo tanto d′n−1 = bn−1.

Sean Sn la componente de

Dn ∩ (In × [c′n−1, d
′
n−1])

que contienen a (pn, pn−1) y [cn−1, dn−1] = πV (Sn) (ası́ cn−1 ≥ an−1 = c′n−1 y
dn−1 = d′n−1 ≤ bn−1 si Sn es un T -conjunto, y cn−1 = c′n−1 ≥ an−1 y dn−1 ≤
d′n−1 = bn−1 si Sn es un B-conjunto).
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Si Sk y [ck−1, dk−1] han sido definidos para k ∈ [m+1, n], entonces el conjunto
Sk−1 es componente de ([ck−1, dk−1]× Ik−2)∩Dk−1 que tiene al punto (pk, pk−1)

y sea [ck−2, dk−2] = πV (Dk−1).

Si Dk−1 es TL-conjunto entonces Sk−1 es un TL-conjunto, un T -conjunto
o un L-conjunto.

Si Dk−1 es TR-conjunto entonces Sk−1 es un TR-conjunto, un T -conjunto
o un R-conjunto.

Si Dk−1 es BL-conjunto entonces Sk−1 es un BL-conjunto, un B-conjunto
o un L-conjunto.

Si Dk−1 es BR-conjunto entonces Sk−1 es un BR-conjunto, un B-conjunto
o un R-conjunto.

Si Sk−1 es un L-conjunto o un R-conjunto entonces 〈Sk−1, . . . , Sn〉 es una base
componente débil, y si Sk−1 es un T -conjunto o un B-conjunto entonces

〈Dm, . . . , Dk−2, Sk−1〉

es una base componente débil.

Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada i ∈ [m + 1, n − 1], Si
no es un L-conjunto, un R-conjunto, un T -conjunto o un B-conjunto. Ası́ para
cada i ∈ [m + 1, n − 1], πH(Di) = [ci, di] (como (pi, pi−1) ∈ Di), y para cada
i ∈ [m+ 1, n], πV (Di−1) = [ci−1, di−1].

Tenemos que Sm es una componente de ([cm, dm]× Im−1)∩Dm que contiene
al punto (pm, pm−1). Si Dm es un L-conjunto entonces Sm es un L-conjunto, de
otra forma Sm es un R-conjunto. En otro caso πH(Sm) = [cm, dm].

Ası́ 〈Sm, . . . , Sn〉 es una base componente débil. Por construcción de

〈Sm, . . . , Sn〉,

para cada k ∈ [m,n− 1], πH(Sk) = πV (Sk+1) = [ck, dk]. Por la Proposición 3.1,
Fi∈[m,n]Si tiene una componente grande C y por lo tanto πi(C) = Si para cada
i ∈ [m,n].
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Por el Teorema 3.4, 〈Sm, . . . , Sn〉 es una base componente.

Con las mismas ideas de la demostración del Teorema 3.5 se prueba el siguien-
te corolario.

Corolario 3.2. Si f es completa y 〈S ′m′ , . . . , S ′n′〉 es una base componente débil,

entonces existe una base componente 〈Sm, . . . , Sn〉 tal que m′ ≤ m < n ≤ n′ y

para cada i ∈ [m,n], Si ⊆ S ′i.

Corolario 3.3. Sea f completa y m,n ∈ N, m < n. Entonces Fi∈[m,n]Γ(fi)

es disconexo si y solo si la familia de funciones {fm, . . . , fn} admite una base

componente.

Ası́ podemos reformular las condiciones (1) y (2) de la Definición 3.8, de la
siguiente manera.

(1)′ para cada i, m ≤ i ≤ n, existe un S-conjunto Si ⊂ Γ(fi), y

(2)′ Fi∈[m,n]Si 6= ∅

Ejemplo 3.2. El clásico ejemplo de una sucesión f que se da en [8] por T. W.

Ingram, muestra que ĺım
←−

f es disconexo. La sucesión f tiene una sola función de

ligadura cuya gráfica se muestra en la Figura 3.4. Con el fin de simplificar el

ejemplo, supongamos que f1 = f2 = f y para cada i > 2, fi es la identidad.

Entonces, el punto {(1
4
, 1

4
, 3

4
, 3

4
, . . .)} es una componente de ĺım

←−
f .

Cualquier L-conjunto debe contener el punto (1
4
, 1

4
). Cualquier L-conjunto

debe contener el punto (1
4
, 1

4
) y no es único. El conjunto {(1

4
, 1

4
)} es en sı́ mismo

un L-conjunto, y para cualquier x, 0 < x < 1
4

la lı́nea recta que va de (x, x) a

(1
4
, 1

4
) es un L-conjunto. Similarmente cualquier T -conjunto debe contener (3

4
, 1

4
)

y no es único. Observemos que {(1
4
, 1

4
), (3

4
, 1

4
)} es una base componente.

Al parecer si f es una sucesión completa y 〈Sm, . . . , Sn〉 es una base compo-
nente admitida por f (y por lo tanto ĺım

←−
f es disconexo), entonces los dos conjun-

tos Sm y Sn son los responsables de la disconexidad. La función de los conjuntos
entre ellos es asegurarse que ellos se alinean como se demuestra en el siguiente
ejemplo.
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1     1
4     4(            ),

3     1
4     4(            ),

Figura 3.4: Ejemplo de Ingram

Ejemplo 3.3. Sea f : I → 2I una función cuya gráfica se muestra en la Figura

3.5. Sea f el sistema donde f1 = f2 = f y para cada i > 2 es la función identidad.

Entonces el conjunto S1 = {(1
4
, 1

4
)} es un L-conjunto, S2 = {(3

4
, 1

4
)} es un

TL-conjunto también es un BR-conjunto y S3 = {(3
4
, 3

4
)} es un T -conjunto.

Como (1
4
, 1

4
, 3

4
, 3

4
) ∈ S1?S2?S3, se sigue que 〈S1, S2, S3〉 es una base componente,

y
{

(1
4
, 1

4
, 3

4
, 3

4
, 3

4
, . . .)

}
es una componente de ĺım

←−
f .

Observemos que, en términos generales, el L-conjunto introduce la coordena-

da 1
4

de I0 y arroja la coordenada 1
4

en I1. El TL-conjunto introduce la coordena-

da 1
4

de I1 y arroja la coordenada 3
4

en I2. De esta forma la salida de L-conjunto

transita a través de TL-conjunto en una salida que esté en lı́nea con la entrada

de 3
4

de I2 en T -conjunto, permitiendo que se produzca la disconexión.

Podemos observar que es posible tener una sucesión anidada de S-conjunto
en una gráfica. La Figura 3.6 da un ejemplo de L-conjunto anidada. Todo punto
p en la gráfica tal que Γ(f) \ {p} tiene tres componentes que es la frontera de un
L-conjunto.
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1     1
4     4(            ),

3     3
4     4(            ),

1     0
2     (            ),

1     1
       2

(            ),

Figura 3.5: Gráfica de f

. . .

Figura 3.6: L-conjuntos anidados

3.2.1. Aplicaciones de Bases Componentes

Diremos que la función conjunto valuada f : I → 2I es continua si para cada
sucesión convergente {xi}i∈N tal que xi → x entonces f(xi) → f(x), con la
métrica de Hausdorff.

Teorema 3.6. Si para cada i ∈ N, fi+1 : Ii+1 → 2Ii es una función completa

continua, entonces ĺım
←−

f es conexo, y para cada n ∈ N, Fi∈[1,n]Γ(fi) es conexo.
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Demostración. Como cada fi es continua y su gráfica no contiene un L-conjunto
o un R-conjunto, el sistema no admite una base componente y ĺım

←−
f es conexo y

para cada n > 0, Fi∈[1,n]Γ(fi) es conexo.

En [7], Ingram da un ejemplo con una función de ligadura completa f tal que
Fi∈[1,n]Γ(fi) es conexo y Fi∈[1,n+1]Γ(fi) es disconexo. A continuación mostra-
remos un nuevo ejemplo con Fi∈[1,n]Γ(fi) conexo y Fi∈[1,n+1]Γ(fi) disconexo
usando bases componentes, dado por S. Greenwood, J. Kennedy y M. Lockyer, en
[5].

Ejemplo 3.4. Sea n ∈ N. Sea f : I → 2I una función cuya gráfica esta en la

Figura 3.7, tal que p1 = (1
4
, 1

4
), pn+1 = (3

4
, 3

4
), y para cada i, 1 < i ≤ n,

pi =

(
1

4
+

i

2n
,
1

4
+
i− 2

2n

)
.

Cualquier L-conjunto en la gráfica de f debe contener el singular
{(

1
4
, 1

4

)}
y

no hay R-conjuntos. Cualquier T-conjunto de contener el singular
{(

3
4
, 3

4

)}
y no

existen B-conjuntos.

Sea f un sistema con una sola función de ligadura f y supongamos que

〈S1, . . . , Sn〉 es una base componente. Debe ocurrir que S1 es un L-conjunto,

y S1 =
{

(x, 1
4
) : b < x ≤ 1

4

}
para algún b ∈

(
0, 1

4

]
. Se sigue que S2 es un

TL-conjunto en Γ(f2) que contiene al punto p2. Si b < 1
4

entonces ningún TL-

conjunto existe ası́ S1 =
{

(1
4
, 1

4
)
}

y S2 = {p2} . Si Si ha sido definido para

1 < i < n − 1, Si es un TL-conjunto en G(fi) y Si = {pi}, entonces Si+1

es el TL-conjunto {pi+1}. Ası́, Sn−1 = {pn−1} =
{(

3
4
− 1

2n
, 3

4
− 3

2n

)}
es un

TL-conjunto. Se sigue que Sn es un T -conjunto pero no existe un T -conjunto

en In×
{

3
4
− 1

2n

}
, lo cual es una contradicción. Ası́ F[1,n]Γ(f) es conexo. Hemos

visto que {p1} es un L-conjunto y para cada i, 1 < i ≤ n, pi es un TL-conjunto.

Además, {pn+1} es un T -conjunto y 〈p1, . . . , pn+1〉 es una base componente, por

lo que F[1,n+1]Γ(f) sea conexo.
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p1

p2

p3

p4

pn-1

pn

pn+1

.  .
  .

Figura 3.7: Gráfica de f

En el Ejemplo 2.9 se muestra que el lı́mite inverso de una sucesión inversa
{fi}i∈N es conexo pero el lı́mite inverso es disconexo si las funciones de ligadu-
ra son las funciones inversas, a continuación presentamos otro ejemplo con las
mismas condiciones.

Ejemplo 3.5. Las gráficas de las funciones f1 y f2 en la Figura 3.8, y para cada

i > 2, fi es la identidad. A continuación damos una prueba alternativa de que

ĺım
←−

f es conexo no implica que ĺım
←−

f−1 es disconexo.

1     1
4     4(            ),

3     1
4     4(            ),

Figura 3.8: Gráficas de f1 y f2
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Sea S1 =
{(

1
4
, 1

4

)}
y S2 =

{(
3
4
, 1

4

)}
. Se puede observar que 〈S1, S2〉 es una

base componente y por lo tanto ĺım
←−

f es disconexo. Las gráficas de f−1
1 y f−1

2

se muestran en la Figura 3.9, se puede observar que no exiten R-conjuntos en

Γ(f1), y para cualquier L-conjunto en Γ(f1) debe tener al conjunto
{(

1
4
, 1

4

)}
y es un subconjunto de

{
(x, x) : 0 < x ≤ 1

4

}
. De manera similar no existen B-

conjuntos en f−1
2 y cualquier T -conjunto debe contener al singular

{(
1
4
, 3

4

)}
y es

un subconjunto de
{

(x, x
3

+ 2
3
) : 1

4
≤ x < 1

}
. Ahora{

(x, x) : 0 < x ≤ 1

4

}
?

{
(x,

x

3
+

2

3
) :

1

4
≤ x < 1

}
= ∅

por lo tanto no existe base componente y ĺım
←−

f−1 es conexo.

1     1
4     4(            ),

1     3
4     4(            ),

Figura 3.9: G(f−1
1 ) y G(f−1

2 )

Daremos un segundo ejemplo. otra vez utilizamos la caracterización disco-
nexidad por la existencia de una base componente. Solo que en este ejemplo las
funciones inversas no admiten una base componente porque sus gráficas no tienen
L-conjuntos o R-conjuntos.

Ejemplo 3.6. Sean f1 y f2 funciones cuyas gráficas se muestran en la Figura 3.10,

y para cada i > 2, fi es la función identidad. Sea S1 =
{(

1
2
, 1

2

)}
y S2 =

{(
1
2
, 1

2

)}
.

Se puede observar que 〈S1, S2〉 es una base componente y por lo tanto ĺım
←−

f es

disconexo.
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1     1
2     2(            ), 1     1

2     2(            ),

Figura 3.10: Γ(f1) y Γ(f2)

Las gráficas de f−1
1 y f−1

2 se muestran en la Figura 3.11, se puede observar

que no existen L-conjuntos o R-conjuntos en Γ(f1) y por lo tanto no existe una

base componente. Ası́ ĺım
←−

f−1 es conexo.

1     1
2     2(            ),

1     1
2     2(            ),

Figura 3.11: Γ(f−1
1 ) y Γ(f−1

2 )

Para la prueba del Teorma 3.7, mencionaremos primero un lema que muestra
la relación entre los S-conjuntos en la gráfica de la función f : I → 2I y los
S-conjuntos en la gráfica de f−1.
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Lema 3.1. Si f : I → 2I es completa, C es un S-conjunto en Γ(f). Y

C−1 = {(x, y) : (y, x) ∈ C}.

Entonces se cumplen los siguientes enunciados.

1. Si C es un L-conjunto entonces C−1 es un B-conjunto.

2. Si C es un R-conjunto entonces C−1 es un T -conjunto.

3. Si C es un T -conjunto entonces C−1 es un R-conjunto.

4. Si C es un B-conjunto entonces C−1 es un L-conjunto.

5. Si C es un TL-conjunto entonces C−1 es un BR-conjunto.

6. Si C es un TR-conjunto entonces C−1 es un TR-conjunto.

7. Si C es un BL-conjunto entonces C−1 es un BL-conjunto.

8. Si C es un BR-conjunto entonces C−1 es un TL-conjunto.

Teorema 3.7. Un lı́mite inverso con una sola función de ligadura completa f

es conexo si y solo si el lı́mite inverso con una sola función de ligadura f−1 es

conexo.

Demostración. Supongamos ĺım
←−

f es disconexo. Entonces Fi∈[1,n]Γ(fi) es disco-
nexo para alguna n. Supongamos que n es mı́nimo para el cual Fi∈[1,n]Γ(fi) es
disconexo. Como fi = f para cada i existe una base componente 〈S1, . . . , Sn〉
donde Si ⊂ Γ(fi) para cada i ∈ [1, n]. Se sigue del Lema 3.1 que 〈S−1

1 , . . . , S−1
n 〉,

donde Sn−i+1 ⊂ Γ(f−1
i ) para cada i ∈ [1, n] es una base componente del sistema

de f−1.

El regreso se cumple pues (f−1)−1 = f .

La prueba del siguiente teorema es similar a la del Teorema 3.7.

Teorema 3.8. Supongamos f una sucesión completa. Entonces Fi∈[1,n]Γ(fi) es

conexo si y solo si Fi∈[1,n]Γ(gi) es conexo donde gi = f−1
n−i+1 para cada i < n.
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3.2.2. Componentes grandes y chicas

Banič y Kennedy en [1], mostraron que para toda sucesión completa f , ĺım
←−

f

tiene al menos una componente C tal que para cada i ∈ N, πi+1,i(C) = Γ(fi+1).
En esta sección requerimos tener presente el Corolario 3.1, la Definición 3.4 y la
Proposición 3.1

Notemos que si f es una sucesión completa y C una componente chica de
ĺım
←−

f , entonces no necesariamente se cumple que C es débilmente capturado por
una base componente, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. Sea f1 una función cuya gráfica se muestra en la primera parte de la

Figura 3.12, y f2 es la gráfica de la segunda parte de la Figura 3.12, que contiene

una sucesión de segmentos de lı́nea inclinados que disminuyen su tamaño y su

lı́mite es el punto (1
2
, 1

2
). Para cada i > 2, fi es la función identidad.

1     1
2     2(            ),

       1
       2

       1
       2

Figura 3.12: Γ(f1) y Γ(f2)

Consideremos el conjunto

C =

{(
1

2
,
1

2
, x, x, . . .

)
: x ∈

[
1

2
, 1

]}
.
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Si 0 < ε < 1
2

tenemos

U =

((
1

2
− ε, 1

2
+ ε

)
×
(

1

2
− ε, 1

2
+ ε

)
×
(

1

2
− ε, 1

]
×
∏
i>2

Ii

)⋂
ĺım
←−

f

el cual es una vecindad abierta deC en ĺım
←−

f . Observemos que U es una colección

de componentes, donde una de ellas es C, y cada una de los demás componentes

es un subconjunto de I0 × [0, 1
2
]×

∏
i>1

Ii.

Ası́, C componente de ĺım
←−

f . Además, veremos que C no es capturada por una

base componente. Si 〈S1, . . . , Sn〉 es una base componente que captura a C, como

la función identidad no contiene un T -conjunto o un B-conjunto, debe ser el caso

en que n = 2, S1 =
{(

1
2
, 1

2

)}
⊂ G(f1) y S2 =

[
1
2
, 1
]
×
{

1
2

}
. Ası́, S1 es un

L-conjunto pero S2 no es un T -conjunto, esto es una contradicción.

Teorema 3.9. Para toda sucesión completa f , si ĺım
←−

f tiene una componente chica

C que no es capturada por una base componente, entonces la colección de bases

componentes que la capturan tiene un punto lı́mite en C.

Demostración. Sea C la colección de componentes que capturan a la componente
pequeña C y supongamos

⋃
C ∩ C = ∅. Entonces existen abiertos U , V subcon-

juntos de
∏
i∈N

Ii, tales que C ⊂ U ⊂ U ⊂ V , y V ∩
⋃
C = ∅.

Para cada i ∈ N, sea Xi = [ai, bi] = πU . Como U es abierto, ai < bi para cada
i . Ahora, para cada i > 0 sea Ci la componente de πi,i−1(U)∩Γ(fi) que contiene
πi,i−1(C), y sea Gi ⊆ Ii × Ii−1 el conjunto Ci ∪B, donde

B = ({ai, bi} ×Xi−1) ∪ (Xi × {ai−1, bi−1}).

Como cada gráfica Γ(fi) es completa, cada Γi es conexo. Para i > 0, sea gi : Xi →
2Xi−1 la función cuya gráfica es Γi. Por definición de U se sigue que el sistema
g es completo. Si g admite una base componente 〈Sm, . . . , Sn〉 donde para cada
i ∈ [m,n], Si ⊂ Γi, entonces para cada i ∈ [m,n], Si ⊆ Γi, y por lo tanto
〈Sm, . . . , Sn〉 es una base componente admitida por f , esto es una contradicción.
Ası́, g no admite una base componente y por lo tanto ĺım

←−
g es conexo.

Como cada g es completa existe i tal que πi,i−1(U) 6= Γ(fi), de esta manera
existe un punto (yi, yi−1) ∈ Ci \ (πi,i−1(C) ∪ B) y por lo que existe un punto
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x ∈ ĺım
←−

g tal que xi = yi y xi−1 = yi−1. Ası́, C 6= ĺım
←−

g, pero C ⊂ ĺım
←−

g por lo

que ĺım
←−

g es disconexo y esto es una contradicción. Por lo tanto
⋃
C ∩ C 6= ∅

Teorema 3.10. Para toda sucesión completa f , ĺım
←−

f tiene exactamente una com-

ponente grande.

Demostración. Se muestra en [1], mostraron que para toda sucesión completa f ,
ĺım
←−

f tiene al menos una componente larga. Supongamos que X y Y son compo-
nenetes grandes distintas de ĺım

←−
f . Entonces existe n > 0 tal que

π[0,n](X) ∩ π[0,n](Y ) = ∅,

de otra forma (
π[0,n](X)×

∏
i>n

Ii

)
∩

(
π[0,n](Y )×

∏
i>n

Ii

)
6= ∅,

X =
⋂(

π[0,n](X)×
∏
i>n

Ii

)
,

Y =
⋂(

π[0,n](Y )×
∏
i>n

Ii

)
y por lo tanto X ∩ Y 6= ∅, y esto es una contradicción.

Supongamos que existe una sucesión completa cuyo lı́mite inverso tiene mas
de una componente grande. Sea n el mı́nimo valor por el cual existe una sucesión
completa g tal que ĺım

←−
g tiene distintas componentes largas X y Y y

π[0,n](X) ∩ π[0,n](Y ) = ∅.

Por lo tanto, para toda sucesión g, Fi∈[1,n−1]Γ(gi) tiene solo una componente
grande. Como Γ(g1) es conexo, n > 1.

Sea f es una sucesión completa tal que Fi∈[1,n]Γ(fi) tiene mas de una compo-
nente grande. Sea A el conjunto de las componentes de

{
(x0, . . . , xn−1) ∈Fi∈[1,n−1]Γ(fi) : xn−1 = 0

}
,
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y B las componentes de

{(xn−1, xn) ∈ Γ(fi) : xn−1 = 0} .

Entonces, para cada A ∈ A y B ∈ B, A ? B es conexo. Observese que A ? B es
homeomorfo a A×B y B es un intervalo.

Supongamos C y D son componentes grandes de Fi∈[1,n]Γ(fi), C 6= D.
Por la minimalidad de n, Fi∈[1,n−1]Γ(fi) tiene una componente grande L. Co-
mo π[0,n−1](C) y π[0,n−1](D) son conexos y para cada i ∈ [1, n − 1], πi,i−1(C) =

π[i,i−1](D) = Γ(fi), la componente que está contenida en πi,i−1(C) es grande y la
componente que está contenida en πi,i−1(D) es grande. Se sigue que

π[0,n−1](C) = π[0,n−1](D) = L.

Sea R ⊆ Γ(fn) un subcontinuo irreducible que intersecta a cada uno de los con-
juntos In × {0} y In × {1}. Observemos que πn−1(R) = In−1.

Como R es irreducible intersecta un elemento B de B.

Sea G = Fi∈[1,n−1]Γ(fi) ? R. Si πn(R) es un conjunto singular {a}, entonces

G = Fi∈[1,n−1]G(fi)× {a}

el cual es homeomorfo a Fi∈[1,n−1]Γ(fi) y por lo tanto tiene una sola componen-
te grande. Si [c, d] = πn(R) y c < d, entonces R es la gráfica de una función
completa de [c, d] a In−1.

Supongamos K1 y K2 son componentes grandes de G, K1 6= K2 (recorde-
mos la definición de tal componente, en este caso πi,i−1(K1) = Γ(fi) para cada
i ∈ [1, n − 1] y πn,n−1 = R, y de manera similar para K2 ). Se puede observar
G ⊂ Fi∈[1,n]G(fi), ası́ π[0,n−1](K1) y π[0,n−1](K2) son componentes grandes de
Fi∈[1,n−1]Γ(fi) y por lo tanto

π[0,n−1](K1) = π[0,n−1](K2) = L.

Ası́, si (x0, . . . , xn) ∈ K1 entonces existe (y0, . . . , yn) ∈ K2 y son tales que
xi = yi para cada i < n, y existe A ∈ A tal que (x0, . . . , xn−1) ∈ A. Como
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K1 ∩ K2 = ∅, xn 6= yn. Como (xn, xn−1) ∈ B y (yn, yn−1) ∈ B. Se tiene que
(x0, . . . , xn), (y0, . . . , yn) ∈ A ? B y A ? B es conexo, esto es una contradicción.
Ası́, existe una única componente grande K de G y π[0,n−1](K) = L.

Como C es grande, existe (x0, . . . , xn) ∈ C tal que (xn, xn−1) ∈ B. Sea A ∈
A tal que (x0, . . . , xn−1) ∈ A. Como (x0, . . . , xn−1) ∈ L existe (y0, . . . , yn) ∈ K
tal que xi = yi para cada i < n y (yn, yn−1) ∈ B. Ası́, (x0, . . . , xn), (y0, . . . , yn) ∈
A ? B y como A ? B es conexo, K ⊆ C.

Con un argumento similar K ⊂ D, esto es una contradicción .
Por lo tanto Fi∈[1,n]Γ(fi) tiene una sola componente grande

Corolario 3.4. Si ĺım
←−

f es disconexo entonces este tiene una componente chica.

3.2.3. Número de componentes de un lı́mite inverso

En esta sección mostramos resultados relacionados con la cardinalidad de las
componentes de un lı́mite inverso. Consideremos el Problema 6.6 de [8], que dice:

Problema 1. ¿Qué sucede con los lı́mites inversos con una sola función de liga-

dura cuya gráfica es la unión de dos funciones sin puntos de coincidencia?

En [5] da una respuesta en relación a la conexidad dando a conocer el número
de componentes del lı́mite inverso.

Teorema 3.11. Un lı́mite inverso con una sola función de ligadura cuya gráfica

es la unión de dos funciones sin un punto de coincidencia tiene c componentes.

Demostración. Supongamos que g, h : [0, 1] → 2[0,1] son funciones continuas
tales que Γ(g)∩Γ(h) = ∅, y F : [0, 1]→ 2[0,1] es usc cuya gráfica es Γ(g)∪Γ(h).

Sea F la colección de todas las sucesiones {fi}i∈N tales que para cada i fi = g

o bien fi = h. Entonces

| F |= c

Si f ∈ F entonces ĺım
←−

f es conexo y una componente de ĺım
←−

F.

Se sigue que ĺım
←−

F tiene c componentes.
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Tal vez el ejemplo mas conocido con relación al Teorema 3.11, es una sola
función de ligadura f donde Γ(f) = I × {0, 1} como se muestra en la Figura
3.13. En este ejemplo bien se sabe que ĺım

←−
f es el conjunto de Cantor.

El lı́mite inverso y los productos de Mahavier generados por una función de
ligadura completa f pueden tener c componentes. Daremos otro ejemplo.

(0,0) (1,0)

(1,1)

Figura 3.13: Gráfica de g

Ejemplo 3.8. Sea C ′ ⊂ [0, 1] el conjunto de Cantor ternario y sea

C =

{
x+ 1

3
: x ∈ C ′

}
.

Sea g : [0, 1] → 2[0,1] una función cuya gráfica se muestra en la Figura 3.13, y

contiene c lı́neas horizontales y c lı́neas verticales, cada colección está posicio-

nada de acuerdo al conjunto C como es indicado.

Para cada i > 0, cada sucesión {Ai, Bi+1} donde

Ai ∈
{{(

1

2
, c

)}
⊂ Ii × Ii−1 : c ∈ C

}
y

Bi+1 ∈
{{(

c,
1

2

)}
⊂ Ii+1 × Ii : c ∈ C

}
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es una base componente. Si

(x0, x1, x2), (y0, y1, y2) ∈ Γ(g)× Γ(g)

y cada triada de la forma (c, 1
2
, d) donde c, d ∈ C entonces

(x0, x1, x2) y (y0, y1, y2)

están solo en la misma componente de Γ(g) × Γ(g) si (x0, x1, x2) = (y0, y1, y2).

Ası́, Γ(g) ? Γ(g) tiene c componentes y por lo tanto cualquier Producto de Maha-

vier, con g como única función de ligadura, tiene c componentes.

En el ejemplo anterior, el lı́mite inverso tiene c componentes, y ası́ lo hacen
cada uno de los productos de Mahavier de g. Veamos que es posible que un lı́mite
inverso con una sola función de ligadura completa tenga c componentes, pero todo
producto Mahavier generado por la función tiene solamente una cantidad finita de
componentes.

Ejemplo 3.9. Para cada i > 0 sea fi : [0, 1] → 2[0,1] cuya gráfica se muestra en

la Figura 3.14. Para cada i > 0 los singulares Ai = {
(

1
2
, 1

3
)
}

y Bi =
{

(1
2
, 2

3
)
}

son L-conjuntos en Γ(fi) y los singulares Ci =
{

(1
3
, 1

2
)
}

y Di =
{

(2
3
, 1

2
)
}

son

T -conjuntos en Γ(fi). Ası́, para cada i ∈ N y cada uno de los conjuntos

〈Ai, Ci+1〉, 〈Bi, Ci+1〉, 〈Ai, Di+1〉 y 〈Bi, Di+1〉

es una base componente. Para cada i ∈ N y los puntos x,y ∈ ĺım
←−

f y cada una

de las triadas (xi, xi+1, xi+2) y (yi, yi+1, yi+2) es alguna de las siguientes triadas(
1

3
,
1

2
,
1

3

)
,

(
1

3
,
1

2
,
2

3

)
,

(
2

3
,
1

2
,
1

3

)
o
(

2

3
,
1

2
,
2

3

)
entonces x,y están en la misma componente de ĺım

←−
f si

(xi, xi+1, xi+2) = (yi, yi+1, yi+2).

Para cualquier x ∈ ĺım
←−

f , cada sucesión cuadruple de x puede ser de la forma
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(xi, xi+1, xi+2,
1
2
) donde (xi, xi+1, xi+2) es alguno de los siguientes valores(
1

3
,
1

2
,
1

3

)
,

(
1

3
,
1

2
,
2

3

)
,

(
2

3
,
1

2
,
1

3

)
o
(

2

3
,
1

2
,
2

3

)
.

Existen c de tales puntos y cualesquiera dos de ellos debe diferir sobre alguna

triada que corresponde a una de las 4. Ası́ que existen c componentes.

1
3

1
3

1
2

1
2

2
3

2
3

Figura 3.14: El lı́mite inverso tiene c componentes

Teorema 3.12. Si f es una sucesión completa, k > 1 y para cada i ≤ k, σi =

〈Simi
, . . . , Sini

〉 es una base componente tal que Sjii ⊂ Γ(fji) y σi 6= σj , si i 6= j,

entonces existen k+ 1 componentes pequeñas disjuntas por pares C0, C1, . . . , Ck

tales que para cada i, π[mi−1,ni](Ci) es una componente grande de Simi
? · · · ?Sini

.

Demostración. Para cada i < k, sea Di una componente de ĺım
←−

f tal que

π[mi−1,ni](Di)

es una componente grande de Fi∈[mi,ni]Si. Supongamos que para algunos i, j,
mi ≤ mj ≤ ni ≤ nj y Di = Dj . Entonces para cada l ∈ [mj, ni], Sil = Sjl .
Ası́ Simj

= Sjmj
es un L-conjunto o un R-conjunto, y Sini

= Sjni
es un T -conjunto

o B-conjunto. Si mi < mj entonces 〈Simj
, . . . , Sini

〉 es una subsucesión propia
de σi que es una base componente. Si ni < nj entonces 〈Sjmj

, . . . , Sjni
〉 es una
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subsucesión propia de σj que es una base componente . En otro caso tenemos una
contradicción. Ası́, si mi ≤ mj ≤ ni ≤ nj entonces Di 6= Dj .

El argumento es similar si mj ≤ mi ≤ ni ≤ nj o mi ≤ mj ≤ nj ≤ ni. Por lo
tanto, si Di = Dj entonces ni ≤ mj o nj ≤ mi.

Supongamos que el orden es para cada i < k, ni ≤ mi+1.
Para cada j < k, como fmj

es completa y πmj ,mj−1(Dj) es L-conjunto o R-
conjunto, se sigue que existe una componente Ej de (πmj

(Dj) × Ij−1) ∩ Γ(fmj
)

tal que Ej es L-conjunto o un R-conjunto,

Ej ∩ πmj ,mj−1(Dj) = ∅,

es decir, Ej ∩ Sjmj
= ∅ y πH(Ej) = πH(Smj

j
). Como f es completa, existen

x ∈ Dj y y ∈ ĺım
←−

f tales que ymj
= xmj

y (ymj
, ymj−1) ∈ Ej . Ası́,

P = (y0, . . . , ymj−1, xmj
, xmj+1, . . .) ∈ ĺım

←−
f

y P 6∈ Dj.

Ahora mostraremos que si i > j entonces existe una componente K de

π−1
[mi−1,ni]

(Fl∈[mi,ni](S
i
l ))

tal que

1. π[mi−1,ni](K) es una componente grande de Fl∈[mi,ni](S
i
l ), y

2. πmj ,mj−1(K) = Ej y por lo tanto K es disjunto de Dj .

Para cada l ≥ mj sea Xl = πl(Di). Para toda l > mj , sea Γl = πl,l−1(Dl). Ası́
π[mj ,∞)(Di) es una componente grande de Fl>mj

Γl. Sea Gmj
= Ej . Si l ≤ mj ,

y Γl, Xl ya han sido definidas, sea Xl−1 = πV (Γl) y cada componente Γl−1 de
Xl−1 × Il−2 tal que πH(El−1) = Xl−1. Como cada Γl puede ser considerado
como la gráfica de una función usc sobreyectiva de Xl a 2Xl−1 , por la Proposición
3.2, Fi>0Γi tiene una componente grande K, y K es componente de ĺım

←−
f que

satisface (1) y (2).
Sea C0 = D0. Si D1 ∩ C0 = ∅ entonces D1 = C1. Si D1 ∩D0 6= ∅ entonces

sea C1 una componenete de ĺım
←−

f tal que
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πm0,m0−1(C1) = E0, y

π[m1−1,n1](C1) es una componenete grande de Fl∈[m1,n1]S
1
l .

Tal componente existe pues D0 6= D1, y por lo tanto m0 < n0 ≤ m1. Ası́,
C1 es una componente pequeña, π[m1−1,m1](C1) es una componente grande de
Fl∈[m1,n1]S

1
l y C1 ∩ C0 = ∅.

Supongamos i ∈ [0, k − 1] y

para cada j ≤ i existe una componente pequeña Cj tal que π[mj−1,nj ](Cj)

es una componente grande de Fl∈[mj ,nj ]S
j
l , y

los elementos de la colección {Cj : j ≤ i} son ajenos por pares.

Si para cada l ≤ i, Di+1 6= Cl sea Ci+1 = Di+1, de otra forma sea Ai+1,i+1 =

Di+1. Supongamos j ≤ i+ 1, Aj+1,j han sido definidas y si j ≤ i entonces

π[mj+1−1,∞)(Ai+1,j) = π[mj+1,∞)(Ai+1,j+1),

y por lo tanto π[mj+1−1,∞)(Ai+1,j) es una componente grande de Fl∈[mi+1,ni+1]S
i+1
l .

SiAi+1,j 6= Dj−1, entonces seaAi+1,j−1 = Ai+1,j , de otra forma hacemosAi+1,j−1

una componente de ĺım
←−

f tal que

π[mj−1,∞)(Ai+1,j−1) = π[mj−1,∞)(Ai+1,j) y

πmj−1,mj−1−1(Ai+1,j−1) = Ej−1.

Para demostrar que Ai+1,j−1 existe es equivalente en demostrar la existencia de
una componente K que satisface (1) y (2), como mj−1 < mj .

Por lo tanto, para todo l ∈ [j, i]. Ai+1,j−1 ∩ Cl = ∅ y

π[mj ,∞)(Ai+1,j−1) = π[mj ,∞)(Ai+1,j).

Sea Ci+1 = Ai+1,0. Ası́, por inducción obtenemos una colección de compo-
nentes pequeñas {Cj : j ≤ k} que son ajenos por pares.

Teorema 3.13. Sea f una sucesión completa con una sola función de ligadura f .

Si ĺım
←−

f es disconexo entonces tiene una cantidad infinita de componentes.
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Demostración. Como ĺım
←−

f es disconexo el sistema admite una base componente
〈S0, . . . , Sn〉. Como f es una sola función de ligadura la base es repartida sobre
cualquier sucesión de n + 1 funciones, es decir, existe una base con exactamente
los mismos S-conjuntos en Γ(f), esto ocurre sobre cada sucesión de n+1 funcio-
nes. Por lo tanto, existe una cantidad infinita de bases componente y el resultado
se sigue del Teorema 3.12.

El teorema anterior requiere de una sola función de ligadura. No siempre es
cierto cuando se tiene más de una función de ligadura. El ejemplo clásico que
muestra esto es el dado por Ingram en [8, Ejemplo 2.1] y que describimos en el
Ejemplo 3.2.

Además, recordemos la definición de descomposición de una gráfica en subgráfi-
cas fibra-conexa.

Teorema 3.14. Si cada gráfica tiene una descomposición en subgráficas fibra-

conexa entonces para todo n ∈ N, ?i∈[1,n]Γ(fi) tiene un número finito de compo-

nentes.

Demostración. Las gráficas que tienen una descomposición finita en subgráficas
fibras-conexas tienen solo una cantidad finita de S-conjuntos, y por lo tanto para
toda n ∈ N, Fi∈[1,n]Γ(fi) tiene solo una cantidad finita de bases componente. Ası́
que por Teorema 3.9 Fi∈[1,n]Γ(fi) tiene solo componentes chicas y para cualquier
n ∈ N, son capturados por bases componentes y por el Teorema 3.10 existe una
sola componente grande. Ası́ Fi∈[1,n]Γ(fi) tiene una cantidad finita de componen-
tes.

Finalizamos nuestro trabajo en el siguiente ejemplo que muestra una sucesión
completa f que tiene un número finito de bases componente, pero ĺım

←−
f tiene c

componentes.

Ejemplo 3.10. Sean f1 y f2 dos funciones cuya gráfica se muestra en la Figu-

ra 3.15 y Figura 3.16 respectivamente y para cada i > 2 sea fi cuya gráfica se

muestra en la Figura 3.17. Observese que 〈{
(

1
4
, 1

4

)
}, {
(

3
4
, 1

4

)
}〉 es base compo-

nente. Para cualquier x ∈ ĺım
←−

f tal que x0 = x1 = 1
4

y x2 = 3
4
, el singular {x} es

una componente de ĺım
←−

f y hay c componentes.
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1     1
4     4(            ),

Figura 3.15: Γ(f0)

3     1
4     4(            ),

Figura 3.16: Γ(f1)

1     1
2     

(            ),

Figura 3.17: Γ(f2)
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