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Introduccion.

Sean X y Y espacios topoldgicos y f,g : X — Y funciones continuas. Diremos que f es pseudo-homotépica a g
si existen un continuo C', dos puntos a,b € C' y una funcién continua H : X x C — Y tales que H(z,a) = f(z) y
H(z,b) = g(z) para cada € X. La funcién H es llamada una pseudo-homotopia entre f y g y el continuo C es
llamado espacio factor. Un espacio topolégico X se dice ser pseudo-contractil si la funcion identidad idx es pseudo-
homotopica a una funcién constante en X. Claramente estos conceptos generalizan a los conceptos de homotopia y
contractibilidad, respectivamente. De estos ultimos existen una gran variedad de resultados y articulos relacionados
con el tema.

R. H. Bing introdujo la nocién de pseudo-contractibilidad; sin embargo, fue W. Kuperberg el primer matematico
que probé que las nociones de pseudo-contractibilidad y contractibilidad son diferentes (véase [19]). Por la naturaleza
del ejemplo que él dib, el cual, en apariencia es mas complejo de escribir y similar a la curva del topdlogo sen %,
pregunt6 lo siguiente: ;Serd la curva del topdlogo pseudo-contractil? En esta linea, H. Katsuura prob6 en [15] que la
curva del topélogo no es pseudo-contractil con espacio factor él mismo. En su mismo articulo probd que si Y es un
continuo indescomponible no degenerado tal que cada una de sus composantes es arco-conexa y X es continuo que
tiene arco-componentes densas, entonces X no es pseudo-contractil con factor Y.

Otras preguntas relacionadas con el tema son las siguientes:
Pregunta 1. ([15, Question 1, p. 1136]) ;jEs la curva del topdlogo pseudo-contrictil con espacio factor el pseudoarco?
Pregunta 2. ([19, Problem 118]) ;Es el pseudoarco pseudo-contractil con espacio factor el pseudoarco?

W. Debski probé en [10] que la curva del topdlogo no es pseudo-contractil. Por otra parte, M. Sobolewsky en
[24] mostr6 que el tnico continuo encadenable pseudo-contréctil es el arco, con esto se responde negativamente a la
pregunta 2, pues como se sabe el pseudo-arco es un continuo encadenable. Lo publicado hasta el momento sobre el
tema se puede consultar en [2], [6], [13], [15], [19] and [24]. Actualmente en [6] se probé que en hiperespacios como 2%
C(X), entre otros, los conceptos de pseudo-contractibilidad y contractibilidad coinciden. Realmente esto es parte de
un problema general, a saber: determinar en que tipo de espacios topolégicos los conceptos de pseudo-contractibilidad
y contractibilidad coinciden.

Este trabajo de tesis estd basado principalmente en el articulo [5] en donde desarrollaremos a medida de lo posible,
sin salirnos mucho del tema, todos aquellos resultados citados relacionados y los que aperecen en él. La tesis estd
organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1, se mencionan algunas definiciones y resultados que usaremos en
algunas partes de la tesis, muchos de los cuales no se demostrardn y que estan escritos en la mayor parte de los libros

de topologia general, sin embargo se dejara la referencia de algunos que no son muy conocidos para su consulta. En



el Capitulo 2, mostraremos resultados relacionados al espacio de funciones continuas entre dos espacios topologicos
concepto que estd intimamente ligado a la teorfa de (pseudo-)homotopias. En el Capitulo 3, daremos propiedades bési-
cas en relacion a pseudo-homotopias. El Capitulo 4 estd dedicado al estudio de la pseudo-contractibilidad de espacios
topoldgicos. En el Capitulo 5 damos la definicién de “pseudo-contractibilidad con respecto a” y resultados relaciona-
dos a dicho concepto. En el Capitulo 6 relacionamos la pseudo-contractibilidad con espacios pseudo-homotépicamente
equivalentes. En el Capitulo 7 relacionamos la pseudo-contractibilidad de un espacio con su forma trivial. Finalmente,
en el Capitulo 8 damos resultados que son consecuencia de la pseudo-contractibilidad, principalmente nos enfocamos

cuando los espacios son continuos.



Capitulo 1

Preliminares

Nuestro trabajo estd inmerso en el drea de Topologia. En este capitulo se dardn algunas definiciones y propiedades
bésicas que se usaran a lo largo de este trabajo. De algunos resultados, no tan comunes, se dejard una referencia,
para su consulta. Omitiremos la definicion de topologia y propiedades béasicas, pues suponemos que el lector tiene
conocimientos basicos de ello. Algunos de los espacios topoldgicos con los que trabajaremos son los espacios métricos.

A continuacién lo definiremos y veremos algunas cosas basicas que usaremos a lo largo del trabajo.

Definicién 1.1. Una métrica o una distancia en un conjunto no vacio X es una funcién d: X x X — RTU{0} que

satisface los siguientes axiomas para cualesquiera z,y,z € X:
i. d(z,y) =0 siysdlosiz=y,
ii. d(z,y) =d(y,z) (simetria),y
iii. d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) (desigualdad del triangulo).
En donde R* denota el conjunto de los niimeros reales positivos. A la pareja (X, d) le llamaremos espacio métrico.
Definicién 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico.

1. Sean z € X y r € RT. Llamaremos al conjunto B(z,r) = {y € X : d(x,r) < r} la bola abierta con centro en x

y radio 1.
2. Sean A C X no vacio y « € X. Definimos la distancia de  a A como d(x, A) = inf{d(z,y)|y € A}.

3. Sean A, B subconjuntos no vacios de X. Definimos la distancia de A a B como
d(A, B) = inf{d(z,y)| x € A, y € B} = inf{d(z, B)| x € A} = inf{d(A,y)| y € B}.

4. Sea A C X no vacio. Definimos el didmetro de A como didm(A) = sup{d(z,y)| =,y € A}.

Definicién 1.3. Dado un espacio métrico (X, d), la coleccién 74 = {0} U {E C X| E es unién de bolas abiertas} es

una topologia en X y la llamaremos la topologia en X inducida por la métrica d.
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Definiciéon 1.4. Sea X un conjunto, y sean dj,ds dos métricas en X. Diremos que son métricas equivalentes si

inducen la misma topologia en X.

Definicién 1.5. Decimos que un espacio topolégico (X, 7) es metrizable si existe una métrica d en X tal que la

topologia inducida por d coincide con 7.
En relacion a la continuidad mencionaremos lo siguiente.

Definiciéon 1.6. Sean X,Y espacios topolégicos, f: X — Y una funcién y ¢ € X. Diremos que f es continua en
el punto xg, si para cualquier subconjunto abierto V' de Y que contiene a f(zg), existe un subconjunto abierto U de
X que contiene a xg que satisface f(U) C V. Se dice que f es continua en X, si f es continua en cada uno de sus

puntos.

Teorema 1.7. Sean X,Y espacios topologicosy f: X — Y wuna funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. f es continua.
2. Para cualquier conjunto abierto V deY, f=1(V) es un conjunto abierto en X.
3. Para cualquier conjunto cerrado F de'Y, f~1(F) es un conjunto cerrado en X.

4. Para cualquier elemento B subbdsico (bdsico) de una subbase (base) para'Y, se tiene que f~1(B) es un conjunto

abierto en X.
En muchas ocasiones estaremos usando la equivalencia 4, sin siquiera hacer mencién a ella.

Proposiciéon 1.8. Sean X,Y, Z espacios topologicos, f: X =Y y g:Y — Z funciones. Si f y g son continuas,

entonces f o g también es continua.

Una forma de definir una funcién continua, es hacerlo por partes; es decir, a partir de varias funciones que sean
continuas en subconjuntos de un conjunto dado y “pegandolas” adecuadamente. A este proceso se le conoce como

Lema de continuidad o Lema del pegado.

Lema del Pegado Sean (X,7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos y {F;}1, C P(X), tales que F; es cerrado para

n

cada i € {1,2,...,n}, donde X = UF’ Si para cada i € {1,2,...,n} se tiene que f;: (F;,7r,) — (Y, 7v) es una
i=1

FiNFij41 = f74+1

funcidn continua y f; FnF, pora i =1,2,...n—1, entonces f: (X,7x) — (Y,7y) definida por

f(x) = fi(x) si x € F;, es una funcién continua.

Demostracion. Lo demostraremos s6lo para el caso n = 2, ya que para el caso finito de cerrados se puede demostrar a

partir del caso n = 2. Tenemos que f asf definida es una funcién ya que fi|pnr,,, = firi|lrnr,, para i=1,2,...,n—1.

Ahora, sea C C Y cerrado. Notemos que
Ao = OnX =fHO)N(FUER)=(fTHC) N ) U (fH(C)NF) = fTH(C)U f;1(O).

Como f; y fo son continuas, tenemos que f; *(C) y f5 *(C) son conjuntos cerrados en F; y F, respectivamente.
Dado que F) y F, son cerrados en X, entonces f; (C) vy f5'(C) son cerrados en X. Asf, f~1(C) es cerrado en

X. Por lo tanto, f es continua. O



Definicién 1.9. Sean X, Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion.
1. Decimos que f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y su funcién inversa es continua.

2. Los espacios X y Y seran llamados homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos. En cuyo caso se denotara
por X =Y.

3. Decimos que f es un encaje, si es un homeomorfismo sobre su imagen.
Definicién 1.10. Sea P una propiedad.

1. Diremos que es una propiedad topoldgica si cada vez que un espacio X tiene la propiedad P, también la posee

cualquier espacio topolégico homeomorfo a X.

2. Diremos que es una propiedad hereditaria, si dado un espacio topoldgico X que tiene la propiedad P, entonces

cualquier subespacio de X también la tiene.

Definicién 1.11. Sean X,Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcién. Decimos que f es una funcion abierta

(cerrada) si la imagen bajo f de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de X es un subconjunto abierto (cerrado) en
Y.

Proposicién 1.12. Si f es una funcion biyectiva entre los espacios topoldgicos X y Y, entonces los siguientes enun-

ciados son equivalentes.
1. 71 es continua.
2. f es abierta.
3. f es cerrada.

En particular, una funcion biyectiva y continua f: X — Y esun homeomorfismo si satisface alguna de las condiciones

anteriores.

Proposicién 1.13. Sean X,Y espacios topoldgicos y f: X —Y wuna funcidn continua. Si (x,)nen €s una sucesion

en X que converge a xg, entonces f(x,) converge a f(xg).
Con respecto a los axiomas de separacién mencionaremos definiciones y algunos resultados basicos.
Definicién 1.14. Sea X un espacio topoldgico.

1. X es un espacio T, si para cualesquiera par de puntos distintos z y y de X, existen subconjuntos abiertos U y
Vde X talesque 2 € U\V y yeV\U.

2. X es un espacio de Hausdorff 6 Ts, si para cualesquiera par de puntos distintos = y y de X, existen subconjuntos
abiertos Uy V de X talesque z €U, yeV y UNV = 0.

3. X es un espacio reqular o T3 si satisface las siguientes condiciones:



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

a) X es un espacio T1;
b) para cualquier FF C X cerradoy = € X \ F existen subconjuntos abiertos ajenos U y V de X tales que
zrelU y FCV.

4. X es un espacio normal o Ty si tiene las siguientes propiedades:

a) X es un espacio T1; y
b) para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos Fy y Fy de X, existen subconjuntos abiertos ajenos A; y

Ay de X talesque F} C Ay y Fy C As.

Teorema 1.15. Un espacio topoldgico X es Ty si y sélo si para todo x € X, el conjunto {x} es un subconjunto

cerrado en X.
Corolario 1.16. Un espacio topologico X es T1 si y solo si todo subconjunto finito de X es un subconjunto cerrado.
Teorema 1.17. La propiedad de ser de Hausdorff es una propiedad topologica y hereditaria.
Proposicion 1.18. Sea X un espacio topoldgico Ty. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. X es regular.

2. Para cualquier punto © € X y cualquier abierto U de X tal que x € U, existe un abierto V tal que
xeVCcdd(V)CU.

Proposicion 1.19. Sea X un espacio Ty. El espacio X es un espacio normal si y solo si para todo subconjunto cerrado
F de X y para cada subconjunto abierto A de X tal que F C A, existe un abierto B de X tal que F C B C cl(B) C A.

Teorema 1.20. La propiedad de normalidad es una propiedad topologica.
De espacios producto necesitaremos lo siguiente.

Definicién 1.21. Sea {Z,}.cs una familia de conjuntos. Se define el producto cartesiano de la familia {Z,}acs

como

HZa:{f:J—> UZa|f(a)€Zaparacadaa€J}.
acJ acJ

Para cada 3 € J definimos la #-ésima proyeccion del producto cartesiano como la funcion

w5t [[Za = Zs dada por ms((2a)acs) = 2s-
aeJ

Definicién 1.22. Sea {(Za, 7o) }acs una familia de espacios topolégicos. El espacio producto en H Z, es aquel que
acJ
tiene como subbase todos los conjuntos de la forma FEI(UB), donde Ug € 75 para toda 8 € J.

Teorema 1.23. Sea {(Z4, 7o) tacs una familia de espacios topoldgicos. Entonces para cada 8 € J fija, la proyeccion

TG : HZQ — Zg es continua, abierta y suprayectiva.
acJ



Teorema 1.24. Sean {(Z4, 7o) }acs una familia de espacios topoldgicos, un espacio topoldgico X y f: X — HZa

acJ
una funcion. Entonces, f es continua si y sélo si mgo f es continua para cada € J.

Corolario 1.25. Sean X un espacio topoldgico fijo y {(Za,Ta) }acs una familia de espacios topoldgicos. Asumamos que

para cada o € J se tiene definida una funcion fo : X — Z,. Definimos f: X — HZa dada por f(z) = (fo(2))ac-

acJ
Entonces, f es continua si y solo si fq lo es para cada o € J.

Teorema 1.26. Sean {X,}acs, {Yatacs familias de espacios topoldgicos y sea fo + Xo — Yo una funcion para

cada o € J. Definimos [] fo : ]I, Xa — [I, Yo dada por []fo((za)acs) = (fa(Za))acs. Entonces, si cada fo es
continua, entonces también, lo es [] fa-

Proposiciéon 1.27. Sean X1, Xo,Y1,Yo,Z espacios topologicos, f: X1 — Y1, 9: Xo = Ys y F:Y1 xYy — Z

funciones continuas. Las siguientes funciones son continuas.
1. Fy: X1 xYy — Z dada por Fr(z,t) = F(f(z),t).
2. F9:Y) x Xo = Z dada por F9(x,t) = F(z,g(t)).
3. Fy: X1 x Xo =Yy dada por Fy(z,t) = f(x).
4. F': X1 x Xo =Yy dada por F(x,t) = g(t).
5. H:Y1 x[0,1] = Z dada por H(z,t)=F(x,1—1t) yYs=10,1].

Demostracion. 1. Definimos Gy : X; x Yo = Y7 x Y5 la funcién dada por Gy(z,t) = (f(x),t). Por el

Teorema 1.26, Gy es continua. Ademads se tiene que Fy = F o Gy. Por lo tanto, F; es continua.

2. Definimos GY : Y7 x Xo — Y7 x Y5 la funcién dada por G9(zx,t) = (z,g(t)). De igual forma, por Teorema 1.26,

GY9 es continua, ademéds F9 = F o G9. Por lo tanto, F'Y es continua.
3. Como (Fj)~'(A) = f~1(A) x Xy para cada A C Yi, de la continuidad de f se sigue que F es continua.
4. Como (F?)"'(A) = X; x g~ (A) para cada A C Y, de la continuidad de g se sigue que F? es continua.

5. Definimos «: [0,1] — [0,1] como ~(t) = 1—t. Tenemos que ~y es un homeomorfismo, por tanto continua. Nétese

que si X5 = [0, 1], por lo ya demostrado en el inciso (2), se tiene que H = F7. Por lo tanto, H es continua.

O
En relacion a la compacidad consideramos lo siguiente.

Definicién 1.28. Sea X un espacio topoldgico.

1. Una colecciéon U = {U, }aes de subconjuntos de X es una cubierta de X si X = U U,. Si ademas cada uno de

acJ
los elementos de U es un subconjunto abierto de X, entonces a U le llamaremos cubierta abierta de X. Por otro

lado, si U es una cubierta de X y V = {U,}ack con K C J es una subcoleccién de U, diremos que V es una

subcubierta de U, si X = U U,.
acK
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2. X es un espacio compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Diremos que un subconjunto F' de un espacio topolégico X es compacto si al ser considerado con la topologia

relativa, es un compacto.
Proposicion 1.29. Sean X un espacio compacto y F' un subespacio cerrado de X, entonces F' es compacto.

Proposicién 1.30. Sean X, Y espacios topoldgicos. St X es compacto y f: X —Y es una funcion continua tal que

fIX] =Y, entonces Y es compacto.
Teorema 1.31. Sea X un espacio topoldgico.

1. Si X es de Hausdorff y K1, Ko subespacios compactos de X tales que K1NKy = ), entonces existen subconjuntos
abiertos ajenos U yV en X tales que K1 CU y Ky CV.

2. 8i X es regular, F C X es cerrado y K C X es compacto tales que F'N K = (), entonces existen abiertos ajenos
UyVenXtalesque FCU y KCV.

Corolario 1.32. Sea X un espacio topologico.
1. 51 X es de Hausdorff y K es un subespacio compacto de X, entonces K es cerrado en X.
2. 81 X es compacto y de Hausdorff, entonces X es normal.

Lema 1.33. [22, Lema 3.2, p. 37] Si un espacio de Hausdorff es una imagen continua de un espacio métrico compacto,

entonces es metrizable.
Definicién 1.34. Diremos que X un espacio topolégico es separable si contiene un subconjunto denso numerable.

Teorema 1.35. Sea X un espacio topoldgico. Si X es métrico compacto, entonces es sequndo numerable. Por lo tanto

es separable.
Con respecto a la conexidad mencionaremos lo siguiente.

Definicién 1.36. Un espacio X se dice ser conezo si no puede expresarse como la unién de dos subconjuntos abiertos
(cerrados) ajenos no vacios. De lo contrario, se dird que X es disconero. Un subconjunto A de un espacio X se dird

que es conezo si lo es con la topologia relativa.

Proposicion 1.37. Sea X un espacio topologicoy f: X —Y wuna funcion continua y suprayectiva. St X es conexo,

entonces Y es un espacio conexo.

Teorema 1.38. Sea X wun espacio topoldgico. Entonces X es conexo si y sélo si los dnicos subconjuntos cerrados-
abiertos de X son X y .

Proposiciéon 1.39. Supongamos que X es un espacio topoldgico tal que cualesquiera dos de sus elementos estin

contenidos en algun subespacio conexo de X. Entonces X es conero.



Proposicién 1.40. Sean X un espacio topolégico y Y C X conexo. Si Z C X es tal que Y C Z C (YY), entonces Z

es conexo. En particular, la cerradura de un subconjunto conexo es un subconjunto conexo.
Proposicién 1.41. Sea {A;}jcs una familia de subconjuntos conexos de un espacio X.

1. Si existe jo € J tal que A;; N Aj # 0 para todo j € J, entonces UAj es conexo.
jeJ

2. Si ﬂAj # 0, entonces UAj es coneco.
=Y =

Teorema 1.42. Sean {Z,}acs una familia de espacios topoldgicos y HZ‘X el espacio producto dotado con la

acJ
topologia producto. Entonces

1. H Zo es compacto si y solo si Z, es compacto para toda o € J.
acJ

2. H Zy es conexo sty solo si Z, es conexo para toda o € J.
acJ

3. 51 H Zo es métrico, entonces Z, es métrico para cada o € J.
acJ

4. Si Zy es métrico para cada o € J y J es a lo mds numerable, entonces H Zo es métrico.
acJ

5. H Zo es de Hausdorff si y sélo si Z, es de Hausdorff para toda o € J.
acJ

0. H Zo es reqular si y sélo si Z, es regular para toda o € J.
acJ
Definicién 1.43. Se dice que un espacio X es localmente conexo, si para cada x € X podemos encontrar un sistema
bésico de abiertos Z(x) de = cuyos elementos son conexos. Equivalentemente, X es localmente conexo si y sélo si para
cada = € X y cualquier abierto U de X que contiene a x, existe un abierto conexo V' de X que contiene a x tal que
VCu.

Definicién 1.44. Dado un punto x en un espacio X, podemos considerar la coleccién de todos los subcojuntos conexos
de X que contienen a z. La unién de todos ellos es un espacio conexo que denotaremos por C, (Proposicién 1.41). El

conjunto C, es el mayor subespacio conexo de X que contiene a x, al cual llamaremos componente conexa de x en X.

Definicién 1.45. Un espacio X es conexo por trayectorias si para cualesquiera x,y € X, existe una funcién continua

f:100,1] > X talque f(0)==z y f(1)=y. A tal funcién se le llama una trayectoria que va de x a y.
Teorema 1.46. Cualquier espacio conexo por trayectorias es conexo.

Definicién 1.47. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto no vacio de X. Decimos que A es un arco si

existe un homeomorfismo ¢ : [0,1] — A.
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Definicién 1.48. Un espacio X es arco-conexo o conexo por arcos si para cualesquiera par de puntos a,b € X existe
un arco A C X tal que a,b € A. Un espacio X es localmente arco-conezro en el punto xy € X si para cada abierto U

de X que contiene xg existe un abierto arco-conexo V de X que contiene a xq tal que V C U.

Teorema 1.49. [25, Corolario 31.6, p. 222] Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces, X es conexo por trayectorias

si y s6lo si es arco-conexo.

Teorema 1.50. [18, Teorema 1, p. 252] Si X es localmente arco-conexo en un punto xo € X, entonces es localmente

conexro en xg.

Teorema 1.51. [18, Teorema 2, p. 253] Si X es conexo y localmente arco-conexo, entonces X es arco-conexo. Mds
atn, toda region (abierto conexo) de un espacio localmente arco-conexo es arco-coneza. En particular toda componente

conezxa de un espacio localmente arco-conezo, es arco-conexa.
En cuestion de retracciones consideraremos las siguientes definiciones y resultados béasicos.

Definicién 1.52. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un retracto de X, si existe una funcién
continua r: X — A tal que r(a) =a para cada a € A, es decir, 7|4 = idx. La funcién r se llama retraccion de X
en A.

Definicién 1.53. Sea n € N y el espacio métrico R"*! con la métrica usual (euclidiana). Definimos la esfera n-
dimensional S™ en R"™! como S™ = {z € R"*! | ||z|| = 1}. Una n-esfera es un espacio el cual es homeormorfo a la

esfera n-dimensional. Asi, S! se llama la esfera unidimensional y a la I-esfera se le llama curva cerrada simple.
Ejemplo 1.54. Sea X = S x R, entonces A = S' x {0} es un retracto de X.
Demostracion. Notemos que la funcién r: X — A dada por r(s,z) = (s,0) es en efecto una retraccion. O

Ejemplo 1.55. Sea X = R""!\ {0}. La esfera n-dimensional A = S™ es un retracto de X.

Demostracion. Notemos que la funcién r : X — A dada por r(z) = ﬁx es en efecto una retracciéon de X en

A. O

Teorema 1.56. Sean X un espacio topoldgico y A C X no vacio. Entonces, A es un retracto de X si y sélo si para

cada espacio Y y cada funcion continua f: A —Y, existe una funcion continua f*: X =Y tal que f*|a = f.

Demostracion. Sean Y un espacio topolégicoy f: A — Y una funcién continua. Supongamos que A es un retracto
de X, entonces existe una retracciéon r : X — A. Definamos f* = f or. De aqui tenemos que f*: X — Y es
continua y ademds f*(a) = (for)(a) = f(r(a)) = f(a) para cada a € A. Por lo tanto, f*|4 = f.

Reciprocamente, como para cada espacio Y y cada funciéon continua f: A — Y existe una funcion f*: X =Y
tal que f*|4 = f. Tomando Y = A y f =ids tenemos que f*|4 = ida, es decir, f* es una retraccién de X en A.

Por lo tanto, A es un retracto de X. O

A la funcién f* del Teorema 1.56 se le conoce como una extension continua de la funcién f.
Notemos que en la definicién de retracto no se le piden condiciones al subconjunto A de X. Si pedimos condiciones

al espacio X y tenemos una retraccion r: X — A, entonces A resulta ser cerrado.
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Teorema 1.57. Sea X un espacio de Hausdorff y A un subespacio no vacio de X. Si A es un retracto de X, entonces

A es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que A es un retracto de X y sea r : X — A una retracciéon de X en A. Si A = X,
entonces A es cerrado en X. Supongamos que A # X. Demostremos que X \ A es abierto en X. Sea xg € X \ A4,
demostremos que z( es punto interior de X \ A. Como r(xg) # xo y X es de Hausdorff, entonces existen dos abiertos
ajenos U y V en X tales que g € U y 7(x) € V. Como r es continua se tiene que r~1(V) es abierto en X tal que
xo € r~H(V).

Sea W = U nNr~Y(V), entonces W es un abierto en X tal que zg € W y W Nr(W) = 0); esto tltimo se debe a
que WcU y r(W)=rUnr 2 (V))cr(U)nr(r=Y(V)) =r(U)NV ya que r es suprayectiva. Asi, r(W) C V,
pero U NV = (. Finalmente, demostremos que W C (X \ A), dicho de otra manera, W N A = (. Supongamos que
WNA#D. Sea a € WNA, como a € A entonces r(a) =a y como a € W tenemos que r(a) € W. Por lo que
a € WnNr(W), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, g € W C (X \ A). Asi, A es cerrado en X. O

Definicién 1.58. Sea X un espacio métrico separable no vacio.

1. Sea A un subespacio no vacio de X. Decimos que A es un retracto de vecindad de X si existen un abierto U de

X tal que A C U y una retraccion r: U — A.

2. Decimos que X es un retracto absoluto si para cada espacio Z y cada encaje h: X — Z tal que h(X) es un
subconjunto cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de Z. Si X es un retracto absoluto lo denotaremos
por AR (Absolute Retract).

3. Decimos que X es un retracto absoluto de vecindad si para cada espacio Z y cada encaje h : X — Z tal que
h(X) es un subconjunto cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de vecindad de Z. Si X es un retracto
absoluto de vecindad lo denotaremos por ANR (Absolute Neighbourhood Retract).

De manera andloga se tienen las siguientes definiciones.
Definicién 1.59. Sea X un espacio métrico separable no vacio.

1. Decimos que X es un extensor absoluto si para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado no vacio A de Z y

toda funcién continua f: A — X existe una funcién continua F': Z — X tal que F|4 = f.

2. Decimos que X es un extensor absoluto de vecindad si para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado no vacio
A de Z y toda funcién continua f : A — X, existen un subconjunto abierto U de Z tal que A C U y una
funcién continua F: U — X tal que F|4 = f.

Notemos que en la definicién anterior la funcién F' es una extensién continua de la funcién f, es decir, F = f*.
Ademas que todo AR es un ANR, asi como todo extensor absoluto es un extensor absoluto de vecindad. Los reciprocos
no son ciertos. Se colocaran los siguientes resultados con respecto a las definiciones anteriores en una forma ordenada
por asi decirlo, ya que de esta manera aparecen en [20]. Uno de nuestros propdsitos serd usar el Corolario 1.66 en el
Capitulo 7.
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Teorema 1.60. [20, Teorema 3.12, p. 157] El ser un extensor absoluto y un extensor de vecindad absoluto son

propiedades topoldgicas.
Teorema 1.61. [20, Teorema 3.13, p. 157] Sea X un espacio métrico separable y no vacio. Entonces
1. X es AR si y sélo si X es un extensor absoluto.
2. X es un ANR si y sélo si X es un extensor absoluto de vecindad.
Corolario 1.62. /20, Corolario 3.14, p. 158] El ser un AR y un ANR son propiedades topoldgicas.
Teorema 1.63. [20, Teorema 3.16, p. 158] Las siguientes proposiciones son ciertas:
1. Todo retracto de un AR es un AR.
2. Todo retracto de un ANR es un ANR.

3. El producto de una familia a lo mds numerable de espacios métricos, separables y no vacios es un AR si y sélo

si cada espacio factor es un AR.
4. El producto de una familia finita de ANR es un ANR.

Corolario 1.64. /20, Corolario 3.17, p. 160] Los siguientes espacios son AR: R™, [0,1]", con n € N, R*®, el cubo de

Hilbert Q= TT[0, 1]

k=1

Teorema 1.65. [20, Teorema 3.18, p. 160] Todo retracto de vecindad de un ANR es un ANR.

Corolario 1.66. [20, Corolario 3.19, p. 160] Para cada n € N, S™ es un ANR.

Proposicién 1.67. [18, Ejemplo (i), p. 339] Todo espacio X ANR es localmente arco-conexo.
De los espacios topologicos llamados continuos consideramos lo siguiente.

Definicién 1.68. Un continuo X es un espacio topolégico no vacio, métrico, compacto y conexo. Un subcontinuo de

un continuo X es un subespacio de X que también es un continuo.

Definicién 1.69. Decimos que dos continuos C; y Cs son continuamente equivalentes siempre que existan dos fun-

ciones continuas suprayectivas f:Cy = Co y g:Co — Cf.

Definicién 1.70. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es conexo por continuos si para cada par de puntos

a,b € X existe un continuo C' en X tal que a,b € C.

Posteriormente en el Capitulo 8 se definirdn continuos con propiedades muy particulares.

En relacién a espacios cociente usaremos lo siguiente.

Definicién 1.71. Sean Y un conjunto, X un espacio topolégico y f : X — Y una funcién suprayectiva. La identifi-

cacion topoldgica en 'Y determinada por f es la familia 7, = {U C Y | f~}(U) es abierto en X }.
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Teorema 1.72. 1. La familia ¢ es una topologia en Y.
2. La funcién f: (X,7) = (Y, 77) es continua, y 7y es la mayor topologia en'Y que satisface esta propiedad.

3. Ty es la Unica topologia en'Y que satisface la siguiente propiedad.

Para cualquier espacio topoldgico Z, una funcion g:Y — Z es continua si y sélo si go f es continua.

Definicién 1.73. Sean X y Y dos espacios topologicos. Una funcién continua suprayectiva f : X — Y es llamada

una identificacion si la topologia en Y es exactamente 7.

Como ejemplo particular de esto tenemos el siguiente caso. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y © = {Dy}acs

una particién de X. Sea 70 = {{Da}ackx € D | U D, € Tx con K C J}. Se sabe que 19 es una topologia para X

acK
llamada la topologia cociente o la topologia de identificacion, esto ultimo justificado por lo siguiente.

Sea p: X — ® la funcién definida como p(x) = D donde D es el elemento de la particién que contiene a x. Se
sabe que p es una identificacién, esto es 7o = 7,. Dicho de otra manera si i = {Dq }ackx con K C J, entonces U € 1o

siysélosi p~H(U) = U Do € Tx.
acK
Como una particién © en X determina una relacién de equivalencia R y viceversa, se suele denotar al conjunto

® por X/R. Por lo tanto el conjunto X/R con la identificacion p : X — X/R definida anteriormente es llamado
espacio cociente o de identificacion.

Un espacio cociente muy usado es aquel que resulta de tener la particién © = {{z}| =z ¢ A} J{A} donde A es un
conjunto cerrado de X. A tal conjunto se le denota por X/A.

Por otra parte, el proceso de “adjuntar” un espacio X a un espacio Y por medio de una funcién continua f es de
gran importancia en la topologia moderna. Este proceso esta intimamente ligado a los espacios cociente. Para esto

comenzamos con la siguiente definicion.

Definicién 1.74. Sean X y Y espacios topoldgicos ajenos. Se define la union libre de X y Y como el espacio topoldgico
(W,7),donde W=XUY y 7={UCW|UNX esabierto en X y UNY es abierto en Y'}. A la unién libre de X
y Y la denotamos por X +Y.

Definicién 1.75. Sean X,Y espacios topolégicos ajenos, A un subconjunto cerrado en X y f: A — Y una funcién
continua. Si en X +Y generamos la relacién de equivalencia R dada por aRf(a) para cada a € A, al espacio cociente
(X +Y)/R sele conoce como “X adjuntado a Y por 7 6 “espacio de adjuncion de X a 'Y por f” é simplemente

“espacio de adjuncion”. Se le denota por X U¢ Y y f es llamada una adjuncion.

Intuitivamente los espacios X y Y son vistos juntos a lo largo de A identificando cada a € A con su imagen
fla) €Y.

Obsevacién 1.76. Notemos que el espacio de adjuncion de X a 'Y por f lo podemos ver de la siguiente manera con

respecto a sus clases de equivalencia.

XUV ={{ptuf ' :pef(A}U{{z}:ze (X +Y)\[AUf(A)}
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Teorema 1.77. [22, Teorema 3.19, p. 43] Si X y Y son espacios métricos compactos no vacios ajenos, entonces

X Uy Y es un espacio métrico compacto no vacio.
Teorema 1.78. [22, Teorema 3.20, p. 43] Si X yY son continuos ajenos, entonces X Uy Y es un continuo.

Al espacio de adjuncién X Uy Y lo llamaremos continuo de adjuncion.

Finalmente consideraremos en algin momento los llamados limites inversos. Veamos como se definen.

Definicién 1.79. Sea {X,, },en una sucesién de espacios métricos. Para cada n € N sea f7t : X, .1 — X,, una
funcién continua. Entonces la sucesién {X,,, f2*1},cn de espacios métricos y funciones es llamada sucesién inversa.

Las funciones f7*! son llamadas funciones de ligadura.

72 T
X - Xoge— e X 1 X, 8 Xy — -

Si m,n € Ny n > m, entonces se denota f = fmtlo...o f" v f" = jdx, donde idy, denota la funcién
identidad en X,.

Definicién 1.80. Sea {X,, f"*1},en una sucesién inversa de espacios métricos. Definimos el limite inverso de

o0
{ X, f2 1} en denotado por im{X,,, ™!} 0 X, como el subespacio del espacio producto HX” dado por
—

n=1
lm { X, ity — {(zn);’f:l € l:Ian | fot Y (2p41) = 2, para cadan € N}.

Proposicién 1.81. [22, Teorema 2.4, p. 19] Sea {X,, {2 }en una sucesion inversa de espacios métricos.
1. Si X,, es un espacio métrico compacto no vacio para cada n € N, entonces X, es métrico compacto no vacio.
2. St X, es un continuo para cada n € N, entonces Xo, es un continuo.
Se puede ver facilmente que si las funciones de ligadura son suprayectivas entonces X, es no vacio.

Definicién 1.82. Sea {X,,, "'}, cn una sucesién inversa de arcos (i.e. para cada n € N, X,, es un arco) con funciones

ligadura suprayectivas. Entonces a el limite inverso Xo, de {X,,, f*™!},.en se le llama continuo tipo arco.

Definicién 1.83. Sea {X,,, f""1},en una sucesién inversa de curvas cerradas simples (i.e. para cada n € N, X, es
una curva cerrada simple) con funciones ligadura suprayectivas. Entonces a el limite inverso X, de {X,,, f*T1},en se

le llama continuo tipo circulo.

Definicién 1.84. Sea X un espacio métrico compacto. Una cadena U en X es una sucesion finita Uy, Us,...,U,
de subconjuntos de X tales que U; NU; # 0 siy s6lo si |[i — j| < 1 para cada i,j € {1,2,...,n}. A cada U; se
le conoce como eslabon de U. Si cada eslabén de U es un subconjunto abierto, entonces a U se le llama cadena
abierta. Si € > 0, y U es una cadena abierta tal que la malla(id) < e, entonces a U se le llama e-cadena, donde
malla(U) = méx{didm(U) | U € U}.
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Definicién 1.85. Un continuo X se dice que es encadenable si para toda € > 0 existe una e-cadena que cubre a X.
Si x1,x9 € X, entonces X es encadenable desde x1 hasta xo si 'y s6lo si para cada & > 0 existe una e-cadena U. que

cubre a X tal que z; pertenece al primer eslabon y x5 pertenece al tltimo eslabén.

Definicién 1.86. Sea X un espacio métrico compacto. Una cadena circular U en X es una sucesion finita Uy, U1, ..., U,
de subconjuntos de X tales que U; NU; # 0 siy sélosi|i —j| <1614,5 € {1,n}. A cada U; se le llama eslaboén de U.
Si cada eslabén de U es un subconjunto abierto, entonces a U se le llama cadena circular abierta. Sie > 0, y U es una

cadena circular abierta tal que la malla(i) < €, entonces a U se le llama e-cadena circular.

Definicién 1.87. Un continuo X se dice que es circularmente encadenable si para cada € > 0 existe una e-cadena

circular que cubre a X.

Mas adelante veremos algunos resultados relacionados a limites inversos que se usaran para nuestros fines, no se

demostraran pero se dejara referencia para su consulta.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

Topologia compacto-abierta.

Sean X,Y espacios topolégicos. Definimos el siguiente conjunto YX = {f : X — Y | f es una funcién}. A tal

conjunto lo dotaremos de una topologia llamada topologia compacto-abierta que definiremos a continuacién.

Definicién 2.1. Para cada par de conjuntos A C X, BCY sea
[A,Bl={feY*|f(A) C B}

La topologia compacto-abierta en YX es aquella que tiene como subbase a todos los conjuntos [A4,V], donde A C X

es compactoy V CY es abierto. A esta topologia la denotaremos por 7.

El espacio (YX,7;) con ésta topologfa tiene varios subespacios interesantes. Para el estudio de este trabajo nos

fijaremos en el siguiente conjunto C(X,Y) = {f € Y* | f es continua}.

Proposicién 2.2. Para cada y €Y sea ¢y : X =Y dada por cy(x) =y. La funcion j:Y — C(X,Y) dada por
Jj(y) = ¢y es un homeomorfismo de Y sobre un subespacio de C(X,Y). Asi, Y es encajado en C(X,Y).

Demostracion. Tenemos que j es inyectiva. En efecto, para esto, sean yi,y2 € Y tales que j(y1) = j(y2), entonces
Cyy = Cy,, €s decir, ¢y, (x) = ¢y, (x) para cada x € X. Por lo tanto, y1 = y».

Sea [A,V] un subbéasico de la topologia compacto-abierta en C(X,Y’) que contiene al punto ¢,. Ahora, como
cy € [A, V] siysélosi ¢ (A) CV siysélosi y €V, entonces del Teorema 1.7, se sigue que la funcién j es continua.

1

De igual forma por el mismo Teorema 1.7, la funcién j~': j(Y) — Y es continua. Por lo tanto, de la Proposicién

1.12, la funcién j es un homeomorfismo en su imagen. O
En relacion a los axiomas de separacién tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 2.3. C(X,Y) es de Hausdorff si y sélo si Y es Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que C(X,Y) es de Hausdorff. Por la Proposicién 2.2 tenemos que Y es homeomorfo a
un subespacio Z de C(X,Y). Asi, Z es de Hausdorff ya que ser de Hausdorff es una propiedad hereditaria y al ser

también una propiedad topoldgica, Y es de Hausdorff.

17
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Reciprocamente, sean f,g € C(X,Y) tales que f # g. Entonces, existe zg € X tal que f(zo) # g(zo). Como
Y es de Hausdorff, existen abiertos ajenos U y V en Y tales que f(z9) € U y g(x9) € V. De aqui, los conjuntos
{zo},U] v [{zo},V] son abiertos bésicos ajenos en C'(X,Y) tales que f € [{zo},U] v g € [{z0},V]. Por lo tanto,
C(X,Y) es de Hausdorft. O

Teorema 2.4. Sean X un espacio de Hausdorff y compacto, y Y un espacio topoldgico. Si w:C(X,Y)x X =Y es
la funcion dada por w(f,z) = f(x) para toda (f,z) € C(X,Y) x X, entonces w es continua.

Demostracién. Queremos demostrar que para todo abierto H en Y, el conjunto w~!(H) es un abiertoen C(X,Y)xX.

Noétese primero que
w (H) ={(f,z) € O(X,Y)x X |w(f,z) € H} = {(f,z) € C(X,Y) x X | f(x) € H}.

Basta mostrar que para todo punto (f,z) € w™!(H) existe un abierto Q en C(X,Y) x X tal que
(f,x) € Q Cw™'(H). Lo cual es equivalente a que si (f,x) € Q, entonces f(z) € H.

Sea H un abierto en Y y sea (fo,70) € w™ (H). Como fo € C(X,Y) y X es regular por ser de Hausdorff y
compacto, entonces se sigue de la Proposicién 1.18, que existe un abierto G en X que contiene a x( tal que
fo(cl(@)) € H, ya que fo(zo) € H. Como X es compacto, entonces cl(G) C X es compacto. Por lo tanto,
fo € [€l(G), H).

Sea @ = [cl(G), H] x G. Tenemos que @ es un abierto en C(X,Y) x X tal que (fo,z) € Q. Solo falta demostrar
que Q Cw l(H).Si (f,x) € Q, entonces (f,z) € [cl(G),H] x G, es decir, f € [cl(G),H] con z € G. De donde
f(c(G)) c H y z= €G. Asi, f(G) C H. Por tanto f(z) € H, es decir, (f,z) € w™(H). Por lo que Q C w™(H).

Esto implica que w™!(H) es un abierto en C(X,Y) x X. Asi, concluimos que la funcién w es continua. O

Proposicion 2.5. Sean X,Y, Z espacios topoldgicos, f € C(X,Y) y g € C(Y,Z). Definimos la funcién
T:CX,)Y)xCY,Z2) - C(X,Z) dada por T(f,g) =go f. Entonces,

1. La funcién Ty : C(Y,Z) — C(X,Z) dada por Ti(g) = go f1 es continua para cada f, € C(X,Y) fijo.
2. La funcion Ty : C(X,Y) — C(X,Z) dada por To(f) =ga20 f es continua para cada g2 € C(Y,Z) fijo.

Demostracion. 1. Sea [A,V] un subbdsico en C(X,Z) que contiene a go f;. Notemos que go f; € [A,V]siy
sélosi (go f1)(A) CV siysdlosi g€ [fi(A),V]. Como f1(A) es compacto en Y tenemos que [fi1(A),V] es
un subbésico en C(Y, Z) que contiene a g y ademés T1([f1(A4),V]) = [A,V]. Asi, T} es continua.

2. Anélogamente, sea [A,V] un subbdsico en C(X,Z) que contiene a g o f. Notemos que gao f € [4,V] siy
s6lo si (ga o f)(A) CV siysélosi go(f(A) CV siysolosi f(A) C gy (V) siysolosi fe[A gy (V)]
Como g, '(V) es un abierto en Y, tenemos que [A, g, *(V)] es un subbdsico en C(X,Y’) que contiene a f. Por
lo tanto Ty([A, g5 *(V)]) = [A, V]. Por lo que T es continua.

O

Ahora, sean X,Y y Z espacios topoldgicos. Veamos la relacién existente entre los espacios C(X x Z,Y) y

C(Z,C(X,Y)). Sea g: X x Z =Y una funcién y denotemos f,(z) = g(x, z). Podemos definir para cada z € Z una
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funcién f:Z — C(X,Y) dada por f(z)= f.. Las funciones g: X xZ =Y y f:Z — C(X,Y) relacionadas por
la formula f,(z) = g(z,2) son llamadas funciones asociadas. Tomando esto en cuenta tenemos el siguiente teorema,

el cual serd de gran utilidad para un resultado importante en el siguiente capitulo, especialmente en el Teorema 3.21.

Teorema 2.6. Sean X,Y y Z espacios topoldgicos. Sean g: X x Z =Y y f:7Z — C(X,Y) funciones asociadas
por medio de la relacion f.(x) = g(x,z), donde f(z) = f.. Si g es continua, entonces f es continua. Es decir, si
g€ C(X x Z,Y), entonces [ € C(Z,C(X,Y)).

Demostracion. Sea @ un abierto en C(X,Y). Vamos a demostrar que f~(Q) es un abierto en Z. Sin pérdida de

generalidad podemos asumir que @ es un subbdsico, es decir, Q = [C, H]. Notemos lo siguiente:
z€ fHQ) siysolosi f, €Q siysélosi f,(z) € H paracada z € C. (1)

Sea 29 € f1(Q). Entonces, f.,(z) = g(x,2) € H para cada z € C, es decir, C x {2} C g~ }(H). Como g es
continua, se tiene que g~!'(H) es abierto en X x Z. Asf, g7 *(H) es unién de abiertos de la forma G, x U,., donde

G, y U, son abiertos en X y Z respectivamente; esto implica que

g_l(H) = U(Gr x Up).
reJ
Dado que C x {29} es un conjunto compacto contenido en g~'(H), la familia {G, x U, }.c es una cubierta abierta
de C x {zp}. Por lo que, existe una subcubierta finita, esto es,

n

C x {z0} € [ J(Gr, x Up).

=1

n
Nétese que zg € U = (WU,H.7 el cual es un abierto en Z. Mostremos que U C f~1(Q). Para esto, sea z € U. Como

i=1
n

n

CcC UG”, se tiene que para cada = € C, (x,z) € U(G” x Uy,,) C g "(H). De aqui g(x,2) € H. Asi, f.(x) € H y
i=1 i=1

de (1) tenemos que z € f~1(Q) como se querfa. Por lo tanto, f es continua. O

Teorema 2.7. Sean X,Y y Z espacios topoldgicos, g : X x Z =Y y [ :Z — C(X,Y) funciones asociadas por
medio de la férmula f.(x) = g(x,2) donde f(z) = f,. Si X regular localmente compacto y [ es continua, entonces g

es continua.

Demostracién. Sea H un abierto en Y. Demostremos que g~ '(H) es un abierto en X x Z.
Sea (zg,20) € g~ Y(H). Como f.,, € C(X,Y) v f.(x0) = g(x0,20) € H, entonces existe un abierto G en X tal
que g € Gy y f2(Go) C H. Como X es regular y localmente compacto, existe un abierto G tal que z¢ € G, cl(G)
es compacto y cl(G) C Gp. De esto dltimo se sigue que f,,(cl(G)) C f.,(Go) C H; es decir, f,, € [cl(G), H]. Sea
U= f~Y([cl(G), H]). Entonces z € U siy sélosi f, € [cl(G), H].

Como f es continua y [cl(G), H] es un abierto en C(X,Y), entonces U es abierto en Z. Por lo anterior se
tiene que zg € U. De esta manera G x U es un abierto en X x Z tal que (xg,z9) € G x U. Ahora mostraremos que
GxU C g~'(H), para esto, sea (z,2) € GxU. Dado que z € U se tiene que f, € [cl(G), H]. Como [cl(G), H] C |G, H],
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se tiene que f, € [G, H], es decir, f,(z) € H para cada € G. De donde g(z, z) = f.(z) € H para cada (z,z) € GxU.
Luego (z,2) € g7'(H) para cada (z,z) € G x U. Por lo tanto, g~ !(H) es abierto. O

Sean (Y, d) un espacio métrico y X un espacio topolégico. Para cada f € Y y cada € > 0 definamos el conjunto
B(f,e) como la coleccién de funciones g: X — Y cuya grafica G, C X XY no se separa de la grafica de f en més

de una cantidad 0 < § < €; es decir,
B(f,e)={9g: X =Y |3d<e, d(f(zx),g9(z)) <d Vxe X}

Se sabe que la coleccion B = {B(f,¢) | f € YX,e > 0} forman una base para una topologia en YX. A esta topologfa
en YX y a su restriccion en C(X,Y), la denotaremos por 74 y la llamaremos topologfa de la convergencia uniforme

con respecto a la métrica d. Recordemos la siguiente definicién.

Definiciéon 2.8. Una métrica d en un espacio Y se dice que es acotada si existe un ntimero natural M > 0 tal que

d(y1,y2) < M para cualesquiera y1,y2 € Y. Lo cual es equivalente a decir que el diam(Y) es finito.
No es dificil demostrar que si d es una métrica en el espacio Y, entonces la métrica
d*:Y xY — Rt definida por d*(y1,y2) = min{1,d(y1,y2)}

es una métrica acotada en Y y equivalente a d. Dicho asi, toda métrica d en Y es equivalente a una métrica acotada.

Sean X un espacio topoldgico y (Y, d) un espacio métrico tal que d es acotada. Definimos la siguiente funcién

d:YX xYX 5 Rt dada por d(f,g) = sup{d(f(z),g(x))}.
zeX

Tenemos asi, el siguiente resultado.

X

Teorema 2.9. Sea X un espacio topoldgico. Si (Y, d) es un espacio métrico, entonces (Y, 74) es metrizable. Y como

consecuencia C(X,Y) es métrico.

Demostracion. Demostremos que d es una métrica para YX. Dado que d es acotada, tenemos que d esté bien definida.

Se sigue inmediatamente de la definicién de d que
i) d(f,g) >0 para cualesquiera f,g € Y.
ii) d(f,g) =d(g,f) para cualesquiera f,ge Y™,

iii) d(f,g) =0 siysolosi sup{d(f(z),g(x))} =0 siysolosi d(f(z),g(z)) =0 paratoda z € X siy slo si
zeX
f(z) = g(x) paratodaz e X siysolosi f=g.

iv) Para demostrar la desigualdad del tridangulo, sean f,g,h € Y. Entonces

d(f,9) +d(g,h) = sup{d(f(z),g(x))} + sup{d(g(z), h(z))} >

zeX zeX

sup {d(f(2), 9(2)) + d(g(x), h(x))} > sup{d(f(x), h(x))} = d(f, h).

reX zeX
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Lo cual implica que
d(f,h) <d(f.g) +d(g,h) paratoda f,g,h € YX.

Por lo tanto d es una métrica para YX. A esta métrica se le conoce como la métrica del supremo en YX y a la topologia
generada por ésta métrica se le conoce como topologia del supremo para YX.

Sean f € YX y &> 0. Definimos la bola con centro en f y radio € con respecto a la métrica d como
B(f,e) ={g € Y |d(f,9) <<}

Solo falta demostrar que 7; = 74. Veamos que 7; C 74 y T; 2 Tq.

C) Sean feYX >0y B(f,s) € 7;. Basta con mostrar que B(f,e) C B(f,s). Sea ¢ € B(f,e). Entonces
existe 0 < § < ¢ tal que d(f(z),g9(x)) < § para toda z € X. De esta manera § es una cota superior del conjunto
{d(f(x),g(x))| z € X}. Por lo tanto sup{d(f(z),g(z))| 2 € X} < 8, es decir, d(f,g) < 8 < &, luego g € B(f,¢). De
aqui, B(f,e) C E(f, e). Lo que implica que 7; C 74.

D) Sean f € YX, &> 0y B(f,¢) € 74. Basta con mostrar que B(f,e) C B(/, 3¢). Sea g € B(f,¢). Entonces
d(f,g) <e. Como d(f(z),g(z)) <d(f,g) paratoda z e X.Esto implica que d(f(z),g(z)) < 3¢ paratoda z € X.
Luego, g € B(f, %5) De aqui, E(ﬁ e) C B(f, %5) Lo que implica que 74 C 7.

De ambas partes se tiene que 7; = 74. Por lo que Y X es metrizable. O

El siguiente resultado muestra la relacién existente entre la topologia compacto-abierta y la topologia del supremo en
el subespacio C(X,Y) de Y. Hacemos notar que varios de los resultados enunciados en este trabajo estdn demostrados

con base a la topologia compacto-abierta.

Teorema 2.10. Sean X un espacio compacto y Y un espacio métrico. Entonces la topologia del supremo coincide

con la topologia compacto-abierta en C(X,Y'), es decir, 7; = Ty.

Demostracion. Notemos que una base para la topologia del supremo estd dada por los siguientes conjuntos,
B(f,e)={geCX,Y)|d(f,g)<e} con feC(X,Y) y e>0.

Sean h € C(X,Y) y e > 0. Probaremos que cada B(h,¢) € 7; contiene un abierto de la topologia compacto-abierta

que contiene a h. De la compacidad de X y de la continuidad de h, existen un ntmero finito de abiertos no vacios
n
Uy,Us,...,U, en X que cubren a X, es decir, X = UUi tales que diam(h(U;)) < /2 para cada i = 1,2,...,n.

i=1

Tomemos x; € U; para cada i =1,2,....,n. Sean K; = cl(U;) y V; = B(h(z;),e/2) ={y €Y |d(h(z:),y) <e/2}.
Notemos que K; es compacto en X y V; es un abierto en Y para cada ¢ = 1,2,...,n. Como diam(h(K;)) < £/2,
tenemos que d(h(x),h(z;)) < /2 para cada x € K; y para toda i = 1,2,...,n. Por lo tanto h(z) € V; para
toda i =1,2,...,n, es decir, h € [K;,V;] paratoda i=1,2,...,n. Asi, h € ﬂ[Ki,Vi]. Notemos que ﬂ[Ki,Vi] € Tg-

i=1 i=1

n

Ademads, si g € ﬂ[Ki,Vi], entonces g € [K;, V;], es decir, g(K;) C V; para toda i =1,2,...,n. De aqui, para cada
i=1

x € K; se tiene que g(z) € V; para toda i =1,2,...,n. De donde, d(g(z), h(z;)) < £/2 para cada z € K; y para
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toda 1 =1,2,...,n.
Como diam(h(K;)) < £/2, se sigue de la desigualdad del tridngulo que

d(g(x),h(z)) < d(g(x),h(x;)) + d(h(x;),h(x)) <e. Con lo cual g € B(h,e).

Por lo tanto, h € [[K;, Vi] C B(h, ¢).
=1

Por otro lado, sean [K,V] € 7, y h € [K,V]. El hecho de que h(K) C V implica que A(K)((Y\V) =0 y dado
que h(K) es compacto y Y \ V es cerrado tenemos de [12, Teorema 4.4, p 234] que d(h(K),Y \ V) > 0. Definamos
e = dh(K), Y\ V). Sea g € B(h,e/2) € 7;. Supongamos que g ¢ [K,V]. Entonces existe un zo € K tal que
g(zo) € V, esto implica que g(xg) € Y \ V. Por lo tanto,

e = d(WEK), Y\ V) < d(h(x0),Y\V) < d(h(z0),9(z0)) < e

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, se debe tener que g € [K,V]. Asi, B(h,e/2) C [K,V]. Hemos demostrado
que cada abierto [K,V] € 7 tal que h € [K,V] contiene un abierto B(h,c/2) € 7;.
Concluimos que 7; =17, en C(X,Y). O

Con respecto a la topologia de la convergencia uniforme, se sabe de [12, Teorema 8.4 (1), p. 271] lo siguiente.

Teorema 2.11. Sean X espacio topoldgico y (Y, d) un espacio métrico. Una sucesion { fn }nen de elementos en C(X,Y)
converge a f en (C(X,Y), ;) siy solo si converge uniformemente a f, es decir, para cada € >0 existe ng € N tal

que d(fn(z), f(z)) <e para todo € X y para todo n > ny.

Teorema 2.12. Sean X un espacio compacto, Y un espacio métrico y C(X,Y) con la topologia compacto-abierta.
Entonces Y es un retracto de C(X,Y).

Demostracion. Notemos primero que por la Proposicién 2.2, tenemos que Y puede ser encajado en C(X,Y). Asi,
podemos identificar al espacio Y con la familia de las funciones constantes que pertenecen a C'(X,Y). Sea zg € X.
Definimos 7 : C(X,Y) = Y como r(f) = f(zy) para cada f € C(X,Y), afirmamos que r es una retraccién de
C(X,Y) sobreY. Sea f,, € C(X,Y) dada por fy,(t) =yo paratoda = € X, entonces 7(fy,) = fy,(Zo) = Yo

Como X es compacto y Y métrico por Teorema 2.10, se tiene que 74 = 7;. Ademds, del Teorema 2.11, tenemos
que 7 es continua ya que

lim f,, = f siysolosi lim f,(x) = f(z) paratodoz € X
n—oo

n—oo
luego lim f, (o) = f(xo), es decir, lm r(f,) = r(f).
n— o0 n—0o0
Ademés r|y = idc(x,y). Por lo tanto, Y es un retracto de C(X,Y). O

Teorema 2.13. Sean X un espacio métrico compacto y'Y un espacio métrico. El espacio C(X,Y) es ANR si y sélo
si el espacio Y es ANR.
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Demostracion. Supongamos que C(X,Y) es un ANR. Por el Teorema 2.12, tenemos que Y es un retracto de C(X,Y).
Se sigue del Teorema 1.63 (2) que Y es ANR.

Reciprocamente, sean Z un espacio topolégico, F' C Z cerradoy f: F — C(X,Y) una funcién continua. De esta
manera para cada z € F, f asigna una funcién continua en C'(X,Y’), dada por f(z) = f, donde f,: X — Y.

Definimos ¢g: X x FF — Y dada por g¢(z,z) = f.(z) para cada (x,z) € X x F. Como f, es continua y X es
métrico compacto (por tanto regular y localmente compacto), se tiene por el Teorema 2.7 que g es continua. Como Y
es ANR, entonces por el Teorema 1.61, Y es un extensor absoluto de vecindad. Asi, existe un abierto U C Z tal que
FcCcUy g :XxU—=Y escontinua donde ¢g*|xxr = g. Por lo que, existe una funcién continua f*:U — C(X,Y)
tal que fr(z) = g*(x,z). Dado que f*|r = f, el espacio C'(X,Y) es un extensor absoluto de vecindad. Por lo tanto,
del Teorema 1.61, C(X,Y) es ANR. O
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CAPITULO 2. TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTA.



Capitulo 3

Pseudo-homotopias en espacios

topolodgicos.

En este capitulo se introduce la nociéon de pseudo-homotopia y se dan resultados basicos y generales en torno a

esto. Comencemos con la siguiente definicién ya muy conocida.

Definicién 3.1. Sean X, Y espacios topoldgicos y f,g: X — Y funciones continuas. Diremos que f es homotdpica

a g (o bién que f y g son homotdpicas), si existe una funcién continua
H:X x[0,1] =Y tal que H(z,0)= f(z) y H(z,1) =g(z) para todo x € X.
A la funcién H se le llama una homotopia entre f y g. Si f y g son homotoépicas lo denotaremos por f ~ g.

Intuitivamente dos funciones continuas f,g : X — Y son homotépicas si podemos deformar la imagen de f
continuamente en la imagen de g dentro del espacio Y (ver Figura 3.1). Sea ¢ € [0,1]. Definimos F; : X — Y dada
por Fi(z) = H(z,t), donde H es la homotopia entre f y g. Notemos que F; es continua. De esta manera dada la
homotopia H podemos definir una familia {F}};cjo,1;) de funciones continuas de X en Y. Generalmente el pardmetro
t se piensa como el tiempo, asi una homotopia puede ser vista como el proceso de deformacién continua de la imagen
de f en Y en cierta unidad de tiempo ¢. Notemos que en el intervalo [0, 1] el pardmetro ¢ se comporta de una forma,
por asi decirlo, “muy bien”, ya que hay un orden natural establecido, pero ;qué pasaria si se cambiara de parametros

en donde no hay un orden establecido como en [0, 1]? Para esto consideremos la siguiente definicién.

Definicién 3.2. Sean X, Y espacios topolégicos y f,g : X — Y funciones continuas. Diremos que f es pseudo-
homotdpica a g (o bién f y g son pseudo-homotdpicas), si existen un continuo C, puntos a,b € C' y una funcién

continua
H:XxC—=Y talque H(x,a)= f(z) y H(z,b) =g(x) para todo z € X.

Al continuo C' se le llama espacio factor y a la funcién H se le llama pseudo-homotopia entre f y g. Usaremos la

siguiente notacién f ~¢ g para decir que f y g son pseudo-homotépicas con espacio factor C.

25
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X Y

Figura 3.1: Funciones homotépicas

De acuerdo a la definicién anterior para que dos funciones continuas resulten ser pseudo-homotépicas, dependen
de la existencia del espacio factor C, asi también de los puntos especiales a,b. Veamos los siguientes resultados en los

cuales se toman en cuenta algunas propiedades del espacio factor dentro de la pseudo-homotopfia.

Proposicion 3.3. Sean X, Y espacios topologicos y f,g : X — Y funciones continuas. Si f ~c g vy existe un

continuo K, y una funcion continua y suprayectiva ¢ : K — C, entonces f ~g g.
Demostracion. Sean H : X x C' — Y la pseudo-homotopia entre f y g; a,b € C' tales que
H(z,a) = f(z) vy H(z,b) = g(x) paracada z € X.
Como ¢ es suprayectiva, existen u,v € K, tales que ¢(u) =a y ¢(v) = b. Definamos:
F:X x K —Y dadapor F(x,k) = H(z,¢(k)) para cada (z,k) € X x K.

Note que F' es continua, ya que F'= Ho G, donde G : X x K — X x C estd definida por la funcién continua
G(z, k) = (z,¢(k)). Ademas,

F(z,u) = H(z,¢(u)) = H(z,a) = f(z) vy F(z,v) = H(z,¢(v)) = H(x,b) = g(x) para toda z € X.
Por lo tanto f ~k g. O

Corolario 3.4. Sean X, Y espacios topologicos, f,g: X — Y funciones continuas tales que f ~c g y los puntos
a,b € C que satisfacen la definicidn de que las funciones f y g sean pseudo-homotdpicas. Si existen un continuo K’
y una funcién continua suprayectiva ¢ : K' — C' donde C' es un subcontinuo de C tal que a,b € C’, entonces

f~Kg.
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Proposicién 3.5. Sean X, Y espacios topoldgicos, f,g: X —Y funciones continuas y C,D continuos continua-

mente equivalentes. Entonces [ ~c g sty solo si f ~p g.

Demostracion. Como C'y D son continuos continuamente equivalentes, se tiene por la Definicién 1.69 que existen dos
funciones continuas suprayectivas ¢ : C - D y ¢ : D — C. Supongamos que f ~c g ycomo ¢ :C — D es
continua y suprayectiva. Por la Proposiciéon 3.3 obtenemos que f ~p g.

Reciprocamente se puede demostrar que si f ~p g, entonces f ~¢ g. O

Corolario 3.6. Sean X, Y espacios topoldgicos, f,g: X — Y funciones continuas y C1, Co continuos tales que Cq

es homeomorfo a Cs. Entonces f ~c, g siy sdlo si f~c, g.

Proposicién 3.7. Sean X, Y espacios topologicos, f,g: X —Y funciones continuas tales que f ~c g vy los puntos
a,b € C que satisfacen la definicion de que las funciones f y g sean pseudo-homotopicas. St K es un subcontinuo de

C tal que a,b e K, entonces f ~k g.

Demostracion. Sea H : X x C =Y una pseudo-homotopia entre f y g. Sea F = H|xxx. De la continuidad de H

se tiene la continuidad de F'. Ademads se tiene que:
F(z,a) = H|xxk(z,a) = H(z,a) = f(z) vy F(z,b) = H|xxk(z,b) = H(z,b) = g(x) para cada z € X.
Por lo tanto f ~k g. O

Notemos que de acuerdo a la Proposicion 3.7, si C' es el espacio factor de la pseudo-homotopia existente y a,b € C
son los puntos que cumplen la definicién, podriamos pensar en un subcontinuo de C' “més pequenio” que contenga a

tales puntos. Para ello consideremos la siguiente definicién.
Definicién 3.8. Sea C' un continuo.

1. Sea A subconjunto de C. Diremos que C' es irreducible sobre A si no existe un subcontinuo propio de C' que

contiene a A.

2. C se dice ser irreducible, si C es irreducible sobre {a,b} para algunos a,b € C distintos, en tal caso diremos

que C es irreducible entre a y b, y lo denotaremos por Cyp.

El siguiente teorema se puede consultar en [25, Teorema 28.4, p. 204] el cual garantiza la existencia de continuos

irreducibles.

Teorema 3.9. Si C' es un continuo, entonces cada subconjunto A de X pertenece a algin subcontinuo K irreducible

sobre A.

Corolario 3.10. Sean X, Y espacios topologicos, f,g: X — Y funciones continuas tales que f ~c g y los puntos
a,b € C que satisfacen la definicion de que las funciones f y g sean pseudo-homotdpicas. Si Kqp es un continuo

irreducible entre a y b contenido en C, entonces f ~k_, ¢.

Demostracion. De la Definicién 3.8 (2) se tiene que a,b € Kgp,. Dado que K, 5 es un subcontinuo de C, se sigue de la

Proposicién 3.7 que f ~g,, g. O



28 CAPITULO 3. PSEUDO-HOMOTOPIAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS.

Corolario 3.11. Sean X, Y espacios topologicos, f,g: X —Y funciones continuas tales que f ~k_ , g y los puntos
a,b € C que satisfacen la definicion de que las funciones f y g sean pseudo-homotdpicas. ST Kqp, es un arco de a a b,

entonces f ~g.

Demostracion. Como K, es un arco, entonces Ky, es homeomorfo a I. Asi por el Corolario 3.6 tenemos que f ~; g,

es decir, f ~g. O

Corolario 3.12. Sean X, Y espacios topoldgicos y f,g : X — Y funciones continuas tales que f ~¢c g vy los
puntos a,b € C que satisfacen la definicion de que las funciones f y g sean pseudo-homotopicas. St C' es arco-conexo,

entonces f ~g.

Demostracion. Como C' es arco-conexo, sea A un arco contenido en C tal que a,b € A. Dado que A es un subcontinuo

de C, entonces f ~4 g. Como A es homeomorfo a I, entonces f >~ g, es decir, f ~ g. O

De la Definicién 3.2 tenemos que, si dos funciones son homotépicas, entonces son pseudo-homotoépicas. El reciproco
no siempre es cierto, daremos un ejemplo méas adelante. Sin embargo, si en la pseudo-homotopia el espacio factor C' es
un arco de a a b o bien arco-conexo o simplemente hay un arco en C' que contiene a a y b donde los puntos a,b € C
son aquellos que satisfacen la definicién de que las funciones sean pseudo-homotoépicas, entonces la proposicién inversa

se cumple.

Definicién 3.13. Sean X,Y espacios topolégicos y f,g € C(X,Y). Definimos en C(X,Y) la siguiente relacién ~,.
Decimos que f estd relacionada con g si y sélo si existe un continuo K tal que f ~g g, es decir, f ~,. g siy sélo si

f es pseudo-homotépica a g con algiin espacio factor K.
Teorema 3.14. La relacion ~, es una relacion de equivalencia en C(X,Y).

Demostracion. Veamos que ~~, es reflexiva.

En efecto, sean f € C(X,Y) y C un continuo cualquiera. Definamos H : X x C — Y dada por H(z,c) = f(x)
para cada z € X y para cada ¢ € C. Tenemos que H es continua, pues f lo es. Ademads existen a,b € C, tales que
H(z,a) = f(x) y H(x,b) = f(z) para cada x € X. Por lo tanto, f ~, f.

Ahora probemos que ~, es simétrica.

Sean f,g € C(X,Y) tales que f =~ g. Entonces existe un continuo K tal que f ~k g¢. Por definicién, existen
a,be K y H:XxK —Y continua, tal que H(x,a) = f(x) y H(x,b) = g(x) para cada z € X, esto es
equivalente a que g ~k f, pues es indistinto quien sea a o b en la definicién de pseudo-homotopia. Asi, g ~, f.

Finalmente veamos que ~, es transitiva.

Sean f,g,h € C(X,Y) talesque f~, g vy g~ h. Estoimplica que existen continuos C; y Cs tales que f ~¢, g
Yy g ~c, h. Asi, existen puntos ai,b; € C1, a2,ba € Cy y funciones continuas H; : X xC; —» Y, Hy: X xCy = Y,

tales que
Hy(z,a1) = f(z), Hi(z,b1) = g(x), He(z,a2) = g(z) v Ha(z,b2) = h(x) para cada z € X

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que C; N Cy = &. Se sabe que {b;} es un subconjunto cerrado de Cj.
Consideremos la funcién j : {b1} — Cy dada por j(b1) = as. Sea D = C;U; C5 el continuo de adjuncién determinado

por la unién disjunta de C; U Cs y la funcién j. Definimos la funcién H : X x D — Y dada por
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Hy(z,d) si de 6\ {{b1,a2}}

H(z,d) = Hs(x,d) si de @\ {{b1,a2}}

Hl(l‘,bl)zHg(Ji,ag) si Ez{bl,ag}

donde 61\ {{b1,a2}} = {{d}| d € Cr\ {bi}} v G2\ {{b1,a2}} = {{d}| d € O3\ {az}}.
Tenemos que H estd bien definida, pues si d € 61 |J %2 \ {{a1,b1}} se tiene d = {d}, y si d = {b1,5(b1)} = {b1, as},

entonces H(x,by) = g(x) = H(x,a3). Por lo tanto, Del Lema del pegado tenemos que H es continua. Mas atin,
H(J),ﬁ) = H1<xaa1) = f(.]f) y H(Z’,g) = HZ(xabQ) = h’('r) para toda z € X.

Por lo tanto, H es una pseudo-homotopia entre f y h, asi f ~, h. O

Las clases de equivalencia en C'(X,Y") bajo la relacién ~, son llamadas clases pseudo-homotdpicas. Denotaremos
por [f]. ala clase pseudo-homotdépica de f para cada f € C(X,Y).

De forma andloga se tiene que la relacién ~ definida sobre C(X,Y) es una relaciéon de equivalencia. Se puede
apreciar que las definiciones de homotopia y pseudo-homotopia son semejantes en este sentido.

A continuacién, mostraremos una serie de resultados relacionados a pseudo-homotopias y que tienen sus andlogos
para homotopias. Los marcaremos con un asterisco para no repetir todo el enunciado. Con respecto a funciones

continuas restringidas a un conjunto tenemos lo siguiente.

Proposiciéon 3.15. *Sean X, Y espacios topoldgicos, f,g: X — Y funciones continuas. Si f es pseudo-homotdpica

a gy Z un subconjunto de X, entonces f|z es pseudo-homotdpica a ¢g|z.

Demostracion. Como f es pseudo-homotdpica a g, entonces existen un continuo C', puntos a,b € C 'y H: XxC =Y

una funcién continua tal que H(x,a) = f(z) y H(z,b) = g(x) para todo x € X. Definimos a
F:H|Zxc:Z><C*>Y.

Puesto que H es continua, entonces H es continua en la restriccion a Z x C. Asi, F' es continua. Ademas tenemos

que:
F(z,a) = H|zxc(z,a) = H(z,a) = f(2) vy F(z,b) = H|zxc(z,b) = H(z,b) = g(z) para todo z € Z.
Por lo tanto f|z ~¢ g|z- O

De acuerdo a la composiciéon de funciones tenemos los siguientes resultados:

Teorema 3.16. *Sean W, XY y Z espacios topoldgicos, y sean k € C(W,X), f,ge C(X,Y) y he C(Y,Z).
Si f~c g, entonces ho f~chog y fok=~cgok.
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Demostracion. Como f ~¢ g, entonces existen puntos a,b € C 'y H: X x C — Y una funcién continua tal que
H(z,a) = f(z) vy H(z,b) =g(x) paratoda z € X.
Demostremos primero que ho f ~¢ hog. Para esto, definamos G : X x C — Z dada por G(z,¢) = (ho H)(z,¢),

la cual es continua por ser composiciéon de funciones continuas. Notemos que
G(a,a) = h(H(x,0)) = h(f()) = (ho f)(x) vy G(x,b) = h(H(x,b)) = h(g(x)) = (ho g)(x) para cada « € X.

De donde, ho f ~c hog.
Para demostrar que fok ~¢ gok definamos primero la funcién P : W x C — X x C dada por P(w,c) = (k(w), ¢).
Ahora bien, sea F': W x C — Y definida por F(w,c) = H(k(w),c). Notese que F = H o P. Dado que P y H son

continuas, F' es continua. Ademas,
F(w,a) = H(k(w),a) = f(k(w)) = (fok)(w) v F(w,b) = H(k(w),b) = g(k(w)) = (g o k)(w) para cada w € W.
Lo cual implica que fok ~c gok. O

Del Teorema 3.16 podemos ver que si dos funciones continuas son pseudo-homotépicas con espacio factor C|
entonces sus composiciones ya sea por la derecha o bién por la izquierda son pseudo-homotépicas con el mismo espacio
factor C.

Obsevacién 3.17. Notemos que en la demostracién del Teorema 3.16, la existencia del espacio factor C' solo se uso
para poder dar una definicién explicita de las pseudo-homotopias involucradas. Sin embargo, se pudo haber escrito de
la siguiente manera: si f ~, g, entonces ho f ~, hog y fok >~, gok en donde no necesariamente tenemos el

mismo factor en cada pseudo-homotopia.

Teorema 3.18. *Sean X,Y,Z espacios topoldgicos, f,f' € C(X,Y) y g, € C(Y,Z). Si fr~ec, f v 9~c, ¢,

entonces go f ~, g o f'.

Demostracion. Como f ~¢, f'y g=~c, g, entonces existen puntos ay,b; € C1 , as,by € Cy y funciones continuas
Hllch’l—)Y, HQIYXCQ—)Z talesque

Hy(z,a1) = f(z) y Hi(x,b1) = f'(z) paratoda z€ X y
Hy(y,a2) = g(y) v Ha(y,b2) = ¢'(y) paratoda y €Y.
Consideremos el continuo C = Cy x Cy y los puntos ao = (a1, az), bo = (b1,b2) € C1 x Cq. Definamos la funcién
F:X x(Cy xCy) = Z dada por F(x,(c1,c2)) = Ho(Hy(z,c1),c2).
Notemos que
F=Hy0G,donde G: (X xC;) x Cy =Y x Cy definida por G((x,c1),c2) = (Hy(z,¢1),¢2).
De aqui, F' es continua. Ademaés
F(z,a0) = F(z, (a1, a2)) = Ha(Hyi(x, a1), a2) = Ha(f(2),a2) = g(f(x)) = (g © f)(x) para toda z € X

v F(a,bo) = Fla, (b1,ba)) = Ha(Hy(a,b),ba) = Ho(f'(x),az) = ¢'(f'(x) = (¢ o f')(x) para toda z € X.
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Por lo tanto, go f ~, ¢’ o f'. O

Observemos algo interesante, si usamos el Teorema 3.16 se puede dar otra demostracién del Teorema 3.18 de la
siguiente manera; ya que si f ~c, f' y g ~c, ¢, entonces go f ~c, gof' y go f' ~¢, g o f'. Por el Teorema 3.14
tenemos que go f ~p ¢’ o f’, donde el continuo puede estar dado por D = C; U; Cy y que no necesariamente es el
continuo C; x Cs. jExiste una relacion entre ellos?

Del Teorema 3.16 obtenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.19. Sean {Y,}acs una familia de espacios topoldgicos y f,g € C (X, HYQ> . Si f~,g, entonces

acJ
Tq O f >y T 0g para toda « € J.

Demostracion. Sea «gp € J. Como f ~, g y dado que my, : HY"‘ — Y,, es una funcién continua, entonces por

acJ
el Teorema 3.16 tenemos que 7y, © f 2, 7o, © g. Como «q es arbitrario tenemos que m, o f ~, m, 0 g para toda

a € J. O

Corolario 3.20. Sean {Y,}nen wuna familia numerable de espacios topoldgicos y f,g € C (X, HY”> Entonces

neN
f~«g siysolosi mpof~,mo0g para toda n € N.

Demostracion. Para la necesidad basta hacer J = N en la Proposicién 3.19. Para la suficiencia, sean f,g €

C (X, HY”> tales que m, o f ~, m, og para cada n € N. Entonces para cada n € N existen continuos C,,

neN
puntos ay,b, € C,, vy H,: X x C, — Y, funciones continuas tales que

H,(z,a,) = (mpo f)(x) v Hy(x,b,) = (mp09)(x) para toda z € X.

Notemos que C = HC" es un continuo. Sean a = (an)nen ¥ b = (bn)neny donde ayp,b, € C, para cada n € N.

neN
Definamos la funcién

H:XxC— HY” por H(z,(cn)nen) = (Hn(z, cn))nen-
neN

La funcién H es continua dado que cada H,, lo es. Mas aun,
H(z,a) = H(z, (an)nen) = (Hn (2, an))nen = ((mn © f)(#))nen = f(2) para toda z € X
y H(z,b) = H(x, (bp)nen) = (Hn(2,bn))nen = ((mn © 9)(2))neny = g(x) para toda z € X.
Por lo tanto f ~¢ g. O

Notemos que si en la Proposicion 3.19, J no necesariamente es numerable, no se podria garantizar que

C= HCO“ sea métrico.
acJ
Ahora veamos que si damos algunas propiedades a X 6 a Y, entonces el espacio C(X,Y) tendria propiedades

especificas. Unos de los principales resultados son los siguientes.



32 CAPITULO 3. PSEUDO-HOMOTOPIAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS.

Teorema 3.21. Sean X,Y espacios topologicos y f,g € C(X,Y). Si f~.¢g yY es de Hausdorff, entonces existe

un continuo en C(X,Y) que contiene a f y g.

Demostracion. Supongamos que [ ~, g, luego existe un continuo C tal que f ~¢ g, ademas, existen puntos a,b € C,
y una funcién continua H : X x C =Y tal que H(z,a) = f(z) y H(z,b) = g(x) para toda = € X. Para cada
¢ € C. Definimos h.: X —Y dada por h.(x) = H(x,c) la cual es continua. Ademas,

ho(z) = H(z,a) = f(z) y hy(z) = H(z,b) = g(x) para cada z € X.

Por el Teorema 2.6, la funcién G : C — C(X,Y) dada por G(c) = h. es continua. Como Y es de Hausdorff, tenemos
por la Proposicién 2.3 que C(X,Y) es de Hausdorff, por lo que G(C) también lo es. Dado que C' es métrico compacto,
G continua, y G(C) es de Hausdorff, entonces por el Lema 1.33, G(C) es metrizable. Asi, G(C') es compacto, conexo
y métrico, por lo tanto G(C) es un continuo tal que G(a) =h, =f y G(b) = hy = g, es decir f,g € G(C). O

De lo anterior se puede decir que cuando el espacio Y es de Hausdorff, cada clase pseudo-homotoépica es conexa

por continuos y por lo tanto conexa.

Teorema 3.22. Sean X,Y espacios topoldgicos y f,g9 € C(X,Y). Si X es compacto y de Hausdorff, y existe un

continuo en C(X,Y) que contiene a f y g, entonces [ ~, g.

Demostracion. Sean f,g € C(X,Y) y H un continuo de C(X,Y) tal que f,g € H. Definamos la funcién

F:XxH —Y dada por F(x,h) = h(z). Notemos que F estd bien definida y dado que X es compacto y de
Hausdorft, entonces por el Teorema 2.4, F' es continua. Ademds, F(z, f) = f(z) v F(z,g9) = g(z) para toda z € X,
luego F' es una pseudo-homotopia entre f y g. Por lo tanto f ~, g. O

Notemos que para determinar la relacién de equivalencia ~, no se pidié ninguna condicién a los espacios topolo-
gicos. Cuando damos condiciones adicionales a X y Y, el espacio C'(X,Y’) tiene propiedades importantes implicadas
por la relacién de equivalencia y viceversa.

En el Teorema 3.21 sélo basté que el espacio Y sea de Hausdorff para concluir que cada clase pseudo-homotoépica
resulte ser conexa por continuos.

En el Teorema 3.22 si el espacio X es compacto y de Hausdorff y f € C(X,Y), entonces para todo continuo K en
C(X,Y) que contiene a f se tiene que K C [f]..

Si hacemos una combinamos de lo Teoremas 3.21 y 3.22, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.23. Sean X espacio compacto y de Hausdorff yY espacio de Hausdorff. Cada par de funciones f,g €

C(X,Y) son pseudo-homotdpicas si y sélo si el espacio C(X,Y) es conexo por continuos.

Los siguientes teoremas se asemejan en mucho a los anteriores, pero solo nos limitaremos a las funciones constantes.
Los teoremas junto con sus corolarios respectivos seran de gran ayuda para comprender las definiciones que se daran

en el siguiente capitulo.

Teorema 3.24. Sean X,Y espacios topoldgicos y f,g € C(X,Y) funciones constantes, es decir f(x) = c¢1 vy
g(z) = co para cada x € X, con c¢1,c0 €Y. Si f~.g yY es de Hausdorff, entonces existe un continuo K en'Y

tal que c1,c0 € K.
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Demostracion. Supongamos que f y g son pseudo-homotdpicas, entonces existe un continuo C, puntos a,b € C' 'y
una funcién continua H : X x C =Y tal que H(z,a) = f(x)=c¢1 y H(z,b) =g(x) = ¢y paracada z € X.

Sea z € X fija. Definamos h, : C — Y dada por h,(c) = H(x,c), la cual es continua. Ademés como C' es métrico
compacto y h;(C) es de Hausdorff, entonces por el Lema 1.33, h;(C) es metrizable. Asi, h,(C) es métrico compacto
y conexo, por lo tanto es un continuo en Y. Si K = h,(C) tenemos que a,b € K pues h,(a) =H(z,a)=c1 € K y
hy(b) = H(x,b) =co € K. O

Teorema 3.25. Sean X,Y espacios topoldgicos y f,g € C(X,Y) funciones constantes, es decir, f(x) = c¢1 vy

g(x) =ca para cada x € X, con ci,c0 €Y. Si existe un continuo K en'Y tal que c1,co € K, entonces f ~, g.

Demostracion. Supongamos que existe un continuo K C Y tal que c¢1,co € K. Definamos F : X x K — Y dada por
F(z,k) = k. F estd bien definida y es continua. Ademds, cumple con F(z,¢1) =c¢1 = f(z) y F(x,c2) = co = g(x)
para toda x € X. Por lo tanto f y g son pseudo-homoto6picas. O

Corolario 3.26. Sean X,Y espacios topologicos. Si Y es conexo por continuos, entonces todo par de funciones
constantes en C(X,Y) son pseudo-homotdpicas, esto es, todas las funciones constantes estdn en una misma clase

pseudo-homotdpica.
Veamos que si le pedimos una condicién adicional a Y tenemos que el inverso al Corolario 3.26 se cumple.

Teorema 3.27. Sean X,Y espacios topoldgicos. Si cada par de funciones constantes en C(X,Y) son pseudo-homotdpicas

y Y es de Hausdorff, entonces el espacio Y es conexo por continuos.

Corolario 3.28. Sean X un espacio topoldgico y Y un espacio de Hausdorff. Cada par de funciones constantes en

C(X,Y) son pseudo-homotopicas si y sélo si'Y es conexo por conlinuos.
Veamos que el siguiente teorema es andlogo al Corolario 3.23.

Teorema 3.29. Sean X un espacio métrico compacto, Y un espacio métrico y f,g € C(X,Y). Las funciones f y g

son homotdpicas si y sdlo si existe un arco (o un continuo localmente conexo) en C(X,Y) que contiene a f y g.

Corolario 3.30. Sean X un espacio métrico compacto y'Y un espacio métrico. Cada par de funciones f,g € C(X,Y)

son homotdpicas si y solo si el espacio C(X,Y) es arco-conezo.
De igual manera el siguiente teorema es andlogo al Corolario 3.28.

Teorema 3.31. Sean X un espacio topoldgico y Y un espacio métrico. Cada par de funciones constantes en C(X,Y)

son homotopicas si y solo si el espacio Y es arco-conexo.
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CAPITULO 3. PSEUDO-HOMOTOPIAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS.



Capitulo 4

Pseudo-contractibilidad.

Como vimos, intuitivamente dos funciones continuas f,g de un espacio X en un espacio Y son homotdpicas o
pseudo-homotdpicas si, la imagen de X bajo f se puede deformar de manera continua en la imagen de X bajo g dentro
del espacio Y, de manera que cada punto f(z) se lleva al punto g(z) de manera continua para cada = € X. Ahora
bien, si hacemos Y = X y nos fijamos en el espacio C(X, X) donde la topologia usada tanto en el dominio como en el
codomino es la misma, tenemos que el espacio C(X, X) es no vacio, pues al menos contiene la funcién idx. El espacio
C(X,Y) también contiene al subespacio de todas funciones constantes, que por la Proposicién 2.2, es homeomorfo a
X. Si la funcién idx y alguna funcién constante en C'(X, X) resultan ser homotdpicas o pseudo-homotépicas, significa
que podemos deformar al espacio X continuamente hasta llevarlo a un punto (ver Figura 4.1). En el transcurso de este

capitulo veremos condiciones bajo las cuales es posible hacer esto, para ello comenzamos con las siguientes definiciones.

idx

Figura 4.1: idx ~, a
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Definiciéon 4.1. Un espacio topolégico X es contrdctil si su funcién identidad idx es homotdpica a una funcién

constante ¢ en X. A la homotopia entre la idx y la funcién constante le llamaremos contracccion.

Definicién 4.2. Un espacio topoldgico es pseudo-contrictil si su funcién identidad idx es pseudo-homotépica a una

funcién constante ¢ en X. A la pseudo-homotopia entre idx y la funcién constante le llamaremos pseudo-contraccion.

Obsevacién 4.3. Como vemos, las definiciones anteriores tienen como base la funcién identidad, debido a esto solo
se toma una topologia en el espacio X, pues se sabe que si 71 y 7o son dos topologias definidas sobre el conjunto X,
entonces idy € C(X,X) siysélosi 7 es mds fina que 7o. Por tal motivo en los resultados siguientes sélo se usard

una topologia en el conjunto X.

Primero veamos algunos resultados relacionados con la pseudo-contractibilidad y los espacios factor. Para ello
primero daremos una definicién previa y un resultado ya conocido que no se demostrara, pero se puede consultar en
[22, Teorema 8.23, p. 130].

Definicién 4.4. Sea Y un espacio métrico. Se dice que Y es un espacio de Peano si para cada p € Y y cada vecindad
N de p, existe un subconjunto abierto y conexo V de Y tal que p € V C N. Si Y es un continuo, a tal espacio se le

llama continuo de Peano.
Dicho de otra manera, un espacio Y es de Peano si y solo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.
Teorema 4.5. [22, Teorema 8.23, p. 130] Todo continuo de Peano (no degenerado) es arco-conezo.

Teorema 4.6. Sea X un espacio topoldgico. Si X es pseudo-contrdctil con (continuo de Peano) continuo arco-conexo

como espacio factor, entonces X es contrdctil.

Demostracion. Veamos primero el caso cuando el espacio factor C' es un continuo arco-conexo. Por el Corolario 3.12,
se tiene que idx ~ k, por lo tanto X es contractil.

Ahora, si el espacio factor C' es un continuo de Peano, entonces es arco-conexo. Por el Corolario 3.12, se tiene que
idx ~ k. Asi, X es contractil. O

Los siguientes dos corolarios son consecuencia de la Proposicién 3.3 y de la Proposicion 3.5, respectivamente.

Corolario 4.7. Si X es pseudo-contrdctil con espacio factor C' y ¢ € C(C',C) es suprayectiva con C' un continuo,

entonces X es pseudo-contrdctil con espacio factor C'.

Corolario 4.8. Sean C; y C5 continuos continuamente equivalentes. Entonces X es pseudo-contrdctil con espacio

factor Cy si y solo si X es pseudo-contrdctil con espacio factor Cs.

Ahora como todo espacio factor es un continuo, entonces es métrico. Asi, de los axiomas de separacién se tiene
que es normal. Tomando en cuenta esto, haremos uso del siguiente resultado para relacionar la contractibilidad y la

pseudo-contractibilidad con los espacios factor.

Lema de Urysohn. Sea Y un espacio normal. Supongamos que F' y G son subconjuntos cerrados ajenos de Y.

Entonces existe una funcidn continua y suprayectiva ¢ :Y — [0,1] tal que ¢[F] C {0} y ¢[G] C {1}.



37

Teorema 4.9. Si un espacio topoldgico X es contrdctil, entonces X es pseudo-contrdctil con cualquier continuo como

espacio factor.

Demostracion. Sean C' un continuo no degenerado y a,b € C distintos. Dado que C' es métrico, entonces es Ty, por
lo tanto los conjuntos ajenos F = {a} y G = {b} son cerrados en C. Como C' es normal, entonces por el Lema de
Urysohn existe ¢ : C' — [0,1] continua tal que ¢[F] C {0} y ¢[G] C {1}, lo que implica que p(a) =0 y ¢(b) =1
Como X es contrictil existe una funcién continua H : X x[0,1] — X tal que H(z,0) =idx(x) y H(z,1) = k(z)
para toda x € X.
Definamos la siguiente funcién Hs : X x C' — X dada por Hs(z,¢) = H(x,p(c)). Notemos que Hs es continua y

cumple que
Hy(z,a) = H(z,p(a)) = H(z,0) = idx(x) y Ha(z,b) = H(x,p(b)) = H(xz,1) = k(z) para cada z € X.

Por lo tanto, idx ~¢ k, es decir, X es pseudo-contractil con C' como espacio factor. Nétese que no hay restriccién en

la toma de los puntos a,b para definir una homotopia que satisfaga lo requerido. O

De acuerdo a lo anterior tenemos el siguiente resultado.
Teorema 4.10. Sea X un espacio topoldgico. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X es contrdctil.
2. X es pseudo-contrdctil con cualquier continuo C' como espacio factor.
3. X es pseudo-contrdactil con cualquier continuo C' localmente conexo como espacio factor.
4. X es pseudo-contrdctil con algin continuo C' localmente conexo como espacio factor.
5. X es pseudo-contrdctil con algin continuo C arco-conexo como espacio factor.
6. X es pseudo-contrdctil con cualquier continuo C arco-conexo como espacio factor.

7. X es pseudo-contrdctil con algin espacio factor C tal que a,b € C pertenezcan a un arco A C C y a,b sean los

puntos que se dan en la definicion de pseudo-homotopia.

Demostracion. Por el Teorema 4.9 se tiene que 1) implica 2),3),4),5),6) y 7).

Para 2) = 1), basta tomar el continuo I = [0, 1].

Por el Teorema 4.6 se tiene que 3) = 1),4) = 1),5) = 1) y 6) = 1).

Para 7) = 1), supongamos que X es pseudo-contréctil con espacio factor C. Entonces existen puntos a,b € C, un
punto xo € X y una funcién H : X x C — X continua tal que H (z,a) =2 y H(x,b) = z¢ para cada z € X.
Sean k € C(X,X) tal que k(z) =x9 paratoda x € X y AC C un arco tal que a,b € A. Como idx ~ck y A
es un subcontinuo de C' que contiene a los puntos a, b, entonces por la Proposicién 3.7 se tiene que idx ~4 k. Dado

que A = I, tenemos del Corolario 3.11 que idx ~ k, es decir, X es contréctil. O]
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Se sigue inmediatamente de las Definicidones 4.1 y 4.2 que todo espacio contréictil es pseudo-contractil. Surge
entonces la siguiente pregunta: ;Si un espacio es pseudo-contréictil, entonces es contractil? Para dar respuesta a esta

pregunta primero veamos un resultado ya conocido con respecto a la contractibilidad.
Teorema 4.11. Sea X un espacio topoldgico. Si X es contrdctil, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostracion. Como X es contractil, entonces idx ~ a con a funcién constante. Entonces existe
H:X xI— X una funcién continua tal que H(z,0) =z y H(z,1) = a; donde a(x) = ay para cada = € X.

Sea p € X. Definimos f, : I — X como f,(t) = H(p,t). Se tiene que f, es continua, ademds que f,(0) = p

y
fp(1) = a;. Por lo tanto f, es una trayectoria que une el punto a; con el punto p. O
Ejemplo 4.12. El espacio X = {(z, sen(1/z)) € R? |z € (0,1]} U {{0} x [—1,1]} no es contréctil.

Demostracidn. Vamos a mostrar que si una trayectoria tiene origen en el segmento {0} x[—1, 1], entonces la continuidad
impide que esa trayectoria tome valores en {(z,sen(1/z)) € R? | z € (0,1]}. Supongamos que « : [0,1] — X es una
trayectoria con punto inicial «(0) = (0,1) € X. Demostraremos que a~'({0} x [—1,1]) = [0, 1]. Por la conexidad del
intervalo I = [0, 1] sélo bastara probar que a~1({0} x [~1,1]) es un abierto y cerrado no vacio en I.

Por un lado, como {0} x [—1,1] es cerrado y « es continua, se tiene que a ({0} x [-1,1]) es cerrado en I,
ademas es no vacfo ya que 0 € a~1({0} x [-1,1]) pues «(0) = (0,1).

Por otro lado, probaremos que o '({0} x [~1,1]) es abierto en I. Sean tq € I, tal que af(ty) = (0,90) €
{0} x [~1,1]. La familia U, = {B(a(to),d) N X | 0 > 0} es una base local de vecindades para «(tp) en X y
Vi, = {B(to,e) NI | e > 0} es una base local de vecindades para t; en I. Como « es continua, tenemos que para
todo U = B(a(tg),dp) N X en X existe un V., = B(tg,e0) NI en I tal que a(V;,) C U. Note que las componentes
conexas de U son partes de la curva {(z,sen(1/z)) € R? | z € (0,1]} y el segmento vertical que quedan dentro del
disco como se muestra en la Figura 4.2. Ahora, como V., es conexo en I, entonces «(V.,) es un conexo en X que
contiene a «(tp). Lo cual implica que «a(Vz,) C {0} x [-1,1]. De aqui que tq € V., C a=({0} x [-1,1]). Por lo tanto
a ({0} x [~1,1]) es abierto en I.

Entonces a~!'({0} x [~1,1]) es un abierto y cerrado no vacio en I. De acuerdo al Teorema 1.38 (2), se tiene que
a 1({0} x [-1,1]) = I como se querfa. De esta manera X no puede ser conexo por trayectorias y por lo tanto no es

contractil. O

De esta manera si se quiere saber si un espacio no es contréctil es méas facil ver que no es conexo por trayectorias.

El siguiente ejemplo muestra que no todo espacio conexo por trayectorias es contractil.
Ejemplo 4.13. El espacio S! es conexo por trayectorias, pero no es contrictil.

Posteriormente se dard una prueba que S! no es contractil.

Notemos aqui que ambos espacios S y sen(1/x) son continuos, pero se sabe que si A es un subconjunto de R™ con-
vexo y no necesariamente compacto, entonces A es contrictil. Por ejemplo, no es dificil ver que A = {(x1,x2,...,x,) €
R™ | ; > 0 para todo ¢ = 1,2,...,n} es convexo por tanto es contrictil, luego conexo por trayectorias, pero no es

compacto.
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Figura 4.2: X = {(z, sen(1/2))|0 < z < 1}

Veamos ahora que la pseudo-contractibilidad y la contractibilidad son conceptos diferentes. W. Kuperberg di6 el
primer ejemplo donde demuestra que estos conceptos son diferentes. Muestra un espacio pseudo-contractil que no es

contractil.

t+1
circulo unitario S* = {z € C | ||z|| =1} y D? = {z € C| ||z|| < 1}. Definamos X = X, U D? (ver Figura 4.3).

Notemos que X es un continuo que no es contractil, pues no es conexo por trayectorias. En efecto, veamos que no

Ejemplo 4.14. Sean C el plano complejo, Xy = {z €C|z=H2e" con t €0, oo)} la espiral que se aproxima al

podemos tener una trayectoria con punto inicial (1,0) € D? y punto final w € X,. Veamos que si a: I — X es una
trayectoria tal que «(0) = (1,0), entonces a~1(D?) = I. Para esto primero notemos que D? es cerrado en X y como
a es continua, entonces a~!(D?) es cerrado en I y es no vacio ya que 0 € a~!(D?). De manera analoga al Ejemplo
4.12 se tiene que a~1(D?) es abierto en I. De la conexidad de I, los tinicos abiertos y cerrados de I son él mismo y
el vacio. Lo cual implica que a~*(D?) = I. Lo que lleva a que no es posible unir un punto de D? con un punto de la

espiral Xy por medio de una trayectoria. Por lo tanto, X no es contréctil.

Figura 4.3: Continuo X

Queremos demostrar que el espacio X es pseudo-contractil, para esto tenemos que encontrar un continuo C, puntos
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a,b € C,un punto zp € X y una funcién continua H : X x C — X tal que H(z,a) =z y H(z,b) = 2o para todo
z € X. Construyamos el continuo C'.
Sea C'=XoUS'UX;,donde X; ={2€C|Im(z)=0 y 0< Re(z) <1} (ver Figura 4.4).

Podemos asi definir las siguientes funciones:

. t+2 it t'+2 jit’ )\ 4+t 42 i(t4t :
1. Sea H;: Xy x Xyg — Xy dada por H; (H—le’ , t,He’ ) = mez( +t) Notemos que H; es continua.

Dado que [0,00) ~ X, tenemos que existe un homeomorfismo f : [0,00) — X, dado por f(t) = ii—fe“. Asi,

para cada z € X existe un tnico t € [0,00) tal que f(¢) = z. Definimos F' : [0,00) x [0,00) — [0,00) por
F(t,t') =t+t'. Observemos que Hi(z,¢) = f(F(f~1(2), f~!(c))) paracada z,c € Xy. Ademés, la continuidad

de las funciones f, f~! y de F implican la continuidad de Hj.

De forma similar se puede demostrar que las siguientes funciones son continuas.
2. Sea Hy:D? x X¢g — D? dada por H, (z, ii—fe”> = ze't.

3. Sea Hj:D?x (S'UX;)— D? dada por Hs(z,w) = 2w.

4. Sea Hy: Xy x (S'UX;) — D? dada por Hy (%e“,w) = we'.

Figura 4.4: Continuo C

Por lo tanto podemos definir la siguiente funcion H : X x C' — X dada por:

Hi(z,¢) si (z,¢) € Xox X

Hy(z,¢) si (z,¢) € D? x Xq
H(z,c)=
Hs(z,¢) si (z,¢) € D? x (S'UX;)

Hy(z,c) si (z,¢) € Xo x (STU X))

La continuidad de Hy, Ho, H3 vy H, implican la continuidad de H.
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Figura 4.5: Pseudo-homotopia H

Ademés, se tiene que si ¢t = 0, entonces f(0) = (2,0) € C, luego Hi(z, f(0)) =z y Ha(z, f(0)) = z para toda
z € X. Por lo tanto, H(z, f(0)) = z para toda z € X.
Y por otro lado, si hacemos ¢ = (0,0) € C, entonces Hs(z,¢) = (0,0) y Hy(z,¢) = (0,0) para toda z € X. Asi,
H(z,c) = (0,0) para toda z € X.
En resumen, si hacemos a € C(X,X) dada por a(z) = z9 donde 2y = (0,0) y hacemos a = (2,0),b=(0,0) € C,

tenemos que idxy ~¢ a, es decir, X es pseudo-contractil.

Proposicién 4.15. *Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X es pseudo-contrdctil si y sélo si para cada f € C(X, X)

se tiene que f es pseudo-homotopica a una funcion constante en X.

Demostracion. Sea f € C(X,X). Entonces idx ~, ¢ con ¢ € C(X,X) constante. Por el Teorema 3.16, f oidx ~,
foc.Dadoque foidy =f y foc =k esuna funcién constante, entonces f ~, k.
Reciprocamente, supongamos que para toda f € C(X,X) tenemos que f es pseudo-homotépica a una funcién

constante, entonces en particular se cumple para la funcién idx. Por lo tanto X es pseudo-contractil. O

Proposicién 4.16. *Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X es pseudo-contrdctil si y solo si el espacio C(X, X)

consta de una sola clase pseudo-homotépica.

Demostracion. Supongamos que idx ~, ¢ con c¢ € C(X,X) constante. Sean f,g € C(X,X). Por el Teorema 3.16,
tenemos que f =idxof~,cof=cy g=idxog=~,cog=c. Esto implica que f ~, g, es decir, f y g estan en
la misma clase pseudo-homotépica.

La suficiencia es inmediata ya que la funciéon idx esta relacionada con cualquier funcién, en particular con una

funcién constante. Por lo tanto X es pseudo-contractil. O
Corolario 4.17. *Si X es un espacio de Hausdorff pseudo-contrdctil, entonces C(X, X) es conezo.

Demostracion. Como X es pseudo-contractil, entonces sélo existe una clase pseudo-homotépica en C'(X, X), es decir,
para cada par de funciones f,g € C(X, X) se tiene que f ~, g. Luego por el Teorema 3.21, existe un continuo K en

C(X,X) tal que f,g € K. Como K es conexo, se sigue de la Proposicién 1.39 que C'(X, X) es conexo. O

Hagamos notar aqui que la pseudo-contractibilidad de X implica la conexidad de C(X,X), no sabemos si el

reciproco es cierto. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 4.18. Sea X espacio compacto y de Hausdorff. Entonces, X es pseudo-contrdctil si y sélo si C(X,X) es

conezxo por continuos.

Demostracion. Supongamos que X es pseudo-contrictil y sean f,g € C(X,Y). Entonces, por la Proposicién 4.16

tenemos que f ~, g, luego por el Teorema 3.21, existe un continuo en C'(X, X) que contiene a f y g.
Reciprocamente, supongamos que C(X, X) es conexo por continuos y sean idx,a € C(X,X) con a constante.

Entonces existe un continuo K en C(X, X) que contiene a idx y a a. Del Teorema 3.22, tenemos que idx ~. a, lo

cual implica que X es pseudo-contractil. O

El siguiente teorema es analogo al Teorema 4.18.
Teorema 4.19. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, X es contractil si y sélo si C(X,X) es arco-conezo.

El siguiente teorema que es andlogo al Teorema 4.11, es de gran utilidad para descartar de forma inmediata la

pseudo-contractibilidad de un espacio.
Teorema 4.20. Si X es pseudo-contractil y de Hausdorff, entonces X es conexo por continuos, y por lo tanto conezo.

Demostracion. Como X es pseudo-contractil, se sigue del Teorema 4.16 que todo par de funciones constantes son

pseudo-homotoépicas. Como X es de Hausdorff, del Corolario 3.28 se tiene que X es conexo por continuos. O

Corolario 4.21. Todo espacio métrico compacto pseudo-contrdactil es un continuo.

Demostracion. Sea X un espacio métrico compacto pseudo-contractil. Como métrico implica Hausdorff, entonces por

el Teorema 4.20 X es conexo por continuos, y por lo tanto es conexo. Por lo que X es un continuo. O

El reciproco no es cierto, los espacios S y sen(1/z) son continuos pero no son pseudo-contréctiles. Para la no
pseudo-contractibilidad de sen(1/x) se puede consultar [10] o [19].

Tenemos asi que, si queremos saber si un espacio es pseudo-contractil, checamos si es 0 no conexo por continuos
aparte de ser espacio de Hausdorfl, si resulta no ser conexo por continuos entonces no puede ser pseudo-contractil.

Se sabe que la contractibilidad de un espacio no es una propiedad hereditaria, para esto basta ver que el espacio
D' = {z € R? | ||z|| < 1} es contréctil, pero el espacio S* = {x € R? | ||z|| = 1} € D' no lo es. Nos gustaria
decir lo mismo acerca de la pseudo-contractibilidad, pero atin nos faltan herramientas para hacerlo. Sin embargo, lo
que si se sabe es que la contractibilidad de un espacio se preserva bajo retracciones, veamos que lo mismo pasa con la

pseudo-contractibilidad.

Teorema 4.22. *Sea X un espacio topologico. St X es pseudo-contractil, y A es un retracto de X, entonces A es

pseudo-contractil.

Demostracion. Como X es pseudo-contrictil, existen un continuo C, puntos a,b € C, xy € X y una funcién continua
H: X xC— X tal que

H(z,a)=z y H(z,b) =xz¢ paratoda z € X.
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Como A es un retracto de X, entonces existe una retraccién r: X — A . Sea ag = r(z9) y consideremos la funcién
i:AxC — X x C dada por i(y,c) = (y,c¢) la cual es continua por ser la funcién inclusion.
Para demostrar que A es pseudo-contrictil, definamos G : A x C — A dada por G(y,c) = (ro H oi)(y,c). Nitese

que G es continua por ser composicién de funciones continuas. Ademés se cumple que
G(y,a) = (ro Hoi)(y,a) =r(H(i(y,a))) = r(H(y,a)) =r(y) =y, para toda y € A
y G(y;b) = (roHoi)(y,b) =r(H(i(y,b))) = r(H(y, b)) = r(zo) = ao, para toda y € A

Por lo tanto id4 ~¢ a, donde a es una funcién constante en C(A, A) dada por a(y) = ag, luego A es pseudo-

contractil. O

Obsevacién 4.23. Notese que si X,Y, Z y W son espacios topologicos, f: X =Y, k:Y - Z yv g: Z —- W son
funciones continuas tales que k(y) = zo es constante para toda y € Y, entonces gok y ko f también son funciones

constantes. En muchas ocasiones se usara este hecho sin hacer mencién explicita de esta observacién.
Veamos ahora que la pseudo-contractibilidad se preserva bajo homeomorfismos.
Teorema 4.24. *La pseudo-contractibilidad es una propiedad topoldgica.

Demostracion. Sean X, Y espacios topolégicos y ¢ : X — Y un homeomorfismo entre ellos. Supongamos que X
es pseudo-contractil. Entonces idx ~, k con k € C(X, X) constante, por el Teorema 3.16 se tienen las siguientes

equivalencias
idx ~ k <= ¢oidxo¢ ' pokodp™ &= poptododp Tt = pokeT! = idy > pokoh

Por la Observacién 4.23, goko¢~! es una funciéon constante en C(Y,Y). Por lo tanto, Y es pseudo-contractil. [

Teorema 4.25. *Sean X yY espacios topoldgicos. Si X oY es pseudo-contrdctil, entonces cualquier funcion continua

f: X =Y es pseudo-homotopica a una constante.

Demostracion. Primero supongamos que X es pseudo-contractil. Entonces idx ~, a con a € C(X,X) constante.
Asi, foidx ~, foa,esdecir, f~, foa. Como foaec C(X,Y) es constante, entonces f es pseudo-homotépica a
una constante.

Ahora supongamos que Y es pseudo-contrictil, entonces idy ~, b con b € C(Y,Y). De donde, idx o f ~, bo f,

es decir, f ~, bof. Dado que bof € C(X,Y) es constante, se tiene que f es pseudo-homotépica a una constante. [J

Teorema 4.26. Sean X,Y espacios topoldgicos. Si X es pseudo-contractil yY es un espacio conexo por continuos y

de Hausdorff, entonces C(X,Y) es conexo por continuos.

Demostracion. Sean f,g € C(X,Y). Como X es pseudo-contractil, entonces por el Teorema 4.25, f ~,a y g~ b
con a,b e C(X,Y) constantes. Ahora, como Y es conexo por continuos se sigue del Corolario 3.26 que a ~, b. Por
lo tanto, f ~, g. Como Y es de Hausdorff, se sigue del Teorema 3.21 que existe un continuo K en C(X,Y") tal que
f,ge K. O
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Analicemos ahora la pseudo-contractibilidad con respecto a espacios producto.

Teorema 4.27. *Sean X y Y espacios topoldgicos. El espacio producto X XY es pseudo-contrdctil si y solo si los

espacios X y 'Y son pseudo-contrdctiles.

Demostracion. Supongamos que X X Y es pseudo-contrictil. Sea (zo,y0) € X X Y tal que idxxy ~« k donde
k(z,y) = (zo,y0) para toda (z,y) € X x Y. Nétese que X X {yo} = X y {xo} xY =Y. Como X x {yo} ¥y
{zo} x Y son retractos de X x Y, se sigue del Teorema 4.22 que X X {yo} y {zo} xY son pseudo-contrictiles.
Luego del Teorema 4.24 tenemos que X y Y son pseudo-contractiles.

Reciprocamente, supongamos que X y Y son pseudo-contractiles. Entonces por definicién existen continuos C1, Cs,
puntos ay,b; € Cq, asg,bs € Cy, xg € X, yo € Y y funciones continuas Hy : X xC; - X, Hs:Y xCy =Y que

cumplen
Hyi(x,a1) =z, Hi(x,b1) =x9 paracadax € X y Ha(y,a2) =y, Ha(y,bs) =yo paracada y €Y.
Consideremos el continuo C7 x Cy y los puntos (ag,asz), (b1,b2) € Cq x Cy. Definamos la funcién
H:(XxXY)x (C; x(Cy) = (X xY) dada por H((z,y),(c1,c2)) = (H1(z,c1), Ha(y, c2)).
La continuidad de Hy y Hy implican la continuidad de H. Ademas, H cumple que
H((z,y), (a1,a2)) = (Hi(z,a1), Hy(y,a2)) = (z,y) para todo (z,y) € X xY

Yy H((az,y), (b17b2)) = (Hl(x’bl)aH2(yab2)) = (x07y0) para todo ('r7y) €EXXY.

Por lo tanto idxxy ~c,xc, @ con a € C(X xY, X xY) funcién constante dada por a(z,y) = (zo,y0) para cada
(r,y) € X xY. Asi X XY es pseudo-contrictil. O

Corolario 4.28. *Sea {X,}acs una familia de espacios topoldgicos. Entonces, para todo Jy C J finito el espacio

H Xo es pseudo-contrdactil si y sélo si X, es pseudo-contractil para cada o € Jy.
acJy

Proposicién 4.29. Sea {X,}acs una familia de espacios topoldgicos. Si HXQ es pseudo-contrdctil, entonces X, es

acJ
pseudo-contractil para cada o € J.

Demostracion. Sea (12)qes € I_IX,JZ la imagen de la funcién constante a la cual es pseudo-homotépica la funcién
acJ
identidad del espacio HXQ. Se tiene que X, X H {x%} ~ X, ycomo X, X H {x%} es un retracto del espacio
aeJ B#a B#a
HXQ, para cada o € J, tenemos de los Teoremas 4.22 y 4.24, que X, es pseudo-contractil para cada «o € J. O
acJ

Finalmente veamos el caso particular cuando la familia es infinita numerable.

Proposicion 4.30. *Sea { X, }nen una sucesion de espacios topoldgicos. El espacio X, es pseudo-contrdctil para toda

n € N siy solo si el espacio HX" es pseudo-contractil.
neN
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Demostracién. Supongamos que X, es pseudo-contractil para toda n € N. Entonces existen una sucesion {C), }nen

de continuos, y para cada n € N existen puntos a,,b, € Cp,, 20 € X,, y existen funciones continuas
H,: X, xC, — X, talesque H,(v,a,) =2y Hp(x,b,) =2" paracada x € X.

Consideremos el continuo C' = HC" y los puntos (ap)nen, (bn)nen € C. Definamos la siguiente funcién
neN

H: (HX") x C — HX" dada por H((zn)nen, (¢n)nen) = (Hn(Tn, cn))nen-
neN neN

Dado que H, es continua para cada n € N, entonces del Teorema 1.26 se sigue que la funciéon H es continua. Notemos

que.

H(<xn)neN7 (an)nEN) = (Hn(xman))neN = (xn)neN y H((xn)nEN (bn)neN) = (Hn(xnabn»nEN = (xgl)neN

para cada (2, )nen € H X,,. Por lo tanto H es una pseudo-homotopia entre la funcién identidad y la funcién constante

neN
cuya imagen es (20),en en HX”’ es decir, HX” es pseudo-contractil.
neN neN
Reciprocamente supongamos que HX” es pseudo-contractil, es decir, su funcién identidad es pseudo-homotépica
neN
a una funcién constante en HX"' Sea (29)nen € HX” la imagen de tal funcién constante. Notemos que X, X
neN neN
H{x?} ~ X, ycomo X, x H{JJ?} es un retracto del espacio HX"’ para cada n € N, tenemos de los Teoremas
j#n j#n neN
4.22 y 4.24, que X,, es pseudo-contractil para cada n € N. O

Corolario 4.31. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. X es pseudo-contractil.
2. X" es pseudo-contrdactil para cada n € N.
3. X" es pseudo-contrdctil para algin n € N.

4. X XY es pseudo-contractil para cualquier espacio topologico Y pseudo-contrdctil.

v

. HX” es pseudo-contrdctil, donde X, = X para cada n € N
neN

Demostracion. 1) = 2) Sea {X, }aen una sucesién de espacios topolégicos tal que X, = X para toda o € N.
n

Sea m € N. Entonces tenemos por definicion que X" = HXQ. Como el conjunto {1,2,...,n} es finito, se sigue del
a=1
Corolario 4.28 que X" es pseudo-contractil.

2) = 3) Es inmediato.

3) = 4) Supongamos que X" es pseudo-contractil para algin n € N.

i. Sin =1, como el espacio Y es pseudo-contréctil, se sigue del Teorema 4.27 que el espacio X X Y es pseudo-

contractil.
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ii. Sin # 1, como X" = X" ! x X, se sigue del Teorema 4.27 que X es pseudo-contractil. Nuevamente, por el

Teorema 4.27 se tiene que X X Y es pseudo-contractil.

4) = 5) Como X x Y es pseudo-contractil, se sigue del Teorema 4.27 que X es pseudo-contrictil. Luego X, = X
es pseudo-contractil para cada n € N. Asi de la Proposicion 4.30 tenemos que HX" es pseudo-contractil.
neN
5) = 1) Como HX" es pseudo-contractil, entonces por la Proposiciéon 4.30, X,, es pseudo-contractil para cada

neN
n € N. Por hipétesis, X,, = X para cada n € N, por lo tanto X es pseudo-contréctil. O



Capitulo 5

Pseudo-contractibilidad con respecto a.

En el capitulo anterior vimos que, un espacio topolédgico X es pseudo-contractil si y sélo si el espacio C(X, X) s6lo
tiene una clase pseudo-homotdpica. Si ahora tomamos X y Y espacios topolégicos y nos fijamos en C'(X,Y’), entonces
podemos preguntarnos: ;Qué pasa si el espacio C'(X,Y) tiene una clase pseudo-homotépica? ;Qué podemos decir de

los espacios X y Y7 Para tratar de responder a esas preguntas, definamos primero lo siguiente.

Definicién 5.1. Sean X y Y espacios topoldgicos. Diremos que X es (pseudo-)contrdctil con respecto a 'Y si cada

funcién continua f: X — Y es (pseudo-)homotdpica a una funcién constante.

Intuitivamente significa que la imagen de una funcién f : X — Y se puede deformar continuamente hasta llevarla
a un punto (ver Figura 5.1). Dicho de otra manera, un espacio X es pseudo-contrictil con respecto a Y si y sélo si
cada clase pseudo-homotépica de C(X,Y") contiene una funcién constante. Por lo tanto, existen a lo més card (Y)
clases pseudo-homotépicas. Con esto podria pasar que existan dos funciones constantes en C(X,Y) que no sean

pseudo-homotdpicas.

Definicién 5.2. Sea Z un subespacio de X, se dice que Z es (pseudo-)contrdctil en X, si la funcién inclusién de Z

en X es (pseudo-)homotépica a una funcién constante.

Obsevacién 5.3. Observemos que si Z C X y Z es (pseudo-)contréictil con respecto a X, entonces toda funcién
continua ¢ : Z — X es (pseudo)-homotdpica a una funcién constante. En particular, la funcién inclusién iz : 2 — X.
Asi, Z es (pseudo-)contrictil en X. Por otra parte, notemos que como X es un subespacio de él mismo y que la funcién
inclusién ix resulta ser la funcién identidad en X, entonces X es (pseudo)-contréictil, lo cual es equivalente a decir

que X es (pseudo)-contrictil en X o bien X es (pseudo)-contréictil con respecto a X.
Inmediatamente de la Definicién 5.1 y de la relaciéon ~~,, tenemos lo siguiente.

Proposicién 5.4. *Sean X y Y espacios topoldgicos. Si el espacio C(X,Y) consiste de una sola clase pseudo-

homotopica, entonces X es pseudo-contrdctil con respecto a'Y .

Demostracion. Sea f € C(X,Y). Como sblo hay una clase pseudo-homotdpica, tenemos que [f]. = C(X,Y). Asi, f
estd relacionada con cualquier elemento de C'(X,Y). En particular, con una constante. Luego, f es pseudo-homotépica

a una constante. Por lo tanto, X es pseudo-contractil con respecto a Y. O

47
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Figura 5.1: X pseudo-contractil con respecto a Y

Relacionando el concepto anterior y la pseudo-contractibilidad tenemos el siguiente resultado.
Teorema 5.5. *Sea X un espacio topoldgico. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es pseudo-contrdctil.

2. Para cada espacio topoldgico Y, se tiene que X es pseudo-contrdctil con respecto a Y .

3. Para cada espacio topologico Z, se tiene que Z es pseudo-contrdactil con respecto a X.

Demostracion. (1) = (2) y (1) = (3) son consecuencia del Teorema 4.25.
(2) = (1). Basta tomar Y = X y por la Observacién 5.3.
(3) = (1). Basta tomar Z = X y nuevamente por la Observacion 5.3. O

Teorema 5.6. Si X es pseudo-contrdctil con respecto a Y yY es conexo por continuos, entonces cada par de funciones
continuas de X en Y son pseudo-homotdpicas. En particular, esto se cumple si X es pseudo-contrdctil con respecto a

Y yY es un continuo. Dicho de otra manera, el espacio C(X,Y) es conexo por continuos.

Demostracion. Sean f,g € C(X,Y). Como X es pseudo-contractil con respecto a Y, entonces existen continuos
C1,Cs, puntos aq,b; € Cy; as,bs € Co; y1,y2 € Y y funciones continuas Hy : X xC; - Y y Hy: X xCy —» Y

tales que
Hy(z,a1) = f(z), Hyi(z,b1) =y1 paratoda xz € X
y Ha(z,a2) = g(z), Ha(z,b2) =y» paratodaz € X.

Como Y es conexo por continuos, entonces existe un continuo K C Y que contiene a los puntos i, ys.
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los continuos C1,C> y K son ajenos a pares. Sean j: {b1} - K
y L:{y2} = Oy las funciones dadas por j(b1) =31 y [(y2) = b, las cuales son continuas.

Sea C = C7 U; K U; Cy el continuo de adjunciéon. Por la Observacién 1.76 el continuo C' se puede representar
de la siguiente manera C = € U .4 U U Mo U6, donde 61 = {c € C| ¢c € Cy \ {b1}}, 41 = {{b1,11}},
H ={ceClce K\{y1,y2}}, A2 = {{y2,b2}} y 62 = {¢ € C| c € C3\ {b2}}. Notemos que la unién es disjunta.
Como X xC =X x (61U MUK UM UC)=(XXC)U(X X M) U(X xH)U(X X M)U(X XGE).

Definimos la siguiente funcién F : X x C — Y dada por

Hi(z,c) si ce6

Y1 si ¢€ .M

F(z,¢) = c si ced

Y2 si €€ M

Hy(xz,c) si ©€ G
Tenemos por el Lema del Pegado que F' es continua para cada (x,¢) € X x C. Ademds
F(z,a1) = Hi(z,a1) = f(z) y F(z,@2) = Ha(,a2) = g(z) para toda z € X.

Por lo tanto, f ~¢g.
Ahora bien, si Y es un continuo, entonces es conexo por continuos, y Y es de Hausdorff ya que es métrico. Se sigue

del Teorema 3.21 que C(X,Y) es conexo por continuos. O

Lo hermoso de las matematicas es cuando tienes las herramientas necesarias y se saben usar y permiten mostrar

resultados con mayor elegancia. A continuacién daremos una demostraciéon mas simple del mismo teorema.

Demostracion. Sean f,g € C(X,Y). Como X es pseudo-contréctil con respecto a Y, entonces f ~,a y g=~.b con
a,b € C(X,Y) constantes. Ahora, como Y es conexo por continuos se sigue del Corolario 3.26 que a ~, b. Dado que

la relaciéon ~, es de equivalencia, se concluye que f ~, g. O

Corolario 5.7. Sean X un espacio compacto de Hausdorff y Y un espacio de Hausdorff conexo por continuos o un

continuo. Entonces, X es pseudo-contrdctil con respecto a'Y siy sdlo si el espacio C(X,Y) es conexo por continuos.

Demostracion. Sean f,g € C(X,Y). Del Teorema 5.6 tenemos que f ~, g. Como Y es de Hausdorff, se sigue del
Teorema 3.21 que existe un continuo K C C(X,Y) tal que f,g € K. Por lo tanto C(X,Y) es conexo por continuos.

Reciprocamente, sean f,a € C(X,Y) tal que a es una funcién constante. Como C(X,Y’) es conexo por continuos,
existe un continuo K C C(X,Y), tal que f,a € K. Dado que X es compacto de Hausdorff del Teorema 3.22 se
sigue que f ~, a, es decir, toda f € C(X,Y) es pseudo-homotdpica a una funcién constante. Por lo tanto, X es

pseudo-contréctil con respecto a Y. O
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Compare con el Corolario 3.23. Observemos que si en la prueba anterior las funciones dadas f,a € C(X,Y), a es fija,
tendriamos que toda funcién f es pseudo-homotépica a a, esto implicaria que sblo hay una clase pseudo-homotopica
en C(X,Y).

Obsevacién 5.8. Notemos que, si X es un espacio de Hausdorff y pseudo-contractil, entonces por el Teorema 3.21
C(X, X) es conexo por continuos y por lo tanto conexo, debido a la Proposicién 1.39. Sin embargo, no estamos diciendo

que la condicién de que C'(X, X) es conexo implique que X es pseudo-contractil.

Finalmente veamos como se comporta la pseudo-contractibilidad de un espacio con respecto a otro, en cuestiéon de

retractos.

Teorema 5.9. *Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es pseudo-contrdctil con respecto a Y y A es un retracto de

X, entonces A es pseudo-contrdctil con respecto a 'Y .

Demostracion. Sean f € C(A,Y) y r: X — A una retraccién de X en A. Entonces for € C(X,Y). Del hecho
que X es pseudo-contréctil con respecto a Y, tenemos que for ~,b con b€ C(X,Y) constante. Por la

Proposicién 3.15, se tiene que (f o7r)|a >~ b|a. Observemos que (for)|a = f pues r(a) =a paratoda a € A,y
bla € C(A,Y) es constante, es decir, f es pseudo-homotépica a una constante. Por lo tanto A es pseudo-contréctil

con respecto a Y. O

Teorema 5.10. *Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es pseudo-contrdactil con respecto a 'Y y B es un retracto de

Y, entonces X es pseudo-contrdctil con respecto a B.

Demostracion. Sea f € C(X,B). Como C(X,B) C C(X,Y), se sigue f ~,a conaec C(X,Y) funcién constante.
Sea r:Y — B una retraccién de de Y en B. Tenemos asi que ro f ~,roa,pero rof=f y roaec C(X,B) es

una funcion constante. Asi, f ~, r o a. Por lo tanto, X es pseudo-contractil con respecto a B. O



Capitulo 6

Pseudo-homotépicamente equivalente y

pseudo-contractibilidad.

Hemos visto que dados dos espacios topolégicos X y Y podemos obtener el espacio C(X,Y") dotado con la topologia
compacta abierta y comparar sus elementos por medio de una relacién de equivalencia =, obteniendo asi una
particién del mismo. Después se analiz6 el caso cuando Y = X y se vio cuando el espacio C'(X, X) consiste de una
sola clase pseudo-homotépica, obteniendo de esta manera una equivalencia al concepto de pseudo-contractibilidad
usando el espacio de funciones continuas. Un resultado importante es también el Teorema 4.24, que afirma que si
X es homeomorfo a Y y uno de ellos es pseudo-contréctil, entonces el otro también. También vimos como se pueden
comparar dos espacios X y Y uno pseudo-contractil con respecto a otro. Uno de los objetivos de este capitulo es definir
una relacion en la clase de todos los espacios topolégicos que resulte ser de equivalencia. Tomaremos un representante
de alguna clase de equivalencia de tal forma que si este es pseudo-contractil, los elementos relacionados en dicha clase

también lo son. Para esto empezamos con las siguientes definiciones.

Definicién 6.1. Sean X y Y espacios topolégicos. Diremos que Y es semi-homotdopicamente equivalente a X, si existen

dos funciones continuas
g:Y=>Xy f: X —>Y talesque fog>~idy.

Cuando esto pase lo denotaremos por Y ~°F X. A la funcién g se le llama homotopia inversa derecha de f,y a f

homotopia inversa izquierda de g.

Definicién 6.2. Sean X y Y espacios topoldgicos. Diremos que Y es semi-pseudo-homotdpicamente equivalente a X,

si existen un continuo C'y dos funciones continuas
g: Y =>Xy f: X =Y talesque fog~¢idy.

Cuando esto suceda lo denotaremos por Y z%E X. A la funcién g se le llama inversa pseudo-homotépica derecha de

f, v a f inversa pseudo-homotopica izquierda de g.

ol
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Obsevacién 6.3. Sean X y Y espacios topolégicos tales que Y ~%F X es decir, existe un continuo C'y dos funciones
g:Y—=>Xy f:X =Y continuas, tales que fog ~¢ idy. Si ademas se tiene que C es homeomorfo a I, entonces
por el Corolario 3.6 tenemos que fo g ~; idy. Asi fog ~ idy, es decir Y ~°F X. Por otra parte es claro que
Y ~%F X implica Y ~3F X.

Teorema 6.4. *Sean X y Y espacios topoldgicos. Si 'Y es semi-pseudo-homotopicamente equivalente a X y X es

pseudo-contrdactil, entonces Y es pseudo-contractil.

Demostracién. Como X es pseudo-contractil, entonces idx ~, a, con a € C(X,X) constante. Ademds como
Y ~3F X existen un continuo K y dos funciones continuas ¢g:Y — X y f: X — Y tales que fog~g idy, es
decir, fog o, idy.

Luego del Teorema 3.16 se tiene que f = foidx ~, foa. De forma andloga tenemos que fog~, (foa)og,
donde (foa)oge C(Y,Y) es constante.

De fog ~,idy y de la transitividad de la relaciéon =, se tiene idy ~, foao g, es decir la funcién idy es

pseudo-homotépica a una constante. Por lo tanto Y es pseudo-contractil. O

Teorema 6.5. *Sean X,Y y Z espacios topoldgicos. St Z zSI’DE X y X es pseudo-contrdctil con respecto a Y,

entonces Z es pseudo-contrdctil con respecto a'Y .

Demostracion. Sea h € C(Z,Y). Dado que Z ~3F X, existen un continuo K y funciones continuas f:7Z — X y
g: X — Z talesque go f ~k idy .

Por un lado, de la Observacién 3.16 se tiene que ho (go f) ~, hoidz = h.

Por otro lado, como X es pseudo-contractil con respecto a Y y hog € C(X,Y), entonces hog ~, b con
b € C(X,Y) constante. La Observacién 3.16 implica que (hog)o f ~,bo f,con bo f € C(Z,Y) constante.

Asi, se obtiene que ho(go f)~.h y (hog)o f~,bof,ypor la transitividad tenemos que h ~, bo f. Asi, la

funcién h es pseudo-homotdpica a una constante, por lo tanto Z es pseudo-contractil con respecto a Y. O

Teorema 6.6. *Sean X,Y y Z espacios topoldgicos. Si X es pseudo-contractil con respecto a Y y Z %}%E Y, entonces

X es pseudo-contractil con respecto a Z.

Demostracion. Sea h € C(X,Z). Como Z ~3F Y, existen funciones continuas f: 7 —Y y ¢g:Y — Z tales
que go f ~, idz. De esto, tenemos que (go f)oh ~, idz o h = h. Por otra parte, como X es pseudo-contractil con
respectoaY y foh e C(X,Y), entonces foh=~,b con be C(X,Y) constante. Por lo tanto go (foh) ~, gob,
con gob constante en C(X, 7).

Asi tenemos que h ~, gob. Por lo tanto X es pseudo-contractil con respecto a Z. O

Vemos que con la definicién de semi-pseudo-homotépicamente es posible comparar espacios topolégicos, pero no
es suficiente ya que la relacion en la clase de espacios topoldgicos podria no ser de equivalencia. Sin embargo, para

garantizar la equivalencia se introduce la siguiente definicién.

Definicién 6.7. Sean X y Y espacios topolégicos. Diremos que X y Y son homotdpicamente equivalentes (o que

tienen el mismo tipo de homotopia) denotado por X ~% Y si existen dos funciones continuas
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f: X =Y vy g:Y—> Xtalesque fog~idy y gof~idx.

Definicién 6.8. Sean X y Y espacios topologicos. Diremos que X y Y son pseudo-homotdpicamente equivalentes

o que tienen el mismo tipo de pseudo-homotopia) denotado por X ~E Y, si existen dos funciones continuas
P
f: X =Y g:Y —= X ydos continuos K y C tales que fog~gidy y gof~cidx.

Obsevacién 6.9. Se sigue del Corolario 3.6 que cuando los espacios factor K y C son homeomorfos a el continuo

I =10,1], tenemos que X ~EY implica X ~¥ Y. No es dificil ver que X ~F Y implica X ~EY.

Definicién 6.10. Sea S la clase de todos los espacios topolégicos y sean X, Y € & Diremos que X esté relacionado

con Y denotado por X ~Y siysélosi V ~5 X.
Proposicién 6.11. *La relacion ~ es una relacién de equivalencia en 3.

Demostraciéon. Veamos que:

~ es reflexiva.
En efecto, X ~& X para toda X en &. Para ello basta tomar f = ¢ =idx.

~ es simétrica.
Sean X,Y € & tales que X ~ Y. Notemos que X ~Y siysélosi ¥V ~5 X existen f: X —-Y y g:V - X
funciones continuas tales que fog=~, idy y go f ~, idx. De donde X ~EY lo cual implica que Y ~ X.

~ es transitiva.
Sean X,Y,Z € talessque X ~Y y Y ~ Z, entonces Y ~5 X y Z~EY.
Como Y ~E& X existen continuos C, D, funciones f: X —Y y g:Y — X continuas tales que fog~c idy y
go f~pidx.
También, como Z ~& Y, existen continuos E, F, funciones h: Z —Y y j:Y — Z continuas tales que joh ~p idy
y hoj~pidy.
Sean H:Z — X y G:X — Z las funciones dadas por H(z) = (goh)(z) y G(z) = (jo f)(z). La continuidad de
f,g9,h y j implican la continuidad de H y G.
Como hoj ~p idy, entonces por el Teorema 3.16, (hoj)o f ~pidy o f = f. Luego go ((hoj)o f) ~p go f. Como
go f ~p idx, entonces por el Teorema 3.14 existe un continuo M tal que (goh)o (jo f)=go((hoj)o f) = idx,
es decir, H o G ~ s idx.
Andlogamente como f o g ~¢ idy, entonces por el Teorema 3.16, fogoh ~¢c idy o h. Asi, jo fogoh ~c joh, es
decir, Go H ~¢ joh. Dado que joh ~f idyz, entonces por el Teorema 3.14 G o H ~, idz. Esto implica que X ~ Z.

Por lo tanto ~ es una relacién de equivalencia en . O

Corolario 6.12. *Sean X y Y espacios topoldgicos. St ~EY yuno de ellos es pseudo-contrictil, entonces el otro

también lo es.

Demostracién. Nétemos que X ~E Y implica X ~%F Y. Si Y es pseudo-contrictil, entonces del Teorema 6.4 se
tiene que X es pseudo-contractil.
Anélogamente, si X ~EY y X es pseudo-contractil, entonces de la simetria de la relacién ~ se tiene que Y ~£ X

esto implica que Y zf;E X. Ahora, del Teorema 6.4 se tiene que Y es pseudo-contractil. O
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Corolario 6.13. *Sean X yY espacios topoldgicos. Si X ~5Y y uno de ellos es pseudo-contrdctil, entonces X xY

es pseudo-contractil.

Demostracion. Supongamos que X es pseudo-contractil. Entonces del Corolario 6.12, se sigue que Y es pseudo-

contractil. Luego del Teorema 4.27, se tiene que el espacio X x Y es pseudo-contractil. O

Teorema 6.14. *Sean X,Y espacios topoldgicos. Si X es homeomorfo a' Y, entonces tienen el mismo tipo de pseudo-

I3 . NE
homotopia, es decir X ~p Y.

Demostracién. Como X es homeomorfo a Y, existe ¢ : X — Y un homeomorfismo. Como se tiene que @op~! = idy
y ¢ to =idx. Por lo tanto de la reflexividad de la relacién ~, se sigue que o ' ~, idy y ¢ 'oyp~, idx.
Por lo tanto X ~E Y. O

El reciproco no es cierto, para esto tenemos los siguiente ejemplos.

Ejemplo 6.15. Tenemos que R™ ~% {0}.

En efecto, sean f:R"™ — {0} y ¢:{0} - R" dadas por f(z) =0 paratoda z € R™ y ¢(0) = 0, respectivamente.
Tenemos que (go f)(x) =0 paratoda =z € X. Sea H :R" x I — R dada por H(z,t) = tz. Notemos que H es
continua y ademds H(x,0) =0 y H(xz,1) = para toda = € X. Por lo tanto idg~ ~ g o f. Por otra parte, se tiene
que (fog)(0) = f(g(0)) = f(0) = 0 = id0}(0), es decir, fog = idge}. Luego fog =~ idie;. Por lo tanto R™ ~¥ {0}.
Asi, R" ~E {0}. Sin embargo, se sabe que R" % {0}.

Ejemplo 6.16. Sabemos que I = [0, 1] es contractil, por lo tanto pseudo-contractil y el espacio de Kuperberg

t+1
de pseudo-homotopia, sin embargo no son homeomorfos.

X = {z €C|z=H2e" con t €0, oo)} U{z e C|||z]] <1} es pseudo-contractil. Por lo tanto tienen el mismo tipo

Este es en realidad un teorema muy interesante, pues sabemos que la propiedad de ser homeomorfos es en si una
relacién de equivalencia en <, la cual se denota por ~. Por lo tanto cada clase de equivalencia en ¥ bajo la relacién

~, es particionada por la relacion =.

Teorema 6.17. *Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X es pseudo-contrdctil si y sélo si X tiene el mismo tipo de

pseudo-homotdpia a un punto p.

Demostracion. Supongamos que X es pseudo-contractil. Entonces idx ~, ¢ con ¢ € C(X,X) constante, es decir,

c(x) =p paratoda € X y p€ X. Definamos ahora las siguientes funciones,
f:X — {p} dadapor f(z)=p paratoda x € X y g¢:{p} — X dada por g(p) =p
ambas funciones son continuas y
(fog)y) = flg(y) = f(p) = p=idyy(y) es decir fog=idg) = idgy.
Ademds (g o f)(z) = g(f(z)) = g(p) = p = c(x), es decir, go f = ¢ ~, idx

Por lo tanto, X ~& {p}.

Por otra parte, sea Y = {p}. Supongamos que X ~% {p}. Entonces existen continuos M y N y funciones continuas
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f: X—=>Y vy g:Y— X, talesque fog~pyidy y gof~yidx

Notemos que f es constante en C'(X,Y), por lo tanto go f es constante en C(X, X). Asi, idx es pseudo-homotdpica

a una constante, es decir, X es pseudo-contractil. O

Corolario 6.18. *Sean X,Y espacios topoldgicos. Si X y Y son pseudo-contrdctiles, entonces tienen el mismo tipo

de pseudo-homotopia, es decir, X ~E Y.
Con respecto a producto de espacios topolégicos tenemos los siguientes resultados.
Corolario 6.19. *Sean X,Y espacios topoldgicos. Si X XY es pseudo-contrdactil, entonces X %f, Y.

Demostracion. Como X x Y es pseudo-contractil, entonces por el Teorema 4.27 X y Y son pseudo-contractiles,

luego por el Corolario 6.18 X ~E V. O

Proposiciéon 6.20. *Sean X,Y espacios topoldgicos. Si X %g Y, entonces X x Z %}b; Y X Z para cada espacio

topologico Z.

Demostracién. Como X ~5 Y, entonces existen f: X — Y y g:Y — X funciones continuas tales que
fogryidy y gof~, idx.Sean Z un espacio topoldgico, f: X x Z Y xZ y 8:Y x Z — X x Z funciones
dadas por f'(x, z) = (f(z),2) v &(y,2) = (9(y),2) respectivamente. Se sigue del Teorema 1.26 que las funciones fy

g son continuas. Ademds,

y (Fog)(y.2) =E(8(y.2) = E(9(v), 2) = (F(9(y)).2) = (f 0 9)(y), 2) paracada (y,2) €Y x Z

Demostremos que gof ~, idxxz. Como go f ~, idx, entonces existen un continuo C', puntos c¢;,co € C y una

funcién continua H : X x C — X, tal que H(z,c1) = (go f)(z) y H(z,c2) =z para cada x € X. Definimos
H: (X xZ)xC— (X xZ) dada por H((z,2),¢) = (H(z,c),2).
La continuidad de H implica la continuidad de H. Ademés,
H((z,2),¢1) = (H(z,¢1),2) = ((go f)(x),2) = (&of)(x,2) paracada (z,2) € X x Z
vy H((z,2),¢) = (H(x,¢2),2) = (x,2) = idxz(x, 2) para cada (z,2) € X x Z.

Por lo tanto, g o fo, idxxz-
Por otra parte, como f o g ~, idy, entonces existen un continuo K, puntos ki,ke € K y G:Y X K —Y una

funcién continua tal que G(y,k1) = (fog)(y) v G(y,k2) =y para cada y € Y. Definimos
G: (Y xZ)x K — (Y xZ) dada por G((y,2),k) = (G(z,k), 2).
La continuidad de G implica la continuidad de G. Ademas,
G((y.2), k1) = (H(y. k1), 2) = ((f 2 9)(y),2) = (Fo 8)(y. 2) para cada (y,2) €Y x Z

v G((y,2) ko) = (H(y, k2),2) = (y,2) = idyxz(y,2) paracada (y,2) €Y x Z
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Por lo tanto f o g ~, idyxz. De esta manera X x Z~EY x Z. O

Proposicién 6.21. *Sea X un espacio topologico. Si X es pseudo-contrdactil entonces X xY ~EY para cada espacio

topologico Y .

Demostracién. Como X es pseudo-contrictil, entonces por la Proposicién 6.17, X ~% {p}. De la Proposicién 6.20,

tenemos que X x Y ~E {p} x Y, pero {p} x Y es homeomorfo a Y. Por lo tanto, X x Y ~E Y. O

Proposicién 6.22. *Sean {X,}nen ¥ {Ynlnen familias numerables de espacios topoldgicos. Si X, ~%'Y, para

cada n € N, entonces H Xn mIE) H Y,..
neN neN

Demostracion. Para mayor comodidad definamos X = ]._.[X” yY = HY"
neN neN
Como para cada n € N, X,, ~EY,,, entonces existen continuos C,, y D,, y funciones continuas

ann_>Yn y gnYn_>Xn tales que fnogn ~C, idYn y gnofn =D, Zan

De aqui, para cada n € N existen puntos ay,,b, € C,, a’,b. € D, y funciones continuas G,, y H,, tales que

Gn: Y, xCp =Y, Gu(y,an) = (fnogn)(y) v Gun(y,bsn) =idy, (y) =y paracada y €Y,
y Hy: X, XD,y = Xy, Hy(z,a),) = (gno fu)(x) vy Hy(z,b),) =idx, (x) =x para cada z € X,,.
Sean

f:X =Y yg:Y— X dadas por f((zn)nen) = (fn(Tn))nen vy g((yn)neN) = (gn(yn))n€N> respectivamente.

Se sigue del Teorema 1.26 que las funciones f y g son continuas.
Afirmamos que fog~, idy.
En efecto, sean C = HC”’ 4= (an)nen ¥ b= (bn)nen- Definimos la funcién

neN

G:Y xC =Y dada por G((Yn)nen, (cn)nen) = (Gn(Yn, ) )nen-

G es continua, pues G, lo es para cada n € N. Mas aun,
é((yn)neNa a) = é((yn)neNa (an)nen) = (Gn(Yn, @n))nen = ((fn © gn)(Un))nen = (fu(gn(Yn)))nen =
= f(9n(Yn)nen) = f(9((Yn)nen)) = (f © 9)(Yn)nen-

Lo anterior implica que

PN

G((yn)neNa&) = (f Og)(yn)nEN para toda (yn)nEN €Y y

é((yn)nENa B) = é((yn)nENv (bn)nEN) = (Gn(yn7 bn))nEN = (yn)neN = idY((yn)nEN) para toda (yn)neN €Y.

Asi, fog~cidy.
De igual forma afirmamos que go f ~, idx.
Sean D = HD"’ a = (@ )nen ¥ b= (b )nen- Definimos la funcién

neN

H:X xD— X dada por H((zp)nen, (dn)nen) = (Hn(Zn, dn))nen-
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es continua, pues H, lo es para cada n € N. Mas atn
((mn)neNy d/) = ﬁ((iUn)neN, (a;)nEN) = (Hn(xn7a{n))n€N = ((gn © fn)(xn»neN = (gn(fn(xn)))nEN =
= g(fa(zn)nen) = g(f((Zn)nen)) = (g0 f)(Tn)nen.

Lo anterior implica que

o
a

A

H((wn)nen, d/) = (g0 f)(®n)nen para toda (r,)neny € X y

H(<xn)n€Na bl) = H((xn)nENa (b{n)nEN> = (Hn(xnz b%))nEN = (xn)nEN = ZdX((mn)nEN) para toda (l‘n)neN € X.
Asi, go f ~pidx.
Por lo tanto X ~E Y, es decir, H X, ~5 H Y,. O
neN neN
Se sabe por el Teorema 4.22 que todo retracto de un espacio pseudo-contrictil resulta ser pseudo-contractil.
i Podemos pedirle mas a un retracto, para que siendo este pseudo-contractil el espacio total lo sea? Para responder
esto recordemos que un retracto de un espacio X es un subespacio cerrado propio A para el cual existe una funcién

continua r: X — A llamada retraccién tal que r|s4 = ida.

Definicién 6.23. Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto no vacio cerrado de X. Decimos que A es un

retracto de (pseudo-)deformacién de X si, existe una retracciéon r: X — A tal que (r ~, idx) r ~idx.

Intuitivamente, un subespacio A de X es un retracto por deformaciéon de X si a cada punto de X se le puede
llevar continuamente hasta su imagen en A por una retracciéon. Se sigue del Teorma 4.22 que todo retracto de pseudo-

deformacion de un espacio pseudo-contréctil resulta ser pseudo-contractil simplemente por ser un retracto.

Teorema 6.24. *Sean X un espacio topoldgico y A C X. Si A es un retracto de pseudo-deformacion de X, entonces

A y X tienen el mismo tipo de pseudo-homotopia, es decir, A ~E X.

Demostracion. Como A es un retracto de pseudo-deformacion de X, existe una retraccion r : X — A tal que

r~,idx.Sea i: A — X la funcién inclusion, la cual es continua. Por un lado se tiene que
(roi)(z) =r(i(x)) =r(z) =z para toda x € A. Lo anterior implica que roi =idy; es decir, roi ~, ida.
Por otra parte, como r =, idyx, se tiene que ior =, i oidx, es decir, i o r ~, idy. Por lo tanto, A ~% X. O
Podemos ahora si contestar la pregunta planteada anteriormente.

Corolario 6.25. *Sea X espacio topologico. Si X tiene un retracto de pseudo-deformacion pseudo-contrdctil, entonces

X es pseudo-contractil.

Demostracion. Si A es un retracto de pseudo-deformacién de X, entonces A ~& X . Dado que A es pseudo-contractil,

entonces por el Corolario 6.12 se tiene que X es pseudo-contractil. O

Con el Teorema 6.24 y la Definicién 6.23 podemos dar una prueba mas de la Proposicién 6.21, para esto primero

veamos los siguientes resultados.
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Proposicién 6.26. Sean X un espacio topoldgico y p € X. Entonces el conjunto {p} x Y es un retracto de X xY

para todo espacio topologico Y .

Demostracion. Sea Y un espacio topologico. Claramente {p} X Y es un cerradoen X xY. Sea r: X xY — {p} xY
la funcién dada por 7(x,y) = (p,y). Por el Teorema 1.26, r es continua. Ademds, se tiene que 7|rp}xy = id{p)xy-

Asi, r es una retraccién de X x Y en {p} x Y. Por lo tanto {p} X Y es un retracto de X x Y. O
Antes de continuar, veamos la siguiente observacion.

Obsevacién 6.27. Sea X un espacio topolégico. Si X es pseudo-contrictil, entonces la funcién identidad idx es
pseudo-homotdpica a una funcién constante. Sea a(x) = ag para cada x € X tal funcién constante. Con esto
podriamos decir que “X se pseudo-contrae al punto ag”. La pregunta seria: ;Es ag el iinico punto a donde se pseudo-
contrae el espacio X? La respuesta inmediata es No. Por la Proposicio6n 4.16, tenemos que el espacio C'(X, X) consta
de una sola clase pseudo-homotépica. Por lo tanto, toda funcién constante es pseudo-homotépica a la funcién a. Esto

implica que el espacio X se puede pseudo-contraer a cualquier punto p en X.

Proposiciéon 6.28. Sea X un espacio topolégico. Si X es pseudo-contractil y p € X es el punto donde se pseudo-

contrae X, entonces {p} X Y es un retracto por pseudo-deformacion de X XY para cada espacio topoldgico Y .

Demostracion. Sea Y un espacio topoldgico. Como X es pseudo-contrictil, entonces existen un continuo C, puntos
¢1,¢2 € C y una funcién continua H : X x C' — X tal que H(xz,c1) =z y H(xz,c2) =p para cada z € X. Por la
Proposicién 6.26, se tiene que la funcién r: X x Y — {p} x Y la funcién dada por r(z,y) = (p,y) es una retraccién
de X x Y en {p} x Y. Ahora definamos la funciéon R: (X xY) x C — X xY dada por R((z,y),c) = (H(z,¢),y).
Por el Teorema 1.26, R es continua. Ademas, R((z,y),c1) = (H(z,c1),y) = (x,y) =idxxy(z,y) ¥

R((x,y),c2) = (H(x,c2),y) = (p,y) = r(z,y) para cada (z,y) € X x Y. De aqui, se tiene que r ~¢ idxxy. Por lo

tanto {p} X Y es un retracto por pseudo-deformacién de X x Y. O

Ahora si podemos dar otra demostracion de la Proposicién 6.21.

Sean Y un espacio topoldgico y p € X el punto donde se pseudo-contrae X. Entonces por la Proposiciéon 6.28, se
tiene que {p} x Y es un retracto por pseudo-deformacién de X x Y. Asi, del Teorema 6.24 se tiene {p} x Y ~5 X x Y.
Se sabe que {z} x Y es homeomorfo a ¥ para cada x € X. entonces por la transitividad de la realcién ~ se sigue
que X xY =~EY.

Analicemos ahora el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.29. Sea X = R""! < {0}. Entonces la esfera S™ es un retracto de deformacién de X. La funcién

r: X — 8" dada por r(z) = HTlH“T es una retraccién. Ademads, se tiene que

(roi)(z) =r(i(z)) =r(z) =2 paratoda x € S™. Asi, roi=1idgn. Luego 7014 >~ idgn.
Por otro lado, (ior)(z) = i(r(z)) = Z(HTle) = HTIHI para cada x € X. Ahora definamos H : X x I — X dada por
H(z,t)=(1—-t)x+ ﬁm Se tiene que H es continua y

H(z,0) =z =1idx(z) y H(x,l):H—lnx:(ior)(x) para cada x € X. De aqui que ior ~idx.

x
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Luego se tiene que S™ es un retracto de deformacién de X.
Notemos ademds que si a € S™, entonces H(a,t) = (1 —t)a + ﬁa = (1 —t)a+ta =a paratoda t € I. De aqui

que H(a,t) =a para cada (a,t) € S™ x I. Asi, S™ queda fijo bajo la homotopia.

Este retracto de deformacion tiene la cualidad de dejar fijo al retracto bajo la homotopia. Esto motiva a las

siguientes definiciones.

Definicién 6.30. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un retracto de deformacion fuerte de X,
si A es retracto de deformacién de X y si existe una homotopia H : X x I — X entre la retraccién r y la identidad

idx tal que H(a,t) =a para todo (a,t) € A x I.

Definicién 6.31. Sean X un espacio topologico y A C X. Decimos que A es un retracto de pseudo-deformacion
fuerte de X, si A es retracto de pseudo-deformacién de X y si existe una pseudo-homotopia H : X x C — X entre

la retraccién r y la identidad idx tal que H(a,c) = a para todo (a,c) € A x C.
Con respecto a la pseudo-contractibilidad y a los espacios cociente de la forma X/A tenemos lo siguiente.

Teorema 6.32. *Sean X un espacio topoldgico y A C X cerrado. Si A es un retracto de pseudo-deformacion fuerte

de X, entonces el espacio cociente X/A es pseudo-contrdctil.

Demostracion. Por hipétesis, existen un continuo C, puntos ¢, ca € C' y una funcién continua H : X xC' — X tal que
H(z,c1) =x y H(x,co) =r(z) para alguna retraccién r:Y — X. Ademds, H(a,c) = a para cada (a,c) € Ax C.
Tenemos que demostrar que la funcién identidad en X/A es pseudo-homotépica a una funcién constante. Para esto,

sea q: X — X/A la funcién identificacién dada por

A si z€A
q(r) =
{z} si z¢A
Definimos F : X/A x C — X/A dada por
A si x=A4
F(x,c) =

q(H(q7'(x),c)) si x#A
Se tiene que F es continua en X/A x C. Ademas, se tiene que
F(x,c1) =x si x=Ay F(x,c1) = q(H(qg ' (x),¢)) = q(H(y, 1)) = qy) =x six# A, donde y=q~'(x).
Ast, F(x,c1) = idx/a(x) para cada x € X/A. Por otra parte
F(x,c0) =A six=Ay F(x,c2) = q(H(q " (x),0)) = q(H(y,c2)) = q(r(y)) = A si x# A4,

ya que r(y) € A para todo y € X. Luego, F(x,c2) = A para cada x € X/A.
Tenemos asi que la funcién identidad idx,4 es pseudo-homotdpica a la funcién constante k(x) = A. Por lo tanto
X/A es pseudo-contractil. O
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Capitulo 7

Forma Trivial y pseudo-contractibilidad

Para comenzar este capitulo, daremos la definicién concreta de la forma de un espacio topologico. Para ello se sabe
de [4, p. 79] que para cada espacio métrico compacto Z existe un espacio AR M tal que Z C M. Ahora bien si X,Y
son espacios métricos compactos y M, N son espacios AR tales que X C M y Y C N, por una sucesion fundamental f
de X en Y se entiende una sucesién de funciones continuas {fx : M — M }en tal que para cada vecindad V de Y en
M existe una vecindad U de X en M tal que filu ~ fr+1|lu en V para casi toda k (i.e. para toda k salvo un nimero
finito de indices).

Denotemos esta sucesiéon fundamental f por {fi; X,Y}an. En particular, si X = Y y M = N y haciendo
fr = idy para cada k € N, obtenemos la sucesiéon fundamental idx a = {idy; X, X}mm llamada sucesidn
fundamental identidad para X en M.

Si f={fe; X, Y}un v 8={9x;Y,Z}n r son dos sucesiones fundamentales definimos la sucesion composicion
fundamental de ellas por gof= {gro fi; X, Z}m R

Decimos que dos sucesiones fundamentales £ = {fi; X,Y}un v £ = {fi;X,Y}un son homotdpicas (lo cual
denotamos por f ~ ), si para cada vecindad V de Y en N existe una vecindad U de X en M tal que fx|y ~ f}|v en
V para casi toda k

Por otra parte, si X,Y son espacios métricos compactos y M, N son espacios AR tales que X C M y Y C N.
Decimos que X domina fundamentalmente a Y, si existen dos sucesiones fundamentales f = {fi; X, Y}y n ¥
g ={gr;Y,X}nm tales que fog ~idyn y lo denotamos por Y <g X. Si ademéds se cumple que gof~idy s ,
entonces se dice que X y Y son fundamentalmente equivalentes lo cual se denota por X ~g Y.

Se sabe que la relacién ~p es una relacion de equivalencia sobre la familia de todos los espacios métricos compactos.

Definicién 7.1. Sea X espacio métrico compacto y sea ~p la relacién de equivalencia en la familia de todos los
espacios métricos compactos. A la clase de equivalencia que contiene a X se le llama forma de X y se denota por
Sh(X), es decir, Sh(X) = {Y métricos compacto | X ~p Y}. Decimos que X tiene forma trivial, si la clase Sh(X)

consta de un sélo elemento, es decir, Sh(X) = {X}.

Para nuestro trabajo sélo tomaremos en cuenta a los espacios con forma trivial, concepto que relacionaremos con

la nocién de pseudo-contractibilidad.
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Usaremos la siguiente caracterizacién dada por J. Krasinkiewicz en [16, Teorema 2.1, p. 237] sin dar la demostracién,

pues se escapa de los objetivos de este trabajo. Especialmente usaremos la caracterizacion 5.
Teorema 7.2. Sea X un espacio métrico compacto, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X tiene forma trivial.

2. 8i X =1lim{X,, f*} donde X, es ANR para toda n € N, entonces para todo entero positivo n existe m € N
—

con m=n tal que f} es homotopica a una funcion constante.

3. X es homeomorfo a lim{X,, f**'}, donde X, es ANR para toda n € N.
—

4. X = an, donde X, es ANR y X,4+1 C X,, para toda n € N.

n=1

5. X es contrdactil con respecto a cada espacio ANR.

6. Si X = 1lim{X,, f"™'} donde X, es ANR para toda n € N, entonces cada proyeccion m, : X — X, es
—

homotdpica a una funcion constante.
Veamos primero el comportamiento de funciones pseudo-homotépicas en los espacios ANR.

Proposicién 7.3. Sean X un espacio métrico compacto y'Y un espacio ANR. Si f,g € C(X,Y) son pseudo-

homotdpicas, entonces son homotdpicas.

Demostracién. Primero, por Teorema 2.13 el espacio C'(X,Y) es ANR. Luego por la Proposicién 1.67, C'(X,Y) es
localmente arco-conexo. Por el Teorema 1.51, cada componente de C'(X,Y) es arco-conexa.

De esta manera si f,g € C(X,Y) son tales que f ~, g, entonces por el Teorema 3.21 existe un continuo C' en
C(X,Y) tal que f,g € C. Sea K¢ la componente en C(X,Y) que contiene a C. Luego f,g € K¢. Dado que K¢
es arco-conexo, existe un arco A C Ko C C(X,Y) tal que f,g € A. Se sigue del Teorema 3.29 que f ~ g. O

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 7.4. Sean X un espacio métrico compacto y'Y un espacio ANR. El espacio X es pseudo-contrdctil con

respecto a 'Y si y solo si X es contrdctil con respecto a 'Y .

Demostracion. Supongamos que X es pseudo-contractil con respecto a Y, entonces por definicion para toda f €
C(X,Y) setiene que f ~, a paraalguna a € C(X,Y) constante. Luego por la Proposicién 7.3 se tiene que f ~ a,
por lo tanto X es contréctil con respecto a Y.

La suficiencia es inmediata. O
Corolario 7.5. Sea X un espacio ANR. Entonces, X es pseudo-contrdactil si y sélo si X es contrdactil.

Este tltimo corolario nos dice que en los espacios ANR la pseudo-contractibilidad y la contractibilidad son equi-

valentes. De aqui, como S' es ANR y S! no es contractil, entonces este no es pseudo-contractil.
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Corolario 7.6. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, X tiene forma trivial si y sélo si X es pseudo-contrdctil

con respecto a cada espacio ANR.

Proposiciéon 7.7. Sean Y un espacio ANR y X un espacio métrico compacto pseudo-contrdactil con respecto a Y .

Entonces, Y es arco-conezo si y sélo si C(X,Y) es arco-conexo.

Demostracion. Por hipotesis y de la Proposiciéon 7.4 | se tiene que X es contréactil con respecto Y, es decir, toda
funcién en C(X,Y) es homotépica a una funcién constante.

Supongamos que Y es arco-conexo. Sean f,g € C(X,Y). Como X es contrictil con respecto Y, se tiene que f ~ a
y g=~b con a,be C(X,Y) funciones constantes. Como Y es arco-conexo, entonces por el Teorema 3.31, a ~ b.
Asi, f ~ g. Por el Corolario 3.30, el espacio C(X,Y) es arco-conexo.

Reciprocamente, si C' (X,Y) es arco-conexo, entonces por el Corolario 3.30 se tiene que f ~ g para todas
f,g € C(X,Y). En particular a ~ b para todas las funciones constantes. El Teorema 3.31 implica que Y es

arco-conexo. 0

Uno de los objetivos de este capitulo es de determinar cuando un espacio es o no pseudo-contractil. Para el resto de
éste trabajo a menos que se especifique otra cosa los espacios con los que trabajaremos seran continuos. Para nuestro

objetivo damos la siguiente definicion.

Definicién 7.8. Sean X,Y espacios métricos,e >0 y f € C(X,Y). Diremos que f es una e-funcidn si es suprayectiva

y diam(f~1(y)) <e paracaday €Y.
Se sabe lo siguiente para continuos.
Teorema 7.9. [9, Teorema 1, p. 1308] Sea X un continuo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X tiene forma trivial.

o0
2. X = an, donde X,, es un continuo contrdictil y X,+1 C X,, para cada n € N.

n=1

3. X puede ser escrito como limite inverso de continuos contrdctiles.
4. Para toda € > 0, existe un continuo contrdctil Y. y una e-funcion f. de X sobre Yz.
De los Teoremas 7.2 y 7.9 se tiene lo siguiente con respecto a pseudo-contractibilidad.
Teorema 7.10. *Si X es un continuo pseudo-contrdactil, entonces los siguientes enunciados son ciertos:
1. X tiene forma trivial.

2. X puede escribirse como X =) X, donde X,, es un continuo contrictil y X,4+1 C X,, para cada n € N.

neN

3. X puede ser escrito como limite inverso de continuos contrdctiles.

4. Para toda € > 0, existe un continuo contrdctil Y. y una e-funcion f. de X sobre Y.
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5.8 X =1lim{X,, f""'Y donde X, es ANR para toda n € N, entonces para todo entero positivo n existe m € N
—

con m=n tal que f; es homotopica a una funcion constante.

6. X es homeomorfo a lim{X,, f"™'}, donde X, es ANR para toda n € N,
«—

7. X = ﬂXn, donde X, es ANR y X,11 C X,, para toda n € N

n=1

8. X es contrdctil con respecto a cada espacio ANR.

9. 8i X = 1lim{X,, "} donde X, es ANR para toda n € N, entonces cada proyeccion m, : X — X, es
—

homotdpica a una funcion constante.

Demostracion. Por el teorema anterior es suficiente demostrar que X tiene forma trivial.

Como X es pseudo-contréctil, entonces por el Teorema 5.5 (2), X es pseudo-contractil con respecto a cualquier
espacio, en particular con respecto a cada espacio ANR. Se sigue entonces del Corolario 7.6 que X tiene forma
trivial. O

Notemos que el reciproco no es cierto.

Ejemplo 7.11. Se sabe que el continuo sen(1/x) es el limite inverso de arcos, que como se sabe son contractiles. Sin
embargo no es pseudo-contractil. Por otra parte observemos que si Y %IED sen(1/x), entonces Y no es pseudo-contractil,

por el Corolario 6.12.

Como vimos la no pseudo-contractibilidad del continuo S! se determiné usando el hecho de que este es un espacio
ANR. Notemos que si X ~% S, entonces X no es pseudo-contractil. Los siguientes continuos son algunos ejemplos de
continuos no pseudo-contractiles porque todos ellos tienen el mismo tipo de homotopia que S'. Es importante notar

aqui que S! es un espacio ANR.
Ejemplo 7.12. Sea A = {(z,9) | 1 < 22 +y? < 2}. Entonces A ~F L.

Demostracion. En efecto, sean

g:S8' — A dadapor g(s)=s y f:A— S dada por f(a)= . Notemos que f y g son continuas.

e
lall

Por un lado, tenemos que

= S. ASi7 ng = idsl >~ idsl,

sl

Y por otro lado,

(QOf)(a):g(f(a))=g( “ ):HZH.

Definimos

H:AxI— A dada por H(a,t) =ta+ (1—1) <m> Tenemos que H es continua, ademés
a
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e
el

Asi, A=F S'. Luego A %f S1. De donde A no es pseudo-contractil. O

H(a,0) = =(go f)(a) y H(x,1) =a=1ida(a). Por lo tanto, go f ~ida4.

Ejemplo 7.13. Sea T = S! x D?. Entonces T ~¥ S!.
Demostracién. Sean y € D? fijo. Definamos las siguientes funciones continuas.
f:8t = St x D% dada por f(s) = (s,y), g:S!x D?— S! dada por g(s,d) = s,
y H:(S' x D?) x I — (S' x D?) dada por H((s,d),t) = (s,ty + (1 —t)d).
Noétese que (f o g)(s,d) = f(g(s,d)) = f(s) = (s,y). Ademads
H((s,d),0) = (s,d) = idsixp2(s,d) y H((s,d),1) = (s,y) = (fog)(s,d) paratodo (s,d) € S x D?.
Por lo tanto f o g ~ idg1y p2. Por otra parte se tiene que
(g0 1)() = 9(£(5)) = g(s, ) = 5 = idss (5), es decir, go f = idg: ~ idg:.
Teniendo asf, que T ~¥ S1. Luego T ~% S'. Por lo tanto, T’ no es pseudo-contractil. O

En los dos ejemplos anteriores mostramos la existencia de las funciones f y g para poder aplicar la definiciéon del
mismo tipo de homotopia, lo cual resulté agradable en el sentido de que pudimos mostrar las homotopias correspon-
dientes, obteniendo asi el mismo tipo de homotopia, luego el mismo tipo de pseudo-homotopia.

Notemos que el Corolario 6.12 y el Teorema 7.10 garantizan que si X es un continuo que no tiene forma trivial y

si Y es cualquier continuo tal que X ~& Y, entonces Y no es pseudo-contractil.
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Capitulo 8

Propiedad b) y pseudo-contractibilidad.

Consideremos al continuo S* determinado de la siguiente forma en el plano complejo.
St={zeCl|z=¢" teR}, donde e = (cos(t),sen(t)).

Primero observemos lo siguiente. Si f € C(X, S!), entonces f(z) € C para toda z € X. De esta manera podemos

usar la multiplicacién en los complejos C para definir una operacién binaria * en C'(X, S') de la siguiente forma
x: C(X, S x C(X,8Y) - C(X,S!) dada por *(f,g9) = f.g
donde f.g: X — St es tal que (f.g)(z) = f(x)g(z) para cada x € X.
Con esta operacién, (C(X,S?), ) forma un grupo multiplicativo abeliano, denotamos por 1 al elemento neutro en
C(X,Sh).

Definicién 8.1. Sea X un espacio topolégico y f € C(X,S'). Decimos que f es equivalente a 1 en un conjunto
A C X si existe una funcién continua ¢ : A — R, tal que f(z) = e'*®) para cada x € A. En tal caso lo denotamos
por f~1 en A.

Veamos como est4 representado 1 en C'(X,S!). Se sabe de la teorfa de grupos que C es un grupo multiplicativo,
cuyo elemento neutro es (1,0) y como S! es un subgrupo de C, entonces (1,0) € S*. Por lo tanto tenemos que la
funcién 1: X — S! estd dada por 1(z) = (1,0) para toda z € X.

Se sabe de [18, Teorema 3, p. 426] el siguiente resultado.

Teorema 8.2. (Teorema de Eilenberg.) Sea X un espacio topolégico y f € C(X,S'). Entonces f ~ 1 siy sélo si f

es homotopica a 1.

Proposicién 8.3. Sea X espacio métrico compacto y f € C(X,S'). Si f es una funcién constante en X, entonces

f~1

Demostracion. Por la Proposicién 2.2, se tiene que S! es homeomorfo a W = { f € C(X,S') | f es constante }. Sea
U : St — W el homeomorfismo entre S* y W, tal que ¥(s) = f, para cada s € S*, donde f,:S! — S estd dada
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por fs(z) = s para todo z € St. Sea fo € W dada por fo(z) = e'®® para toda x € X y algin to € R fijo. Como
S1 es arco-conexo, entonces existe un arco A C S' tal que (1,0),ei € A. Sea ¢ :[0,1] — A el homomorfismo
entre [0,1] y A tal que ¢(0) = e’ y ¢(1) = (1,0). Definimos ¢ : [0,1] = W como (k) = (¥ o ¢)(k) para toda

k € [0,1]. Claramente ¢ es un homeomorfismo entre [0,1] y su imagen ([0, 1]). Ademés

$(0) = (0 )(0) = T(4(0)) = T(e™) = fo y ¥(1) = (Yo )(1) =¥(H(1)) = ¥((1,0)) = 1.

Por lo anterior, existe un arco B C W tal que fo,1 € B. Por tanto B es un arco en C'(X,S!) tal que fo,1 € B. Se
sigue del Teorema 3.29 que fo ~ 1. O

De lo anterior W C [1], donde [1] = {f € C(X,S1)| f ~ 1}. Una pregunta obvia serfa. ;Si f ~ 1, entonces f es
constante? Se sabe que el continuo I = [0, 1] es contractil, entonces I es contractil con respecto a cualquier espacio en
particular con respecto a S'. Asi, se tiene que para toda f € C(I,S!), f~a para alguna a € C(I,S!) constante.
De la Proposicién 8.3, se tiene que a ~ 1. Por lo tanto, f ~ 1 para toda f € C(I,S'). Sea h: I — S' dada
por h(t) = e*/2 para toda t € I, se tiene que h es continua y no es constante, sin embargo h ~ 1. Por lo tanto la
respuesta a la pregunta anterior es no.

Definamos lo siguiente que sera de gran utilidad para seguir con nuestro estudio en relacién a la pseudo-contractibildad

de un espacio topolégico.

Definicién 8.4. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X tiene la propiedad b), si para cada f € C(X,S%)

existe una funcién ¢g: X — R continua, tal que f = e¥. A la funcién g se le llama, levantamiento de f.
Tenemos asi el siguiente resultado.

Teorema 8.5. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, X es contrdctil con respecto a S* siy sélo si X

tiene la propiedad b).

Demostracién. Supongamos que X es contrictil con respecto a S* y sea f € C(X,S'). Entonces f ~ a donde
a € C(X,S!) es constante. Por la Proposicon 8.3, se tiene que a ~ 1, luego por la transitividad de la relacion ~ se
sigue que f ~ 1. Por el Teorema 8.2, se tiene que f ~ 1, es decir, existe ¢ : X — R continua tal que f(z) = i)
para toda x € X. En resumen, se tiene que para toda f € C(X,S') existe ¢y : X — R continua tal que f = eer .
Por lo tanto X tiene la propiedad b).

Reciprocamente, supongamos que X tiene la propiedad b) y sea f € C(X,S!), entonces existe 3 : X — R

continua tal que f = e'¥. Definimos
H:X xI— 8" dada por H(z,t) = e*¥®) paratoda (z,t) € X x I
H es continua por ser composicién de funciones continuas, y ademés
H(z,0) =e% = (1,0) =1(z) y H(z,1)=e"® = f(z) paratoda z € X
Por lo tanto f ~ 1. O

Del hecho de que S' es un ANR y de la pseudo-contractibilidad con respecto a, podemos enunciar el siguiente

resultado.
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Corolario 8.6. Sea X un espacio métrico compacto. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. X es pseudo-contrdctil con respecto a S*.
2. X es contrdctil con respecto a S*.
3. X tiene la propiedad b).
4. C(X,SY) es arco-conexo.

Demostracién. Dado que S* es ANR, la equivalencia 1)<2) se sigue de la Proposicién 7.4.

2)<3) se sigue del Teorema 8.5.

4)=2). Sea f € C(X,S'). Como C(X,S') es arco-conexo, entonces por el Corolario 3.30, f ~ g para toda
g € C(X,S1), en particular, para g constante. Por lo tanto X es contractil con respecto a S?.

2)=4). Se sigue de la Proposicién 7.7, ya que S* es arco-conexo. O

Veamos ahora las relaciones que se dan con respecto a la pseudo-contractibilidad y la propiedad b) cuando el

espacio es un continuo.
Teorema 8.7. *Sea X un continuo. Si X es pseudo-contrdctil, entonces X tiene la propiedad b).

Demostracion. Como X es pseudo-contractil, se sigue del Teorema 5.5 que es pseudo-contractil con respecto a cualquier

espacio, en particular, con respecto a S*. Asf, del Corolario 8.6 se tiene que X tiene la propiedad b). O

Notemos que si X no tiene la propiedad b), entonces todo espacio Y tal que Y ~% X no es pseudo-contrictil.

Para nuestro siguiente resultado respecto a la pseudo-contractibilidad (Corolario 8.11), primero veamos la siguiente

definicién.

Definicién 8.8. Sea X un continuo. Decimos que X es unicoherente, si para cualesquiera A, B subcontinuos de X,
tales que X = AUB, se tiene que ANDB es conexo. Diremos que X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo

de X es unicoherente.

Lema 8.9. Sea D espacio topoldgico. Si D es conexo y ¢1,d2 : D — R son funciones continuas tales que e'®(*) =

e2(*) para cada = € D, entonces existe un entero k € 7 tal que ¢1(x) — ¢p2(z) = 2km para cada x € D.

Demostracion. Sea x € D. Entonces e*(®1(®)=¢2(2)) = 1 luego cos(¢py(x) — ¢o(x)) =1 v sen(¢1(z) — da(z)) = 0. Por
lo tanto existe un entero k € Z tal que ¢1(z) — ¢o2(z) = 2km. O

Teorema 8.10. Todo continuo X con la propiedad b) es unicoherente.

Demostracion. Sea X un espacio conexo que tiene la propiedad b). Supongamos que X no es unicoherente. Entonces
existen A,B C X cerrados conexos tales que X = AUB con AN B disconexo. Entonces existen Fy,Fy C X
cerrados ajenos no vacios tales que AN B = I} U Fy. Definimos ¢ : X — R como sigue:

d(x, Fy)
d(z, ) + d(z, Fy)

olx)=m y f:X — S' dada por



70 CAPITULO 8. PROPIEDAD B) Y PSEUDO-CONTRACTIBILIDAD.

@) i ze A
f(x) =

e @ g zeB

Notemos que si x € ANB = Fy UFy, entonces « € F; obien x € Fy. Si x € Fy, entonces ¢(x) =0 ysi © € Fy,
entonces @(x) = w. Asi, e#(®) = ¢~ %) para toda = € AN B. Por el Lema del Pegado f es continua en X. Como
X tiene la propiedad b), entonces existe una funcién continua ¢ : X — R tal que f(x) = e'?(®) para cada x € X
esto implica que f(z) = e'?(*) = ¢¥(®) paracada 2 € A y f(x) = e?@ = e7%®) para cada z € B. Como Ay B

son conexos, entonces por el Lema 8.9 se tiene que existen ki, ks € Z tales que
p(x) = p(x) +2kim en A y —p(x) = ¢(x) + 2kem en B

Por lo tanto, ¢(x) =7(k1 —k2) en AN B lo cual es una contradiccién. Luego AN B es conexo. Por lo tanto X es

unicoherente. O

Corolario 8.11. *Sea X un continuo. Si X es pseudo-contrictil, entonces es unicoherente.

Demostracion. Del Teorema 8.7 se tiene que X tiene la propiedad b) y del Teorema 8.10 que X es unicoherente. [J

Ejemplo 8.12. Esto da otra forma de ver que el espacio S' no es pseudo-contrictil diferente a la descrita en el

comentario posterior al Corolario 7.5. El espacio S! no es pseudo-contractil, ya que no es unicoherente (ver la Figura
8.1).

Figura 8.1: Espacio S! no unicoherente

Notemos que si X no es unicoherente, entonces todo espacio Y tal que Y zg X no es pseudo-contractil.

Definicién 8.13. Un continuo X es aciclico si fl(X, Z) = 0; es decir, el primer grupo de cohomologia de Cech con

coeficientes enteros es trivial.

Por [11, Teorema 8.1 p. 226], un continuo con la propiedad b) es aciclico. Como consecuencia se tiene el siguiente

resultado.
Corolario 8.14. *Sea X un continuo. Si X es pseudo-contrdctil, entonces X es aciclico.

Asi, si X es un continuo no aciclico, entonces cada espacio Y tal que Y ~£ X no es pseudo-contrictil.



Capitulo 9

Propiedades que se implican bajo la

pseudo-contractibilidad en continuos.

Como se vio al final de los preliminares la forma de como se clasificaron los continuos en funcién de limites inversos o
por medio de cadenas, teniendo asi los conceptos de continuos tipo arco, tipo circulo o bién encadenables, circularmente
encadenables respectivamente. Damos a continuacién definiciones de otra clasificacion de los continuos. Aclaramos que

para nuestros fines solo haremos uso de las siguientes definiciones.

Definicién 9.1. Una grdfica es un continuo el cual puede ser escrito como uniéon de un niimero finito de arcos donde

cualesquiera dos son ajenos o se intersectan solamente en sus puntos finales.
Definicién 9.2. Un drbol o una grdfica aciclica es una gréfica la cual no contiene curvas cerradas simples.
Definicién 9.3. Sea X un continuo.
1. X es como un arco si para toda ¢ > 0 existe una e-funcién de X sobre el intervalo unitario 1.
2. X es como un circulo si para toda € > 0 existe una e-funcién de X sobre S'.
3. Un continuo como un circulo que no es como un arco, es llamado como un circulo propio.
4. X es como un drbol si para toda ¢ > 0 existe una e-funcién de X sobre un arbol T.
Los siguientes teoremas sélo se citaran.
Teorema 9.4. [21, Teorema 2.4.22, p. 114] Sea X un continuo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X es encadenable.
2. X es tipo arco.
3. X es como un arco.
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Teorema 9.5. [21, Teorema 2.5.8, p. 120] Sea X un continuo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X es circularmente encadenable.
2. X es tipo circulo.
3. X es como un circulo.
Tenemos asi el siguiente resultado con respecto a la pseudo-contractibilidad de un continuo, el cual sélo citaremos.

Proposicién 9.6. [24, Corolario 3, p. 2986] El inico continuo encadenable salvo homeomorfismos pseudo-contrdctil

es el arco.

Es de notar hasta el momento que la pseudo-contractibilidad de un espacio implica ciertas propiedades topologicas
como por ejemplo, ser conexo por continuos o tener forma trivial o simplemente si el espacio no es pseudo-contréctil,
entonces los espacios homotdpicamente equivalentes no lo son también. Para seguir obteniendo resultados acerca de

la pseudo-contractibilidad nos apoyamos en la siguiente definicién.

Definicién 9.7. Sean X,Y espacios topologicos y f € C(X,Y). Diremos que f es (pseudo)-esencial, siempre que f
no sea (pseudo)-homotdpica a cada funcién constante de X en Y. Diremos que f € C(X,Y) es (pseudo)-inesencial

si f no es (pseudo)-esencial.
Tenemos asi, la siguiente observacion.

Obsevacién 9.8. Sean X,Y espacios topoldgicos.
1. Sea f e C(X,Y).La funcién f es pseudo-esencial (esencial) siy sélosi [f]. ([f]) no contiene funciones constantes.
2. X es (pseudo)-contractil con respecto a Y si y sélo si toda funcién f: X — Y es (pseudo)-inesencial.

3. Si X es métrico compacto y Y es ANR, entonces las definiciones de funciéon pseudo-esencial y esencial coinciden,

por la Proposicién 7.3.

Los siguientes dos resultados nos seran de gran ayuda para después obtener un resultado relacionado con la pseudo-

contractibilidad.

Teorema 9.9. [17, Teorema 3.1, p. 158] Si X es un continuo como un circulo y para todo € > 0 existe una e-funcion

de X en S' la cual es inesencial, entonces X es como un arco.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Sea f: X — S una e-funcién inessencial. De [18, Teorema 3, p. 426] existe una funcién
continua g: X — R tal que f(z) = €*9*) para cada z € X. Notemos que g(X) es un intervalo cerrado en R debido
a que X es compacto y conexo. Ademds se tiene que g: X — g(X) es una e-funcién. Si h es un homeomorfismo de
g(X) sobre I, entonces hog esla e-funcién buscada. Es decir, para toda & > 0 existe una e-funcién hog de X

sobre I. Por lo tanto, X es como un arco. O

La demostraciéon del siguiente corolario se sigue por la contra reciproca del Teorema 9.9.
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Corolario 9.10. [17, Corolario 3.2, p.158] Si X es un continuo como un circulo propio, entonces existe un nimero

e >0 tal que cada e-funcion de X en S* es esencial.
Tenemos asi, el siguiente teorema que permite construir mas continuos no pseudo-contractiles.
Teorema 9.11. Si X es un continuo como un circulo propio, entonces X no es pseudo-contrdctil.

Demostracién. Por el Corolario 9.10, se tiene que existe una e-funcién f : X — S' esencial. Dado que S' es un
espacio ANR se sigue de la Observacion 9.8 (3) que f es pseudo-esencial. Asi, f no es pseudo-homotdpica a ninguna
funcién constante de X en S*. De donde X no es pseudo-contractil con respecto a S'. Luego del Teorema 7.10 (8) se

tiene que X no es pseudo-contractil. O

Como nos hemos dado cuenta el estudio de la pseudo-contractibilidad de un espacio topoldgico se ha desarrollado
en espacios en general, en espacios de Hausdorff, en métricos compactos, en métricos separables, en ANR'’s y asi hasta
llegar a continuos. Pasamos ahora a una clase especial de continuos llamados curvas, para esto se daran las definiciones
pertinentes para dar seguimiento al trabajo. Se citardn algunos resultados sobre la teorfa de continuos los cuales no

se demostraran, para no desviar la atencién al tema.

Definicién 9.12. Sea X un espacio métrico separable y n € Z, n > 0. Denotamos la dimensién de X por dim(X)
y si p € X, denotamos la dimensién de p en X como dim,(X). Se define la dimensién del espacio X de manera
inductiva de la siguiente forma:

Se define dim(X) = —1 siysélosi X =0.

Asumiremos inductivamente que hemos definido dim,(X) < n—1 y dim(X) < n—1 para algin n > 0.
Entonces definimos dim,(X) < n si p tiene un sistema local de vecindades abiertas pequeflas cuyas fronteras tienen
dim <n—1 y definimos dim(X) <n si dim,(X) <n paracada p € X.

Ahora definimos  dim,(X) = n siy sélo si dim,(X) < n y dimy(X) £ n—1.Y dim(X) =n siy solo si
dim(X)<n y dim(X)£n—1.

A los continuos de dimensién uno los llamaremos unidimensionales o curvas.

De [16, Teorema 2.1, p. 237] se tiene el siguiente resultado.
Teorema 9.13. Sea X una curva. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X tiene forma trivial.

2. 51 X =lim{X,, fﬁ“} donde X, es ANR para toda n € N, entonces para todo entero positivo n existe m € N
—

con m=n tal que f). es homotdpica a una funcion constante.

3. X es homeomorfo a 1(131{)(”, oY donde X, es ANR para toda n € N.

4. X = ﬂXn, donde X, es ANR y X,41 C X,, para toda n €N

n=1

5. X es contrdctil con respecto a cada espacio ANR.
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6. $i X =1lim{X,, f*"} donde X, es ANR para toda n € N, entonces cada proyeccién m, : X — X, es
—

homotdpica a una funcion constante.
7. X es contrdctil con respecto G para cada grifica G.
8. X es como un drbol.
9. X = li;n{Tm Y donde para cada n € N, Ty, es un drbol y fi1 es suprayectiva.
Para la prueba del Teorema 9.15 consideremos el siguiente resultado.

Teorema 9.14. [21, Corolario 2.1.26, p. 81] Sea {X,, f**1} una sucesion inversa de continuos hereditariamente

unicoherentes. Si X es el limite inverso de {X,,, f21}, entonces Xoo €s un continuo hereditariamente unicoherente.
Teorema 9.15. Si X es una curva pseudo-contrdactil, entonces es hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Por el Teorema 7.10, X tiene forma trivial. Del Teorema 9.13 (9), X = lim{T,, f**'} donde para
—
cada n € N, T,, es un drbol y f7*! es suprayectiva. Como cada &rbol es hereditariamente unicoherente, se tiene del

Teorema 9.14 que X es hereditariamente unicoherente. O

De acuerdo al Teorema 9.15 los continuos en las Figuras 9.1, 9.2 y 9.3 son curvas que no pseudo-contractiles, debido

a que todos ellos no son hereditariamente unicoherentes.

Figura 9.1: Esponja de Menger

En general, si X es una curva que no es hereditariamente unicoherente, entonces todo espacio Y tal que Y ~& X

no es pseudo-contractil.
Definicién 9.16. Sea X un continuo.
1. X es un dendroide si es arco-conexo y hereditariamente unicoherente.

2. X es una dendrita si X es un dendroide localmente conexo.



B

Figura 9.2: Carpeta de Sierpinski

Figura 9.3: Espiral con residuo una circunferencia
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3. X es descomponible si se puede escribir como la unién de dos subcontinuos propios.

4. X es indescomponible si X no es descomponible.

5. X es hereditariamente descomponible si cada subcontinuo no degenerado de X es descomponible.
6. X es un A-dendroide si es hereditariamente unicoherente y hereditariamente descomponible.

Uno de los ejemplos més importantes en la teoria de los continuos es el continuo conocido como pseudo-arco,
este espacio fue construido por primera vez por Knaster en 1922, como ejemplo de un continuo en el plano que es
hereditariamente indescomponible. En 1948, Moise construy6 un continuo del plano tal que todos sus subcontinuos no
degenerados son homeomorfos a él. En 1951, Bing demostr6 que los ejemplos de Knaster y Moise eran homeomorfos,
demostrando una caracterizacion del pseudo-arco: él es el unico continuo encadenable y hereditariamente indescompo-
nible. Por lo tanto, de la Proposicién 9.5 se tiene que en particular el pseudo-arco no es pseudo-contractil.

Es siguiente resultado se puede consultar en [21, Corolario 2.6.34, p. 137]
Teorema 9.17. Todo continuo X hereditariamente descomponible es una curva.

Corolario 9.18. Sea X un continuo hereditariamente descomponible. Si X es pseudo-contrdctil, entonces X es un
A-dendroide.

Demostracion. Del Teorema 9.17, tenemos que X es una curva. Ahora bien, como X es pseudo-contractil, entonces por

el Teorema 9.15, X es hereditariamente unicoherente. Se sigue de la Definicién 9.16 6) que X es un A-dendroide. [

El reciproco no es cierto, para esto basta tomar el continuo sen(1/z) el cual es un A-dendroide. Sin embargo, se

sabe por [10, Teorema 1, p. 365] o [24, Corolario 5 p. 2987] que no es pseudo-contractil.

Obsevacion 9.19. De la Observaciéon 9.8 inciso 2) se sabe que, si una funcién f : X — Y es esencial y Y es un espacio
ANR, entonces el espacio X no es pseudo-contréctil. Como S! es ANR, para demostrar la no pseudo-contractibilidad

de algtin espacio X, bastaria con mostrar la existencia de una funcién f : X — S! esencial.

Para nuestro siguiente resultado sobre la pseudo-contractibilidad daremos la definicién de espacio homogéneo, y

citaremos unos resultados necesarios para este fin.

Definicién 9.20. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es homogéneo si para cada par de puntos z,y € X

existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(x) = y.

Teorema 9.21. [14, Teorema 1, p. 856] Sea X un continuo. Si X es homogéneo y hereditariamente unicoherente,

entonces X es indescomponible

Teorema 9.22. [7, Teorema 1, p. 74] Sea X una curva. Entonces, X es como un drbol si y sélo si cada funcion

continua f : X — S' es inesencial.

Lema 9.23. Si X es una curva descomponible homogénea, entonces X no es pseudo-contrdctil.
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Demostracion. Notemos primero que X no es como un arbol. Si lo fuera, de la definicién de como un &rbol y del
Teorema 9.14, seria hereditariamente unicoherente, y como por hipétesis X es homogéneo, entonces por el Teorema
9.21, tendriamos que X es indescomponible, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X no es como un arbol. Asi del

Teorema 9.22, existe f : X — S' funcién esencial. Por lo tanto, de la Observacién 9.19 X no es pseudo-contractil. [

Otra forma de parafrasear el resultado anterior es como sigue.
Obsevacién 9.24. Si X es una curva homogénea pseudo-contrdactil, entonces X es indescomponible.

Se sabe de [3, Teorema 10, p. 181] que cada circulo de pseudo-arcos es homogéneo y que cualesquiera dos de ellos
son homeomorfos. Como, el circulo de pseudo-arcos es una curva homogénea descomponible, entonces por el

Teorema 9.23 no es pseudo-contractil.
Teorema 9.25. Si X es un continuo homogéneo hereditariamente descomponible, entonces X no es pseudo-contrdctil.

Demostracion. Del Teorema 9.17, tenemos que X es una curva. Como por hipétesis X es hereditariamente descom-

ponible, entonces es descomponible. Se sigue del Lema 9.23 que X no es pseudo-contractil. O

Como consecuencia del Teorema 9.25, tenemos lo siguiente.
Obsevacién 9.26. Sea X un continuo.
1. Si X es hereditariamente descomponible pseudo-contrdctil, entonces X no es homogéneo.

2. Si X es homogéneo pseudo-contrdctil, entonces X no es hereditariamente descomponible; es decir, existe un

subcontinuo K en X que es indescomponible.

Definicién 9.27. Sea X un continuo. Decimos que X es hereditariamente equivalente si todo subcontinuo no dege-

nerado de X es homeomorfo a X.

Proposiciéon 9.28. Sea X un continuo. Si X es homogéneo, hereditariamente equivalente y pseudo-contrdctil, entonces

X es indescomponible.

Demostracion. Como X es hereditariamente equivalente, se sabe de [21, Corolario 2.6.39 p. 138] que cada continuo
hereditariamente equivalente es una curva. Por lo tanto, se tiene que X es una curva homogénea pseudo-contractil.

Luego de la Observacién 9.24, se tiene que X es indescomponible. O

Definicién 9.29. Sea X un espacio métrico. X es uniformemente arco-conezo, si es arco-conexo y para toda & > 0,
k—1

existe k € N tal que cada arco A en X contiene k puntos ag,as,...,ar con la propiedad de que A = Uaiai+1 y
i=0
didm(a;a;11) < e paracada i =0,1,....k — 1.

La notacién a;a;4+1 representa el arco que contiene como puntos finales a a; y a;41.

Teorema 9.30. Todo dendroide contrdctil es uniformemente arco-conexo.
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Demostracion. Como X un dendroide contractil, existen un punto ¢ € X y una funcién continua H : X x [ — X
que cumple H(z,0) =z y H(z,1) =c paracada z € X.

Seanx € X y D, = {H(x,t) € X |0<t <1} paracada = € X. Notemos que = € D, y ¢ € D, para cada
x € X. Ademés se tiene que como D, es la imagen continua de [0,1] es un subcontinuo localmente conexo. Como
cada subcontinuo de un dendroide es un dendroide, entonces D, es un dendroide localmente conexo; esto es, D, es
una dendrita. Como todo continuo localmente conexo es arco-conexo (ver [22, Teorema 8.23 p. 130]), entonces D, es

arco-conexo. Asi, existe un arco cx en D,. Nétese que X = U D,. Ahora, paracada n € N ycada i =0,1,...,n—1
reX
: ) 1+ 1 .
definimos D}, = {H(m,t) eX|-<t< + } De igual forma D! es una dendrita para cada i =0,1,..,n—1 ¥y
n n

n—1
D, = U D! paracada z € X.
i=0
Para probar que X es uniformemente arco-conexo, sea € > 0. Como H es uniformemente continua, entonces existe

k € N tal que para cada z € X y paratoda n >k y paracada i=0,1,...,n—1 se tiene que didm(D%) < ¢.

Sea A =ab un arco en X. Como X es un dendroide, se tiene que A estd contenido en la unién de los arcos ac y

k—1
be, es decir, A C (ac) U (be). Dado que ac C D, y be C Dy, tomemos n = k. De aqui, A C U (Di U D}). Por lo que
i=0
podemos escribir
k—1
A=J ((AnD},)u(AnDy).
i=0

Dado que X es hereditariamente unicoherente, tenemos que AN D% y AN D} son arcos (un punto 6 vacio). Asi
tenemos que A es la unién de a lo mas 2k subarcos de la forma AN D! obién AN D} tales que didm(AND) <e

o bién didm(ANDj) < e paracada i=0,1,...,k — 1. Por lo tanto, X es uniformemente arco-conexo. O
Corolario 9.31. Sea X una curva. Los siguientes enunciados se cumplen.

1. 87 X es pseudo-contrdactil con espacio factor arco-conexo, entonces X es un dendroide uniformemente arco-

conexo. Mds aun, el dendroide X es contractil.
2. 81 X es pseudo-contrictil y arco-conexo, entonces X es un dendroide.

Demostracion. 1. Veamos por un lado que como X es pseudo-contréctil con espacio factor K arco-conexo, entonces
por el Teorema 4.6, X es contractil. Por lo tanto X es arco-conexo. Por otra parte, del Teorema 9.15, se tiene que
X es hereditariamente unicoherente. Asi, de ambas partes se tiene que X es un dendroide. Ademés, contréctil.

Luego del Teorema 9.30, se sigue que X es uniformemente arco-conexo.

2. Como X es pseudo-contractil, entonces por el Teorema 9.15, X es hereditariamente unicoherente y que junto

con la hipotesis de ser arco-conexo, se sigue que X es un dendroide.
O

Los reciprocos del Corolario 9.31 inciso 1) e inciso 2) no son ciertos. Sobolewski mostré en [24, Corolario 5, p. 2987]
que el continuo X dado no es pseudo-contractil. Sin embargo, X es un dendroide uniformemente arco-conexo (vease
la Figura 9.4).
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Figura 9.4: Dendroide no pseudo-contréctil

Por otra parte, existe un continuo X localmente conexo que no es unidimensional, pero siguiendo la misma idea

del continuo de Kupenberg (ver Ejemplo 4.14) se tiene que es pseudo-contractil pero no es contractil (ver Figura 9.5).

Figura 9.5: Continuo localmente conexo pseudo-contréictil de dimension dos

A lo largo de este trabajo hemos visto que para decidir si un espacio topoldgico es o no pseudo-contractil algunas
veces bastaba con que el espacio tuviera ciertas caracteristicas o propiedades, tal como se menciono en el comentario
antes de la Definicién 9.7, lo cual acabamos de ver algunas en continuos. Sin embargo, hasta el momento no hemos
mencionado que si un espacio topoldgico X tiene algin tipo de subconjunto, entonces X resulte ser o no pseudo-
contrictil. Terminaremos este trabajo con un resultado relacionado a esto, en un continuo X (Teorema 9.37). Para

este fin primero damos las siguientes definiciones y sélo citaremos unos resultados a estas.
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Definicién 9.32. Sea {C,, },en una sucesién de subconjuntos de un espacio topoldgico X. Definimos el limite superior

(limsup) de la sucesién {C), }en como el conjunto
lim sup(C,,) = {z € X | para cada U abierto que contiene a x, U N C,, # 0, para una infinidad de indices n.}
y definimos el limite inferior (1iminf) como el conjunto

lim inf(C,) = {z € X | para cada U abierto que contiene a x, U N C,, # 0, para toda n € N, excepto para un

conjunto finito de indices.}
Si lim inf(C,,) = lim sup(C,, ), diremos que la sucesién converge a C'y escribiremos lim C,, = C.
Definicién 9.33. Sean X un continuo y K C X cerrado no vacio. Decimos que

1. K es un R!'-conjunto si existe un conjunto abierto U que contiene a K y dos sucesiones {C!}, cy para i = 1,2,

de componentes de U tales que K = lim sup(C}) N 1lim sup(C?).

2. K es un R?-conjunto si existe un conjunto abierto U que contiene a K y dos sucesiones {C!}, ey para i = 1,2,

de componentes de U tales que K = lim C} N 1lim C2.

3. K es un R3-conjunto si existe un conjunto abierto U que contiene a K y una sucesion {C,, },en de componentes
de U tales que K = liminf(C),).

Teorema 9.34. [1, Teorema 2.3, p. 310] Todo R?-conjunto es un R'-conjunto y un R®-conjunto.
Teorema 9.35. [1, Teorema 2.4, p. 810] Todo R'-conjunto contiene un R?-conjunto.
Corolario 9.36. [1, Corolario 2.5, p. 310] Todo R'-conjunto contiene un R>-conjunto.

Se sabe que si un continuo tiene un R3-conjunto, entonces no es contractil ([1, Corolario 3.3, p. 317]). El siguiente

resultado generaliza este resultado.
Teorema 9.37. Sea X un continuo. Si X contiene un R'-conjunto parai = 1,2,3, entonces X no es pseudo-contrdctil.

Demostracién. Primero tenemos que si A C X es un R2-conjunto, entonces es un R>-conjunto. Asi como todo
R'-conjunto contiene un R3-conjunto. Por lo tanto es suficiente demostrar que si el espacio X contiene un R3-conjunto,
entonces X no es pseudo-contractil.

Sea A un R3-conjunto en X. Entonces existen un conjunto abierto U que contiene a A y una sucesiéon {C), },en de
componentes de U tales que A = liminf(C),).

Dado que A C U, tenemos de [12, Teorema 4.4, p. 234] que existe ¢ > 0 tal que d(A, X \U) > ¢ (pues ANX\U =0
y X \ U es compacto).

Supongamos que X es pseudo-contractil. Entonces existen un continuo Y, puntos a,b € Y, g € X y pseudo-
homotopia H : X XY — X tal que H(z,a)=x y H(z,b) = z( para cada x € X.

Como H es continua. De [12, Teorema 4.6, p. 234], se sigue que H es uniformemente continua. Asi, tenemos que
para € > 0, existe § > 0 tal que si diagm(K) < ¢, entonces didm(H (K x {t})) < e para cadat €Y. (%)

Consideremos al conjunto P = {¢,¢1,c¢a,...,¢pn,...} C U, donde ¢ € A, ¢; € C; para cada i > 0y lim¢; = ¢. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que didm(P) <. Sea V ={te€Y | H(P x {t}) Cc U}.

Afirmamos que
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1. V#£0.

2. V#£Y.

3. V es abiertoen Y.

Prueba de la afirmacién

1. Dado que H(P x {a}) = P C U. Entonces a € V. Por lo tanto, V' # 0.

2. SiV =Y, entonces b € V. Por lo tanto, H(P x {b}) = {zo} C U por definicién de V. Sea C' la componente
de U que contiene a xy. Consideremos una componente C; de U tal que C; # C. Como ¢; € Cj, {¢;} XY es
conexo y H continua, entonces H({c;} X Y') es conexo. Ademds c¢; € P, esto implica que H({¢;} xY) C U. Asi,

zo,¢; € H({cj} x Y) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, V # Y.

3. Sea tg € Y. Entonces H(P x {to}) C U, esto es, para cada p € P H(p,tg) € U. Como H es continua, H es
continua en P x Y. Asi, existe un subconjunto W), abierto en P x Y tal que H(WW,) C U. Por lo tanto, existe
un abierto béasico @, X R, en P x Y tal que @), y R, son abiertos en P y Y, respectivamente, de tal forma
que p € Qp v to € R, con Q, x R, C W,,. Asi tenemos que {Q,},cp es una cubierta abierta de P. Como P es

n
compacto, entonces existen py, pa,...,p, € P tales que P = UQPi'
i=1
n
Sea R = ﬂRpi. Asi, R es un subconjunto abierto en Y tal que tg € R. Sea s € R, entonces
i=1

n

H(P x{s}) = H(UQIM, x{s}) = [ JH(Qp x {s}) CU.

=1

Por lo tanto, R C V. Es decir, existe un subconjunto abierto R en Y tal que to € R C V. Asi, V es abierto en Y.

Ahora, sea Vj la componente de V tal que a € V5. Como {¢;} x V) es conexo para toda i € Ny H es continua, se
sigue que H({c;} x Vi) es conexo y ¢; € H({c;} x Vi) para toda i € N pues a € Vp. Por lo tanto, H({¢;} x Vp) C C;
para toda i € N; esto implica que H(c¢;,t) € C; para toda i € N y para toda t € Vj.

Como lime¢; = ¢y H es continua, se tiene que lim H(¢;,t) = H(e,t). Luego, H(c,t) € liminf(C;) = A para toda
te V.

Denotemos por bd(B) como la frontera de un subconjunto B de X.

Por otro lado, como Bd(V}) es un conjunto cerrado en Y y Y es primero numerable. Tenemos que si tg € Bd(Vy) C
cl(Vh), entonces existe una sucesion {t, }nen C Vo tal que limt, = t.

Como H(c,t,) € A para toda n € Ny A es cerrado por definicién de Ri-conjunto. Por lo tanto, lim H(c,t,) =
H(c,ty) € A. (xx)

Finalmente, como V{; es una componente del conjunto abierto V en Y.

Por el Teorema de Golpes en la Frontera [22, Teorema III, p. 75], se tiene que cl(Vo) NY \ V # 0. Sea t’' €
c(Vo) NY \ V. Entonces t' € Bd(Vy) \ 'V, es decir, H(P x {t'}) ¢ U por definicién de V. Asi, existe d € P tal que
H(d,t') ¢ U y como H(c,t') € A por (xx), tenemos que d(H (d,t'), H(c,t')) > ¢, esto es una contradiccién a (x) pues
c,d € P. Por lo tanto, X no es pseudo-contractil. O]
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Figura 9.6: Continuo X no pseudo-contractil con un R3-conjunto

Finalizamos este trabajo mencionando algunas preguntas relacionadas a la pseudo-contractibilidad.

Pregunta 1. ;Qué tipo de espacio topologico X satisface que si es pseudo-contractil, entonces es contractil?
Pregunta 2.[8, Pregunta 4.10] jEs cada dendroide pseudo-contractil, contréctil?
Pregunta 3.[19, Problema 118] ;Existird una curva la cual sea pseudo-contréctil, pero no contractil?

M. Soboleswski in [24] prueba que el dnico continuo no degenerado encadenable pseudo-contréictil es el arco.
En particular, el pseudo-arco y el continuo tipo Knaster indescomponible no son pseudo-contractiles. Debido a las
propiedades que tienen estos continuos se tiene la siguiente pregunta.

Pregunta 4.[23, Pregunta 19] ;Existe un continuo no degenerado (hereditariamente) indescomponible el cual es
pseudo-contractil?

Finalmente en relacién a la Observacién 5.8, tenemos la siguiente pregunta.

Pregunta 5. ;jExiste un continuo X para el cual el espacio C'(X, X) es conexo, pero X no es pseudo-contractil?
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