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Introduccion

Los problemas del mundo real son, en general, no lineales, mixtos y multi-
variables. Poder resolver esa clase de problemas es importante en muchos de
los casos encontrar la soluciéon 6ptima, esto suele ser el principal objetivo,
entenderemos por valor 6ptimo al valor “ideal” dependiendo de la naturaleza
del problema, aunque muchas veces es suficiente con encontrar soluciones con
ciertas caracteristicas, aunque se trate de un resultado sub-6ptimo pero que
determina cierta “calidad” de esta solucion respecto del valor ideal.

Las técnicas de optimizacion se enfocan en determinar el conjunto de res-
tricciones a seguir para maximizar o minimizar algunos tipos de funciones.
Dicha respuesta, en general, es un indicador del tipo “Costo”, “Produccion”,
“Ganancia’”, etc., la cual es una funcién de las restricciones seleccionadas. Di-
cha respuesta se denomina objetivo, y la funcién asociada se llama funcion
objetivo. Un conjunto de restricciones es un determinado conjunto de valo-
res que toman los factores que intervienen en el problema y que podemos
controlar a fin de regular el rendimiento de la funcion objetivo, es decir, en
lenguaje matematico son las variables independientes de la funcion.

En general, la dificultad en los problemas de optimizaciéon radica en que
estamos limitados en nuestro poder de decision. Por ejemplo, podemos tener
un tope maximo a la cantidad de horas trabajadas si el problema es de tipo
econ6tmico, al igual que un rango de cantidad de operarios entre los que
podemos manejar. Estas limitaciones, llamadas “restricciones”, reducen la
cantidad de alternativas posibles, definiendo un espacio acotado de soluciones
factibles (y complicando, de paso, la resolucion del problema). El término
“soluciones factibles” hace referencia a las posibles soluciones del problema,
dentro de las que dan resultados reales al problema estudiado. Pueden existir
una o maés soluciones 6ptimas, es decir, aquellas que, ademés de cumplir con
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todas las restricciones, maximizan (o minimizan, segiin sea el problema a
resolver) el valor de la funcion objetivo.

Resumiendo, un problema de optimizacion estd compuesto de los siguientes
elementos:

1. Un conjunto de restricciones.

2. Un conjunto de soluciones factibles, el cual contiene todas las posibles
combinaciones de valores de variables independientes que satisfacen las
restricciones anteriores.

3. Una funcién objetivo, que vincula las soluciones factibles con la estruc-
tura del problema.

Dentro de la practica de la optimizacion, existen dos ramas relacionadas pero
diferenciadas entre si.

Por un lado, nos encontramos con el problema de como modelar adecuada-
mente el sistema de estudio, y por otro como resolver el modelo. En general,
la matematica se ocupa de buscar mejores métodos de soluciéon, mientras que
la ingenieria analizaformas de modelar sistemas reales.

En base a su naturaleza, hay varias formas de clasificar un problema de
optimizacién. Analizar en qué categoria entra es importante para definir el
método de soluciéon a utilizar, ya que no hay un método tnico.

Para comenzar, una primera distincion la podemos realizar en base a la con-
tinuidad o no de las variables de decision. Se dice que estamos frente a un
problema de “Optimizaciéon Continua” cuando todas las variables de deci-
sion pueden tomar cualquier valor perteneciente al conjunto de los niimeros
reales, dentro de este tipo de problemas, son de particular importancia los
problemas de “Optimizacion Convexa", en los cuales se debe minimizar una
funciéon convexa sujeta a un conjunto solucién convexo.

Cuando tanto la funcién objetivo como las restricciones son lineales, habla-
mos de un problema de “Optimizacién Convexa Lineal” o "Programacion
Lineal". En el caso de trabajar con variables discretas (es decir, que solo
puedan tomar valores enteros) nos enfrentamos a un problema de “Optimi-
zacion Combinatoria”. Por raro que pueda parecer, en general un problema
de optimizaciéon combinatoria es mas complicado de resolver que uno de op-
timizaciéon continua. En el medio tenemos los problemas de “Optimizacién
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Mixta” en los cuales algunas variables son continuas y otras son discretas.

Los métodos de resoluciéon de problemas de optimizaciéon se pueden clasificar
en tres tipos diferentes:

1. Resolucién mediante calculo.
2. Resolucion mediante técnicas de biisquedas.
3. Resolucion mediante técnicas de convergencia de soluciones.

Los métodos de resolucion por célculo emplean derivadas para determinar
para qué valores del dominio la funciéon presenta un méximo o un minimo,
dentro de estos métodos tenemos té cnicas para abarcar una gran variedad
de problemas.

Dedicaremos este trabajo a mostrar algunos métodos de soluciéon a problemas
de optimizaciéon, haremos el anélisis en términos de problemas matematicos
y mostraremos algunos métodos de solucion. En el Capitulo 1 daremos con-
ceptos preliminares y una serie de resultados que serdn empleados en los
capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 analizaremos el Teorema de Lagrange, una herramienta del
calculo de varias variables para encontrar extremos condicionados del tipo
g (z) = 0, donde g (z) representa el conjunto de restricciones, definimos la
funcion de Lagrange, el vector de multiplicadores de Lagrange, daremos una
demostracion del Teorema de Lagrange, y mostraremos con algunos ejemplos
la aplicacién de tal teorema, a este proceso se le suele llamar método de los
multiplicadores de Lagrange.

En el Capitulo 3 enunciamos el Teorema de Kuhn y Tucker, el cual proporcio-
na una elegante caracterizacion del comportamiento de la funcion objetivo f
y las funciones de restriccion h; en el 6ptimo local de problemas de optimiza-
cion restringidos por la desigualdad h; (x) > 0. Las condiciones que describe
se pueden ver como las condiciones necesarias de primer orden para obtener
el 6ptimo local en este tipo de problemas.

Al igual que la condicién andloga del teorema de Lagrange la condicion del
Teorema de Kuhn y Tucker de que el rango de la matriz de derivada de las
restricciones debe ser méaximo, se denomina cualificacién de restriccion. Esta
condiciéon juega un papel central en la prueba del teorema. Ademas si falla la
cualificacion de la restriccion, el teorema mismo podria fallar y lo ilustramos
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en este punto mediante un ejemplo.

El vector A en el Teorema de Kuhn y Tucker se llama vector multiplicador
de Kuhn y Tucker correspondiente al maximo local z*. Al igual que con los
multiplicadores de Lagrange, también se puede pensar que los multiplicadores
de Kuhn y Tucker miden la sensibilidad de la funcién objetivo en x para
las relajaciones de las diversas limitaciones. De la misma manera que en el
capitulo anterior daremos una demostraciéon del teorema y mostraremos el
procedimiento para aplicarlo en problemas de 6éptimos locales.

Finalmente presentamos dos ejemplos extraidos de economia, que ilustran el
uso del procedimiento para encontrar soluciones a problemas de optimizacion
restringidos por desigualdad. El primer ejemplo, considera un problema de
maximizaciéon de la utilidad. El segundo ejemplo describe un problema de
minimizacion de costos.

Finalmente en el Capitulo 4 desarrollamos algunos aspectos de la Optimi-
zacion Convexa, la cual es una rama de las técnicas de optimizacién que
trata sobre técnicas de minimizacion de funciones convexas sobre un domi-
nio también convexo, a esta técnica se le llama Programacion Convexa (PC).
El conjunto convexo a menudo se define en términos de desigualdades que
involucran otras funciones convexas. Comenzaremos describiendo los proble-
mas basicos. Luego discutimos las caracterizaciones de las soluciones dadas
por el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), mostraremos dos versiones
del Teorema.
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Capitulo 1

Preliminares.

Consideramos D un subconjunto de R™. Una funcién escalar de n variables
reales es una regla de correspondencia que a cada punto = € D, le asigna un
tinico ntmero real f(7). La funcion f se representa

f:DCR" —R,

El conjunto D sobre el que esté definida la funcion f se llama dominio de f
y, dado T € D, el nimero f(Z) se llama imagen de T por f.

Consideremos un subconjunto D de R™. Una funcion vectorial de n variables
y m coordenadas es una regla de correspondencia que a cada elemento del
dominio D le asigna un tinico vector de m ntimeros reales.

Para indicar lo anterior se suele escribir
f:DCR"— R™.

La norma de un vector T € R" se define como el escalar

HfH:\/f-f:\/m%+x§+--~+x%,

este valor geométricamente se trata de la longitud del vector 7.

La distancia entre dos puntos de R" se define como

dT,7) =7 =7 = V(21 = y1)? + (22 = y2)> + - + (20 — ya)

3
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Dado € > 0y p € R", se define la bola abierta de centro p y radio € como el
conjunto
B:(p) ={T e R":| T — P [|< e}.

Un subconjunto A de R™ es abierto si para todo punto p € A existe un € > 0
tal que B.(p) C A, en otras palabras, A es abierto si cuando estamos en un
punto p de A podemos movernos en cualquier direccion sin salirnos de A.

Un subconjunto C' de R™ es cerrado si su complemento R™ \ C' es abierto.

Un punto p € R™ es un punto de acumulacion de un subconjunto A de R™ si
para todo € > 0 existe un punto T € A, T # p, tal que || T—P ||< €. En otros
términos, p es un punto de acumulacion de A si hay puntos de A distintos
del propio p tan cercanos a p como se desee.

Sip ¢ A no es un punto de acumulacion de A, se dice que T € A es un punto
aislado de A, es decir, un punto de A es aislado si no tiene a su alrededor
ningin otro punto de A.

Sea f: D C R" — R una funcién escalar y sea p € R” un punto de acumu-

lacion de D. Se dice que un punto [ € R es el limite de f(7) cuando T tiende

a D (v se representa por lim f(Z) = [) si para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que
T—p

site D, T#py || T—Dp| <9, entonces | f(ZT) —1|<e.

Observaciones:

1. Si una funcién tiene limite en un punto, el limite es tinico, es decir, una
funciéon no puede tender a dos limites distintos en el mismo punto.

2. Una funcion vectorial f(Z) = (f1(Z), ..., fm(T)) tiene limite en un pun-
to p si y s6lo si lo tienen todas las funciones coordenadas f;, y entonces

T—D

lim f(Z) = (h’m [(@), ... ,lfmfm(f)) :
T—p T—p
Definicion 1.1. Diremos que una funcion f : D C R" — R es continua

en un punto p € D si el limite de f(T) cuando T tiende a P es igual a f(p) .

Una funcion vectorial f(Z) = (f1(Z),..., fm(T)) es continua en un punto p si
y s0lo si lo son todas sus funciones coordenadas f;.



Si f: D CR"— R es una funciéon escalar definida en un abierto D y
T € D, llamaremos funcién de incrementos parciales de f respecto de la
variable z; a la funcién

Ng, (@)= flay, ..,z + Dy oo oyxy) — flag, ooy oo ).

La funcién de incrementos parciales de una funcion f respecto a x; es otra
funciéon cuyas variables son las de f mas la nueva variable A z;, y nos permite
calcular el incremento que experimenta f cuando la variable x; se incrementa
en la cantidad A z;. Si fijamos al punto Z, obtenemos una funcién cuya tinica
variable es Aux;.

Definicion 1.2. Sea f : D C R* — R wuna funcion escalar definida en
un abierto D. Para cada punto p € D, definimos la derivada parcial de f
respecto de la variable x; en el punto p como:

o[ B S
— Ui f(plaapz+AxZ7apn)_f(pl7apn)
- ZmA$i—>0 9
Al’i

donde A, es el incremento.

Observemos que una derivada parcial es un limite y por lo tanto no tiene por
que existir. En caso de que este exista, si Ax; es suficientemente pequeno,

entonces _
A, f(P) o OF
AIZ' 8x, ﬁ.

un abierto D. Dadop € D, decimos que f es derivable en D si existen las de-
rivadas parciales respecto de todas las variables de sus funciones coordenadas,
es decir, existen

of;
8xi
y podemos denotar

(P), para i=1,....,n j=1,...,m,

L= (Lo L),
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Si f: D CR" — R es una funcién derivable respecto de z; en todos los
puntos del abierto D, entonces indicamos la funcion derivada parcial respecto
de x; como

of

:D CR" — R
a.fl)'i

Una funcién f: D C R" — R definida en un abierto D es de clase C" en
D, donde n > 1 es un niimero natural, si existen las derivadas parciales de f
hasta orden n y todas ellas son continuas en D. Si f tiene derivadas parciales
de todos los 6rdenes posibles y todas ellas son continuas, entonces se dice
que f es de clase C*™ en D.

Definicion 1.4. Si f : D C R* — R es una funcion escalar derivable
en el abierto D, definimos y denotamos su vector gradiente como el vector
formado por sus derivadas parciales:

V(@) = (S—i(f),...,gi(@).

Definicion 1.5. Si f: D C R" — R™ es una funcion vectorial derivable
en el abierto D se define la Matriz Jacobiana de f como la matriz forma-
da por todas las derivadas parciales primeras de sus funciones coordenadas
fi,- -y fn del modo siguiente:

ofi  0fi ofi

5@ 55 ® gy

Ofs ) O OF2
Jp(@)=| 0x1  Oxzy = Oz,

ofn  Ofr  Ofn
011 ) 0s ) oz,

@)

Definicion 1.6. Si f : D C R*" — R es una funcion escalar dos veces
derivable respecto de todas las variables en el abierto D, definimos su Matriz
Hessiana como la matriz formada por sus derivadas parciales de orden 2



del modo siguiente:

0*f o0 f 0 f
(92:% (@) RIS (@) m(@
o*f 9 *f
H¢(z 091, @ 03 ) 0ToXy g
orf  Of 0% f
0xnx, @ 00X X @ Oxn @

Ejemplo. Sea f(z,y,2) = 23y + y?z + xyz3, calculando las derivadas par-
ciales que forman el gradiente de f se tiene:

vVf(z,y,2)= (39623/ + 2, 2% + 2y + 22 y? + 3ayz?).

Por la definicion & podemos calcular la matriz Jacobiana con respecto al
gradiente de la funcion,

6ry  3x2+23  3y2?
Je(x,y,z) = | 322+2% 2z 2y+3222 |,
3yz2 2uy+3xz2  6xyz
maientras que la matriz Hessiana de la funcion es:
6xy  3x2423 3yz2
Hf (I, Yy, Z) = 3x242° 2z 2y+3z22 |.
3yz?2  2y+3z22  6ryz

Cada matriz cuadrada A tiene asociado un ntimero real llamado determinan-
te de A, que representaremos por |A| o detA.

Definicion 1.7. Una matriz cuadrada es regular si su determinante es no
nulo y es stngular si su determinante es nulo.

Los menores principales de orden k de una matrizn x n (con k <n) son
los determinantes de las matrices formadas por k filas de A (en orden) y las
mismas k columnas.

El menor principal conducente de orden k es el menor principal formado
con las k primeras filas y las k primeras columnas de la matriz.
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Definicion 1.8. Si A es una matriz simétrica n X n de nimeros reales, se
llama forma cuadrdtica determinada por A a la aplicacion q : R" — R
dada por q(T) = TAT".

Teorema 1.1. (Criterio de Jacobi) Sea q : R" — R una forma cuadrdtica
cuya matriz asociada es A. Entonces
1. En el caso en que A sea reqular:

a Si los menores principales conducentes son todos > 0 entonces q es
definida positiva.

b Si los menores principales conducentes tienen signos alternados, es
decir, si A; es el menor conducente de orden i

A; <0 sii esimpar y A; > 0 si i es par,

entonces q es definida negativa. Ndotese que el primero debe ser
negativo.

¢ En otro caso q es indefinida.
2. En el caso en que A sea singular:

a Si todos los menores principales son: A; > 0 entonces A es semide-
finida positiva.

b Si los menores principales son: A; < 0 si i impar y A; > 0 si i par
entonces A es semidefinida negativa.

c En otro caso q es indefinida.

Para aplicar este criterio, en primer lugar hemos de calcular el determinan-
te de A para saber si es regular o singular. Si es regular solo necesitaremos
calcular los menores principales conducentes, mientras que si es singular ten-
dremos que estudiar el signo de todos los menores principales, conducentes
0 no.

Para su demostracion ver [16].



Sea f: D C R®* — R una funciéon escalar definida en un abierto D y sea
xreD.

= Se dice que ¥ es un maximo global estricto absoluto de f si para todo
T € D, T # T*, se cample f(z*) > f(Z).

= Se dice que Z* es un minimo global estricto absoluto de f si para todo
T € D, T # T* se cample f(z*) < f(Z).

Si S C D es un subconjunto arbitrario entonces:

= Se dice que T* es un maximo global estricto relativo a S de fsi z* € §
y para todo V € DN S, T # &*, se cumple f(Z*) > f(Z).

= Se dice que Z* es un minimo global estricto relativo a S de f si z* € S
y para todo T € DN S, T # &*, se cumple f(z*) < f(Z).

= Se dice que ¥ es un maximo local estricto relativo a S de fsi z* € §
y existe un € > 0 tal que para todoz € DNS, z #z", y ||z —7" ||[<e
se cumple f(z*) > f(z).

= Se dice que z* es un minimo local estricto relativo a S de f si 2" € §
y existe un € > 0 tal que para todoz € DNS, 2 #z* y || z—2"||<e
se cumple f(z*) < f(z).

Ejemplo. Consideremos la funcion dada en la siguiente grifica

|
X, X1 X3

Figura 1.1: Maximos y Minimos

El punto x; es un maximo global absoluto. En este punto la funcién vale
més (por eso es maximo) que en cualquier otro punto del dominio (por eso
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es global). Es estricto porque no hay otro punto en el dominio que tome su
misma imagen.

El punto x5 es un minimo global no estricto relativo. Es un minimo porque
en este punto la funciéon vale menos que en cualquier otro punto del dominio,
no es estricto pues hay otro punto en el dominio que tome su misma imagen.

El punto x3 es un minimo global absoluto. En ¢l la funcion toma un valor mas
bajo (minimo) que en cualquier otro punto del dominio (global). Es estricto
porque no hay otro punto en el dominio que tome su misma imagen.

El punto x4 es un méaximo local estricto relativo. Es un maximo porque
en este punto la funcién vale mas que en cualquier otro punto del dominio
cercano a él y es local porque hay otros puntos donde la funcién es mayor.
Es estricto porque alrededor de él no hay otro punto que tome su misma
imagen. A estos puntos les llamaremos en general extremos.

Las siguientes definiciones y teoremas seran utilizadas en los siguientes capi-

tulos.

Definicion 1.9. Un punto critico de una funcion f : D C R — R de
clase C* es un punto T* de su dominio tal que V f(z*) = 0.

Teorema 1.2. Sea f : D C R® — R una funcién de clase C* en un abierto
D. Si " € D un extremo local de f, entonces V f(z*) = 0.

Para su demostracion ver [16].

Teorema 1.3. Sea f: D C R® — R una funcion de clase C* en el abierto
D y sea x* € D un punto critico.
Entonces:

1. St Hp(Z*) es definida positiva, T* es un minimo local de f.

2. Si He(Z*) es definida negativa, T* es un mdzimo local de f.

3. 8t Hp(Z*) es indefinida, T es un punto de silla de f.

A este teorema se le conoce como la condiciéon suficiente de segundo orden
para extremos condicionados.

Para su demostracion ver [16].
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Definicion 1.10. Sea f : D C R" — R una funcion, f es convexa si
cuandox,y € D y 0 < XA <1, se cumple que

fOZ+ (1 =N7) <A@+ (1 =N f(7)

Definicion 1.11. Se dice que f es estrictamente convexa si se cumple
fOZ+ (1 =Ny) <Af(@) + (1 -A)f(7)

para todoT, g€ D conT#7Jy0 < A<1.

Definicion 1.12. Sea f : D C R" — R una funcion, f es concava si
cuando T,y € D y 0 < X <1, se cumple que

fOZ + (1= Ng) =2 Af(@) + (1 - A f(©)
Definicion 1.13. Se dice que f es estrictamente concava si se cumple
fOZ+ 1 =Ny) > Af(@)+ (1= Nf(Y)
para todoT,y € D conT#y y0 <A< 1.
Definicion 1.14. Un conjunto C' C R™ no wvacio es convexro si, para cual-
quiera dos puntos distintos x e y en C, y para cualquier nidmero real o en el

intervalo (0,1), el punto (1 — a)x + ay también estd en C, es decir, C' estd
cerrado bajo combinaciones convexras de dos miembros cualesquiera de C.

El siguiente resultado relaciona la concavidad y convexidad de la funcién con
sus valores maximos y minimos.
Teorema 1.4. Sean f: D C R" — R una funcion de clase C? definida en

el conjunto convexro y abierto D y sea T* € D un punto critico. Entonces:

1. St f es una funcion convexa en D, T* es un minimo global de f. Ade-
mas, st la funcion es estrictamente convexa el minimo es estricto.

2. Si f es una funcion concava en D, T* es un mdzximo global de f. Ade-
mds, st la funcion es estrictamente concava el mdximo es estricto.

Para su demostracion ver [16].

Los siguientes teoremas seran utilizados dentro en los capitulos 3 y 4.
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Teorema 1.5. (Teorema Weierstrass)

Sea D C R compacto y f : D — R una funcion continua en D. Entonces
f alcanza un mdximo y un minimo en D, es decir, existen z1 y zo puntos en
D tal que

f(z2) < f(z) < f(=), z € D.

Para su demostracion ver [15].

Teorema 1.6. (Teorema de la Funcidén implicita)

Sea ' : S C R™ — R", donde H es una funcion de clase C' y S
abierto , sea (z*,y*) un punto en S tal que D, F(x*,y*) es invertible, y sea
F(z*,y*) = c. Entonces, hay una vecindad N C R™ de x*, y una funcidn
£: N — R" de clase C* que cumplen:

1. ((z,&(x)) € S Vx e N.
2. §(a") =y
3. F(z,&(x)) =c Yz € N.

Para su demostracion ver [15].

Teorema 1.7. Sea f : Rl — R es una funcion continua, si f(x) tiene
derivada en el conjunto convero D C R, entonces

1. La funcion f(x) es convexa si y sdlo si

fx) + v f(x)(y — ) < fy)
para todox € D yy e D.

2. La funcion f(z) es estrictamente convexa en D si y sdlo si

f@) + 71 @)y — =) < f(y)-
para todo x € D yy € D con x # y.

Para su demostracion ver [13].
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Teorema 1.8. Sea g : C C R! — R una funcion convexa, si xo es un punto
interior del conjunto convexo C', entonces hay un vector u distinto de cero,
tal que

g(x) > g(zo) + (u,x — x0).

Para su demostracion ver [5].

En la siguiente imagen podemos observar la representaciéon grafica de la fun-
cion g(x), para xgy x € C.

Figura 1.2: Representacion grafica del Teorema 1.8.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES.



Capitulo 2

Método de los Multiplicadores de
Lagrange.

2.1. Joseph Louis Lagrange.

El interés de Lagrange por las mateméticas comenzo6 cuando ley6é una copia
de la obra de Halley de 1693 sobre el uso del algebra en la 6ptica. También
se sinti6 atraido por la fisica en el Colegio de Turin y decidié hacer una
carrera en matematicas. El 23 de julio de 1754 public6 su primer trabajo
matemaético, el articulo hace una analogia entre el teorema binomial y las
derivadas sucesivas del producto de funciones.

Comenzo6 a trabajar en la tautocrona, la curva en la que una particula pon-
derada siempre llegara a un punto fijo al mismo tiempo, independientemente
de su posicién inicial. A fines de 1754 habia hecho algunos descubrimientos
importantes sobre la tautocrona que contribuirian sustancialmente al nuevo
tema del calculo de variaciones. Lagrange envio a Euler sus resultados sobre
la tautocrona que contiene su método de maximos y minimos.

Los articulos de Lagrange cubren una variedad de temas. Publico sus resul-
tados sobre el calculo de variaciones y un breve trabajo sobre el calculo de
probabilidades. En un trabajo sobre los fundamentos de la dindmica, La-
grange baso su desarrollo en el principio de la accion minima y en la energia
cinética. En Mélanges de Turin, Lagrange también realizé un estudio impor-

15
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tante sobre la propagacion del sonido, e hizo importantes contribuciones a la
teoria de las cuerdas vibrantes.

Figura 2.1: Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813)

2.2. Funcién de Lagrange.

Un problema de optimizacién con restricciones de igualdad es maximizar
una funcion f(Z) sujeto a® € D = U N{z | g(x) =0}, donde f : R* — R
v g : R" — R* son funciones de clase C' con ¢(z) = (g1(%), ..., gx(Z)) v
U C R"™ abierto. A la condicion sobre el dominio D se le llama restriccion de
igualdad restringida debido a que g(x) = 0.

Definamos L : D x R¥ — R, la funcién de Lagrange como:
k
L@, \) = f(2) + ) _ Xigi(®).
i=1

El vector A = (A1, ..., \x) € R* se le conoce como el vector de los multipli-
cadores de Lagrange.

Para mayor informacion ver |2, [14] y [11].

2.3. Demostraciéon del Teorema de Lagrange.

En adelante s6lo denotaremos a x como el vector  en su R" respectivo.
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Teorema de Lagrange. Sean f:R" — R y g; : R® — R, funciones de
clase C para i = 1,..., k. Supongamos que x* es un mdzimo o minimo de
f en el conjunto

D = Uﬂ{x|gi(z):0,i:1,...,k},

donde U C R" abierto y g(x) = (g1(x),..., gr(x)). Supongamos también
p(Dg(x*)) = k. Entonces existe un vector \* = (\j,...,\;) € R* de tal
manera que

k
Df(z*)+ Y A Dgi(z") =0.
=1

El valor p(Dg(x*)) = k denota el rango de la matriz Dg(z*).
Demostracidn.

La siguiente simplificacion de notacion ayudara en gran medida a la prueba
del teorema.

Supongamos sin pérdida de generalidad, que la submatriz k x k de Dg(z*)
de rango completo es la submatriz k£ X k que consiste en las primeras k filas
y k columnas.

Denotaremos las primeras k coordenadas de un vector x € D por w, y las tl-
timas n — k coordenadas por z, es decir, escribimos = (w, z). En particular,
escribiremos x* = (w*, z*) para denotar el 6ptimo local z*.

También denotaremos por D,, f(w, z), a la derivada de f en (w, z) con respec-
to a la variable w tunicamente, y por D, f(w, z), a la derivada de f en (w, 2)
con respecto a la variable z. D,g(w,z) y D,g(w, z) se definen de manera
similar. Tomemos en cuenta que las dimensiones de las matrices D,, f(w, 2),
D.f(w,z), Dyg(w,z) y D,g(w,z) son respectivamente 1 x k, 1 x (n — k),
kExkykx(n—k).

Trataremos al vector A* en R*, como una matriz de 1 x k. Asi, por ejemplo,

k
escribiremos A\*Dg(z*) para representar > A\;Dg;(z*).

i=1
Con esta notacion x = (w*,z*) es un maximo local de f en D = UN
{(w,z) e R" | g(w,z) =0} y p(Dyg(w*,z*)) = k. Ahora debemos demos-
trar que existe A\* tal que:
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Dy f(w*, 2%) + A" Dyg(w*, 2%) = 0,

D, f(w*, z*) + X*D,g(w*, z*) = 0.
Dado que p(D,g(w*,z*)) = k, el teorema de la funciéon implicita muestra
que existe un conjunto abierto V en R"* que contiene a z*, y una funcion
h :V — RF de clase C! tal que h(z*) = w* y g(h(z),2) = 0 para todo

z € V. Diferenciando la identidad g(h(2), z) = 0 con respecto a z utilizando
la regla de la cadena, obtenemos.

Dug(h(z),z)Dh. + D.g(h(2), z) =
Por hipo6tesis sobre el rango tenemos que D, g(w*, z ) es invertible, esto im-
plica que
Dh(z*) = — [Dyg(w*, 2)] " D.g(w*, z*).
Ahora definimos A* por
N = =Dy, f(w*, ) [Dyg(w*, 2*)] "

Mostraremos que A* asi definido cumple las condiciones requeridas. De hecho,
de la misma definicion de A* multiplicaremos ambos lados por D,,g(w*, z*)
y obtenemos,

N Dyg(w*,2%) = =Dy f(w*, 2) [Dug(w®, 2%)] " Dyg(w’, 27)
=—D,f(w",z").
Es decir
Dy f(w*, 2") + A" Dy g(w*, z*) = 0.
Atn queda por demostrar que
D, f(w*,z") + AX*D,g(w*, z*) = 0.

Definamos la funcion F : V. — R por F(z) = f(h(z),z). Como f tiene un
minimo o maximo local en (w*, z*) = (h(z*), z*), es inmediato que F tiene
un maximo local en z*. Dado que V' es abierto, z* es un maximo local sin
restricciones de F', y DF(z*) =0, o bien

Dy f(w*, 2*)Dh(z*) + D, f(w*,z*) = 0.
Sustituyendo a Dh(z*), obtenemos
—Dy f(w", 2*) [Dyg(w*, 2] " Dog(w*, 2%) + D f(w*,2) = 0,
que a partir de la definicion de \*, es igual a
D, f(w*,z") + X' D,g(w*, z*) = 0.
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Figura 2.2: Representacion gréafica del Teorema de Lagrange, con la funcion
objetivo f(x) sujeta a la restriccion g(x).

La Figura 2.2 muestra a la funcion f(z) y g(z), donde P es el méximo de la
funcion f(z) restringido a g(z) = 0.

En la siguiente seccion se mostraran algunos ejemplos que ilustran la aplica-
cion del teorema anterior, también conocido como Método de Lagrange.

2.4. Aplicaciones del Método de Lagrange.

Para ilustrarar el Teorema de Lagrange mostratemos los siguientes ejemplos.

Ejemplo. Sea f : R?> — R dada por, f(z,y) = 2x + 3y, restringida a
22+ 92 = 4.
Para poder encontrar donde se alcanza el maximo y minimo de la funcion

sujeta a la restriccion, recordemos primero que la funcién de Lagrange esté
definida, por:

L(z,y, ) = f(,9) + Y Migi(z,y),

=1
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donde tenemos como tnica restriccion (k = 1) a la funcion g(z,y) = 2 +
2 .
y* — 4, asi,
L(z,y,\) = 2z +3y) + A (2 +¢y° — 4)..

Utilizando el teorema de Lagrange se tiene que existe A > 0 tal que
k
i=1

Los puntos criticos son las soluciones del sistema

2+2\r = 0, (1)
3+2\y = 0, (2)
4yt —4 = 0 (3)

Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos el valor de las variables
y y, donde tenemos el punto critico (z,y) = | +——,+——— |. Evaluando

V13T V13

en nuestra funcién

f(4 6)_8+18_26
VI3'V13) V13 V13 V13

f(—4 _6)__8 826
V13T V13 V13 V13 V13
4
Por lo tanto el valor maximo —— se alcanza en (—, i) mientras que

V13 1371
26 4 6

el valor minimo es ——— y se alcanza en (—— — .

V13 V13T V13

w
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Figura 2.3: Representacion de f(z,y) restringida a g(z,y) =0

En la Figura 2.3 podemos apreciar donde se alcanzan el maximo y minimo
de la funcion f(z,y) restringida a g(x,y).

Ejemplo. Aplicacion a la economia. Ahora consideremos el caso de una
empresa que fabrica dos articulos en cantidades x,y, donde la funcion de
costos estd dada por C(x,y) = 2>+ 2y> + xy + 20 y el presupuesto es $ 8770.

Para saber cual es la produccién méaxima que puede alcanzar dicha empresa,
definamos f(z,y) = x +y y g(z,y) = 8770 — (z* + 2y* + xy + 20). Asi la
funcion de Lagrange es:

L(z,y,A) = (x4y)+ (8770 — (2% + 2y° + zy + 20))
= (z4y)+ A (8750 — 2% — 2y* — ay) .

Utilizando el Teorema de Lagrange
(L,1) + M(—2x —y,—4y —x) = 0.
Los puntos criticos son las soluciones del sistema

1—=2zA—y\ = 0, (1)
1—dyr—zX = 0, (2)
8750 — x* — 2y* —ay = 0. (3)
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Despejando a A de la ecuacion (1) y (2), se tiene:

1 1

24y Ay’
e igualando las expresiones resultantes, obtenemos x = 3y. Sustituyendo en
(3) se tiene 14y? = 8750, con lo que y = 25 o y = —25. Rechazamos este

ultimo resultado por carecer de interpretaciéon econémica y sustituimos en los
resultados anteriores, con lo que al final obtenemos un punto critico para este

problema que es (75,25) con multiplicador asociado de A = T Como la

restriccion es una ecuacion de grado 2 en dos variables entonces es aplicable
el Teorema 1.3, para esto la matriz Hessiana respecto de las variables z,y
esta dada por:

—2X =
H(x,y)f(xvy): (_)\ _4)\)7

1
que calculada en el punto critico (75,25) asociado al multiplicador 75 es

2 1
175 175
H(x,y)f(75, 25) = 1 \
175 T 175
Asi los menores conducentes son:
2 1
Al=———<0, A =——>0.
! 175 > 1T 4375

Por el Teorema 1.1 y Teorema 1.3 existe un maximo local relativo en el punto

(75,25) con multiplicador asociado A\ = T

Asi el méximo nivel de produccion que puede alcanzar la empresa es Q(75, 25) =
100 unidades de producto.
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e |y

Figura 2.4: Representacion de la funcion f(z,y) restringida a g(z,y) =0

En la Figura 2.4 se muestra donde la funcion f(x,y) alcanza su méximo,
sujeta a la restriccion g(x,y) = 0.

Ejemplo. Una empresa elaborard un producto, con f(L, K) = SOL%K% don-
de L representa las unidades de mano de obra y K las unidades de capital. Le
cuesta a la empresa $100 por cada unidad de mano de obra y $300 por cada
unidad de capital empleado. La empresa dispone de $45000 para propdsitos
de produccion.

Para saber donde se da la méxima producciéon sujeta a nuestra restriccion,
damos en este caso g(L, K) = 45000 — 100L — 300K
La funcién de Lagrange es

2 1
L(L,K,\) =50L° K® + X\ (45000 — 100L — 300K

mientras que por Teorema de Lagrange tenemos

100 50
(TLTKS ?L KT) + A (—=100,-300) = 0.
Asi tenemos el sistema de e(‘ua('ioneq
100
50
?L K — 300\ = 0O, (2)

45000 — 100L — 300K = 0. (3)
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Despejando a A de las ecuaciones (1) y (2), se tiene

1 =t 1 1 2 =2
AN==-L°K® v AN=—L°K?".
3 18

Igualando ambas expresiones y despejando a L,
L =6K.
Sustituyendo L en la ecuacion (3) tenemos

45000 — 100(6K) — 300K = 0.

De donde se tiene K = 50 y sustituyendo en L, tenemos L = 300. La empresa
maximiza su producciéon si emplea 300 unidades de mano de obra y 50 de
capital.

f(L,K)

g(L,K)

Figura 2.5: Representacion de la funcion f(L, K) sujeto a la restriccion
g(L,K)=0

En la Figura 2.5 se muestra donde la funcion f(L, K) alcanza su maximo
sujeto a la restriccion g(L, K).

Para mayor informacion ver |2[, |8], |9] ¥ [12].



Capitulo 3

Teorema de Kuhn y Tucker.

3.1. Albert W. Tucker y Harold William Kuhn.

Albert W. Tucker matematico canadiense, nacido el 28 de noviembre, 1905
y muerto el 25 de enero de 1995. Graduado de la Universidad de Toronto en
1929, desarrollo su carrera en los Estados Unidos. Sent6 las bases de la pro-
gramacion lineal y desarrolld la teoria de juegos, siendo inventor del dilema
de los prisioneros, creado como una ayuda educativa para los estudiantes de
psicologia de Stanford.

Figura 3.1: Albert W. Tucker

Harold William Kuhn nacido en Santa Monica, California, 29 de julio de
1925, fue un matematico estadounidense que estudio teoria de juegos, gan6
el Premio de Teorfa John von Neumann en 1980 junto con David Gale y
Albert W. Tucker. Profesor emérito de matematicas en la Universidad de

25
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Princeton. Fue conocido por su asociacién con John Forbes Nash, un amigo
de toda la vida y colega, y una figura clave para lograr que Nash ganara la

atencion del comité que lo llevd a obtener el premio novel en economia en
1994.

Figura 3.2: Harold William Kuhn

Las condiciones de Kuhn y Tucker fueron desarrolladas por Albert William
Tucker y complementada por Harold Kuhn, quien permitié6 mejoras en el
proceso, pero se le adjudic6 un papel secundario al Teorema de Kuhn y
Tucker que busca generalizar el método de Multiplicadores de Lagrange, este
método consiste en resolver el problema no lineal como uno sin restricciones
utilizando la funcién de Lagrange. Una vez hecho esto, si la solucién 6ptima
encontrada no cumple la totalidad o parte de las restricciones del problema
se aplican tales restricciones, y se resuelve nuevamente. Esto se repite hasta
llegar a un conjunto de restricciones activas cuya solucion satisface también
las restricciones omitidas.

3.2. Teorema de Kuhn y Tucker.

Consideremos el conjunto de restricciones de la forma:
D=Un{zeR"hi(z) >0, i=1,...,1},

donde U C R”™ abierto, y h; : R® — R, ¢ = 1,...,l. El Teorema de
Lagrange se puede combinar con la teoria de Kuhn y Tucker para obtener las
condiciones 6ptimas locales en el caso general de problemas de optimizacién
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definida por las restricciones mixtas, donde el conjunto de restricciones esta
dada por:

D=Un{zeR"g(zx)=0, j=1,....k, hi(z)=20, i=1,...,1}

El Teorema de Kuhn y Tucker proporciona una elegante caracterizacion del
comportamiento de la funcion objetivo f y las funciones de restriccion h; en
el 6ptimo local de problemas de optimizacién restringidos por la desigualdad.
Las condiciones que describe se pueden ver como las condiciones necesarias
de primer orden para obtener el 6ptimo local en estos problemas.

Diremos que una restriccion de desigualdad h;(z) > 0 es efectiva para el
punto z* si h;(z*) = 0.
Utilizamos la expresion |E| para denotar la cardinalidad de un conjunto fi-

nito F, es decir, el nimero de elementos en el conjunto E.

Teorema de Kuhn y Tucker. Sean f : R® — R y h; : R* — R,
funciones de clase C' para i = 1,...,1l. Supongamos que x* es un mdzrimo
local de f en el conjunto

D=Un{zeR"|hz)>0,i=1,...,1},

donde U es un conjunto abierto en R". Si E C {1,...,l} denota el conjunto
de restricciones en x* y si hg = (h;)icg. Supongamos que p(Dhg(x*)) = |E|,
entonces existe un vector \* = (\j,..., \f) € R! de tal modo que se cumplen

las siguientes condiciones:

LA>0 y MNh(z)=0 Vi=1..1,

2. Df(z*) + Zl: A Dh;(z*) = 0.
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foo 1N

Figura 3.3: Representacion Grafica del Teorema de Kuhn y Tucker, con la
funcion objetivo f(z) y una restriccion g(x)

La Figura 3.3 muestra a la funcion f(x) y g(z), con g(z) = h(z) ya que en
este caso se encuentra una sola restriccion, @ es el méximo de la funcion f(x)
restringido a la region definida por la desigualdad g(x) > 0, note que si P es
el maximo de la funcion f(z) restringido a la igualdad g(z) = 0 dado por el
Teorema de Lagrange entonces, P # Q.

Aunque hemos establecido el Teorema de Kuhn y Tucker para los méximos
locales el teorema se puede extender facilmente para cubrir los minimos lo-
cales. Porque si z* fuera un minimo local de f en D, z* seria un méaximo
local de —f en D y dado que D(—f) = —D f tendriamos lo siguiente:

Corolario 3.1. Supongamos que f y D se definen como en el teorema de
Kuhn y Tucker y x* es un minimo local de f en D. Sea E el conjunto de
restricciones efectivas en x*, si hg = (hi)ier y supdngase que p(Dhg(x*)) =
|E|, entonces existe \* € R! tal que

1A >0 y MNh(z*)=0 Vi,
!

2. Df(z*) = > AN Dh;(z*) = 0.
i=1

Diremos que el par (z*, A*) cumplen las condiciones necesarias de pri-
mer orden para un maximo (o cumplen las condiciones de primer orden
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de Kuhn y Tucker para un maximo), si (z*, A*) satisface A* > 0 asi como
las condiciones del teorema anterior. Del mismo modo diremos que (z*, A*)
cumplen las condiciones necesarias de primer orden para un minimo
(o que cumplen las condiciones necesarias de primer orden de Kuhn y Tucker
para un minimo) si satisface A* > 0 asi como las condiciones anteriores del
corolario.

3.3. Primera condiciéon del teorema.

La condicién A >0 y Ahi(z*) =0 Vi=1...l, es llamada condiciéon de
“holgura complementaria". La terminologia surge de la observacion de que
debemos tener A\j = 0 si h;j(x)* > 0, y h;(z*) = 0 si A} > 0, es decir, la
desigualdad no es estricta.

Debemos tener en cuenta que el Teorema de Kuhn y Tucker proporciona
condiciones que son solo esenciales para los 6ptimos locales. Estas condiciones
se requieren para determinar un punto como 6ptimo local y de hecho es facil
incluir ejemplos para demostrar que las condiciones pueden no ser suficientes.

Veamos uno particularmente simple.

Ejemplo. Sea f : R — R y g : R — R definidas por f(x) = 2° y g(z) = x
respectivamente. Consideremos el problema de mazimizar f en el conjunto
D = {z € R|g(z) > 0}

Sea x* = \* = 0. Entonces la tinica restriccion del problema es efectiva en
x*. De la restriccion de que g(z) = = entonces el rango es 1, supongamos que
se cumple f'(z*) + A\*g'(z*) = 0, si las condiciones del Teorema de Kuhn y
Tucker también fueran suficientes, x* seria un maximo local de f en D. Sin
embargo, f estd aumentando estrictamente en z* = 0. Por tanto x* no puede
ser un maximo local.

3.4. La cualificaciéon de restriccion.

Al igual que la condicion andloga del Teorema de Lagrange la conclusion del
Teorema de Kuhn y Tucher de que el rango de Dhg(z*) es igual a |E| se de-
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nomina cualificacién de restricciéon. Esta condicion juega un papel central
en la prueba del teorema. Ademas si falla la cualificacion de la restriccion,
el teorema mismo podria fallar. Aqui hay un ejemplo para ilustrar este punto.

Ejemplo. Sea f: R? — R y h: R? — R definida por f(x,y) = — (2> +y?)
y h(z,y) = (x — 1)> — y?. Consideremos el problema de mazimizar f en el
conjunto

D = {(:c,y) € R¥*|h(z,y) > O} )

Una soluciéon a este problema se puede obtener mediante inspeccion, la fun-
cion f alcanza un méximo en el punto donde z? + y? alcanza un minimo.
Dado que la restriccion requiere

(x =1 > yy* >0Wy,

el valor mas pequeno de x en D es x = 1 lo que ocurre cuando y = 0. Se
deduce que f se maximiza en (z*,y*) = (1,0). Tengamos en cuenta que la
restriccion es tnica.

En este maximo global de f en D, tenemos Dh(x*,y*) = (3(z* —1)%,2y*)) =
(0,0) entonces p(Dh(xz*,y*)) = 0 < 1, y la cualificacion de restriccion falla.
Por otra lado tenemos D f(z*,y*) = (—2z*, —2y*) = (—2,0) por lo que no
puede existir A > 0 tal que Df(z*, y*) + ADh(z*,y*) = (0,0). Con esto uti-
mo observamos que las conclusiones del Teorema de Kuhn y Tucker también
fallan.

Multiplicadores de Kuhn y Tucker

El vector A\* en el Teorema de Kuhn y Tucker se llama vector de multipli-
cadores de Kuhn y Tucker correspondiente al maximo local z*. Al igual que
con los multiplicadores de Lagrange, también se puede pensar que los multi-
plicadores de Kuhn y Tucker miden la sensibilidad de la funcién objetivo en

*

T .

De hecho esta interpretacion es particularmente intuitiva en el contexto de las
restricciones de primer orden. Es decir, si h;(z*) > 0, entonces la restriccion
1-ésima restringira a elevar el valor de la funcion objetivo en el ejercicio de
maximizacion y A\* debera ser cero. Por otro lado si h;(z*) = 0 entonces
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debilitar la restriccion i-ésima puede ayudar a aumentar el valor del ejercicio
de maximizacion y entonces tendremos A; > 0.

Para visualizar esta interpretacion de A, supongamos que las funciones de
restriccion h; se dan todas de forma paramétrica como

hi(z;c) = hi(x) + ¢;.

Bajo esta suposicion la i-ésima restriccién cambia conforme al valor del pa-
rametro ¢;. Sea O C R! es un conjunto abierto de valores factibles para
los pardmetros ¢ = (cq,...,¢). Supongamos que para cada ¢ € C, hay un
méximo global x*(c) de f en el conjunto de restricciones

D(e)=Un{zeR"h(x)+¢>0,i=1,...,1}.

Supongamos ademés que la restriccion de cualificacion se mantiene en cada
¢ € C entonces, de manera andloga como se hizo en el Teorema de Lagrange
existe A*(¢) > 0 tal que

Df(z*(c)) + Z A:Dh(z*(c)) = 0.

Finalmente supongamos que \* y #* son funciones de clase C'* con parametros
sobre ¢ en el conjunto C.

Definamos F': C — R por

si afirmamos que 0F (¢)/0c; = A\; parai = 1,...,[. Eligiendo cualquier ¢ € C,
supongamos i tal que h;(x) + ¢; > 0, sea ¢; tal que & < ¢; y

Considerando el conjunto de restricciones D(¢;) que resulta cuando el paré-
metro ¢; en la restriccion ¢ se remplaza por ¢; < ¢;, debemos obtener
D(¢;) € D(c).

Como z* = 2*(c¢) es un maximo local de f en el conjunto de restricciones mas
grande D(c) y como z*(c) € D(c;) entonces h;(z*(c)+c¢;) > 0V i. Por eleccion
de ¢; se tiene h;(z*(c) +¢&) > 0y hi(z*(c)) + ¢; > 0 por tanto z*(c) € D(¢&),
con esto se tiene que z*(c) también es un maximo de f en el conjunto de
restricciones D(¢;). Por tanto
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F(é) = f(a*(c) = F(c).

Como c se eligio de manera arbitraria, podemos afirmar que F' es constante,
de donde se deduce que 0F(c¢)/dc; = 0. Por otro lado también se cumple que
hi(x*(c)) + ¢; > 0, lo cual implica que se cumplen las condiciones de Kuhn y
Tucker de “holguras complementarias” Af(c¢) = 0. Por lo tanto

OF .
5 (€)= X (o)

Para mayor informacion ver |3|, [4], [5], [6], [10] y [14].

3.5. Aplicaciéon del teorema.

3.5.1. Procedimiento.

La forma de aplicar el Teorema de Kuhn y Tucker para resolver un proble-
ma de optimizacion restringido por la desigualdad, implica esencialmente los
mismos pasos que el uso del Teorema de Lagrange para resolver problemas
con restricciones de igualdad. Es decir, consideremos una funciéon Lagrangia-
na luego calculamos sus puntos criticos y finalmente, evaluamos la funcion
objeto en cada punto critico y seleccionamos el punto en el que se optimiza
la funcion.

Existen diferencias muy importantes en los detalles. Uno de ellos surge del
hecho de que las conclusiones del Teorema de Kuhn y Tucker son direntes
para los maximos locales y minimos locales. Esto requiere una diferencia en
los pasos a seguir en la resoluciéon de problemas de maximizacion para poder
resolver problemas de minimizacion.

Proceso de maximizacién de desigualdad restringida.
Maximizar f(x) sujeto a x € D = U N {x|h(x) > 0}.

Paso 1.
Como primer paso en el procedimiento para resolver este problema definire-
mos una funcién L : R" x RY — R que seguiremos llamando Lagrangiana,
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dada por
!

L(z,\) = f(z) + Y Nihi(x).
i=1
Paso 2.
El segundo paso en el procedimiento es encontrar toda las soluciones (x, \)
al siguiente conjunto de vectores

%Lj(x,)\)zo, j=1,...,n.

Se(@,A) >0, XN>0,  N5E(e,N) =0, i=1,...,1

Cualquier solucion al sistema de ecuaciones se llamara “punto critico"de L.
Es importante tener en cuenta que las condiciones que definen los puntos
criticos de L difieren a las correspondientes en los problemas de igualdad
restringida, en particular con respecto a las derivadas respecto a A. Vamos a
denotar por M al conjunto de puntos criticos de L, para los que x € U.

M = {(z,\)|(x, \) es un punto critico de Ly x € U} .

Paso 3.

Como tercer y tltimo paso, calculemos el valor de f en cada x € M. En la
practica el valor de x que maximiza f sobre este conjunto suele ser también
la solucién del problema de maximizacién original.

Proceso de minimizacién de desigualdad restringida.
Supongamos que el problema original es resolver:

minimizar f(z) sujeto a x € D =U N {z|x, h(xz) > 0}.
Dos rutas estan abiertas para nosotros:

Dado que x maximiza f sobre D siy s6lo si  minimiza — f sobre D, podria-
mos simplemente reescribir el problema como un problema de minimizaciéon
con la funcion objetivo dada por —f y usar el procedimiento anterior.

Las rutas alternativas requieren modificar la funcion de Lagrange de tal mo-
do que

l

Liz, ) = fl2) = 3 Ahi(a),

i=1
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y seguimos los mismos pasos restantes que se enumeran para el problema de
maximizacion, es decir, en el segundo paso encontraremos el conjunto M de
todos los puntos (z, \) que satisfacen x € U asi como:

g—;(x,x):o, j=1,...,n

LN 20, AN>0, XNE(x,N)=0, i=1..L

Por tltimo evaluaremos f en cada z del conjunto {x | sea \ tal que (z,\) € M}.
El valor de  que minimiza f sobre el conjunto suele ser también un minimo
global del problema original.

Ahora supongamos que z* es un maximo local de f en D y la cualificacion de
restriccion se cumplen en z*. Como x* es factible debe satisfacer h(xz*) > 0.
Segun el Teorema de Kuhn y Tucker también deben existir A* tal que (x*, \*)
y satisface las condiciones del teorema y entonces (z*, A*) debe ser un punto
critico de f que satisface la propiedad.

3.6. Una prueba del Teorema de Kuhn y Tuc-
ker.

Teorema de Kuhn y Tucker. Sean f : R — R y h; : R — R,
funciones de clase C* para i = 1,...,l. Supongamos que T* es un mdximo
local de f en el conjunto

D=Un{zeR"|hz)>0,i=1,...,1},
donde U es un conjunto abierto en R". Si E C {1,...,l} denota el conjunto
de restricciones en x* y si hg = (h;)iep. Supongamos que p(Dhg(x*)) = |E|,

entonces existe un vector \* = (\;,..., \}) € R! de tal modo que se cumplen
las siguientes condiciones:

LA>0 y Mh(z)=0 Vi=1...1,
l

2. Df(x*)+ > AfDhi(z*) = 0.
i=1

Demostracidn.
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Sea x* un maximo local de f en el conjunto
D=Un{zeR"hi(z) >0, Vi=1,..,1},

donde cada h; son funciones de clase C' y U C R™ abierto. Sea E el conjunto
de restricciones efectivas en x*, y supongamos que p(Dhg(z*)) = |E|, donde
hi = (hi)icg- Debemos mostrar que existe A = (A, ..., \;) € R! tal que

2. Df(z*) + Y2\, NiDhy(z*) = 0.

Con la excepcion de la no negatividad del vector A, el Teorema de Kuhn y
Tucker puede derivarse como consecuencia del Teorema de Lagrange. Para
simplificar la notacion en la prueba, denotaremos |E| por k, también supon-
gamos que las restricciones efectivas en 2* son las primeras k restricciones:

hi(z®) =0, i=1,....k
hi(e®) >0, i=k+1,...,1

Por supuesto, no hay pérdida de generalidad en esta suposicion, ya que esto
se puede lograr simplemente volviendo a numerar las restricciones.

Para cada i € {1,...,l}, definamos

Vi = {x € R"|h;(z) > 0}.

!
SeaV = ﬂ V;. Por la continuidad de h;, V; es un conjunto abierto para cada

i=k+1
i, por lo tanto V' es abierto. Ahora, supongamos que D* C D es el conjunto

de restricciones de la igualdad definido por las k primeras restricciones, es
decir

l

D*:Uﬂ( N v,) ({z e R hy(z) =0,i=1,... k},
i=k+1

D*=U(\V( {x € R"hi(x) = 0,i=1,...,k}.

Por construccion, tenemos x* € D*. Dado que z* es un maximo local de f en
D, entonces es un maximo local de f en D*. Ademas, tenemos p(Dhg(x*)) =



36 CAPITULO 3. TEOREMA DE KUHN Y TUCKER.

k, por hipdtesis. Por lo tanto, segtin el Teorema de Lagrange, existe un vector
p=(p1,..., 1) € RF tal que:

k
Df(z*) + Y piDhi(z*) = 0.
=1

Ahora definamos \ € R por

A 273 Sllzl,,k
"l 0 sii=k+1,....1

Mostraremos que el vector A satisface las propiedades establecidas en el teo-
rema.

Primero, observemos que para ¢ = k + 1,...,l , tenemos, \; = 0, y por lo
tanto, \;Dh;(z*) = 0. Con esto se obtiene

l k
Df(z*) + Z X\iDhi(z*) = Df(z*) + Z XiDhi(z*)

k

= Df(") + 3 puDhe)
i=1

=0,

que establece una de las propiedades deseadas.

Ahora, para cualquier ¢ € {... k}, tenemos h;(z*) = 0, asi que ciertamente
es el caso que \h;(z*) = 0 para ¢ € {...,k}. Para i € {...,l}, tenemos
Ai = 0, entonces también es el caso que \;h;(x*) = 0. Por tanto

Queda por demostrar que A; > 0. Como \; =0 parai=k+1,...,[, estamos
obligados a mostrar que \; > 0 para ¢ = 1,...,k. Probaremos que \; > 0.
Con un argumento similar probaremos que \; > 0 para i = 2,...,k.

Para este fin definamos para x € R" y n € R la funcion H : R**! — R¥,
definida como H = (Hy, ..., H;) donde

Hy(z,n) = hi(z) —n
Hi(x,n)=hi(z),i=2,... k.
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Sea D, H(x,n) que denota la matriz de derivada k x n de H con respecto
a las variables z, y DH,(x,n) denota el vector de derivada k x 1 de H con
respecto a 7, es decir,

0H, 0H, Ohi(x) —n Ohi(x) —n
0z () - 0z, () 0z, o 0z,
o, (x,m) .. . (x,m) e .
OH,
a—n(fﬂ,ﬁ) oh oh

D,H(z,n) = - (% g(x)) = (~1,0,...,0)
87] 777

Notemos que D, H(x,n) = Dhg(z), pues

8x1 o 8%
Dhp(z) = )
oxy Oz,

también tenemos que DH, (x,n) = (—1,0,...,0) en cualquier (x,7).

Por la definicion de H, tenemos H (z*,0) = (0, ...,0). Ademas, p(D,H (z*,0)) =
p(Dhg(x*)) = k. Por lo tanto, por el Teorema de la Funcion implicita, hay
una vecindad N del cero en Ry £ : N — R™ una funcién de clase C!, tal

que {(0) = z*, y
H(&(n),n) =0,m € N.

Diferenciando esta expresion respecto a n usando la regla de la cadena,

DeH (&(n,m))Dy(€(n)) + DyHDyn = 0

y evaluando en £(0) = z*, obtenemos

Do H(z*,0)Dy£(0) + D, H(£(0),0) = 0,
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D, H(z*,0)D,£(0) + D, H(z*,0) = 0.

Dado que D,H(z,n) = Dhg(x) y D,H(x,n) = (—1,0,...,0) en cualquier
(x,7m), esto implica

Dhiy(z*)D,€(0) = (1,0,...,0),

0, de manera equivalente, que
DHg(z*)DEW0) =1

DHp(z*)DE(O) =0 i=2,... k.

Como \; =0 parai=£k+1,...,[, ahora tenemos

l
Df(z")DE(0) = — (Z )\iDhi(x*)> Dg(0)

:_<§:&Dm@ﬂDﬂ®>
— )\

Para completar la prueba, mostraremos que

Df(2")Dg(0) < 0.

Para este fin, primero mostramos que hay n* > 0 tal que para todo n € [0,7%),
debemos tener £(n) € D, donde D es el conjunto de restricciones del problema
original.

Sin > 0, como H;(&(n),n) parai=1,..., ky dela definicion de las funciones
H;, entonces

hi(€(n)) =n >0,

h(€m) =0 i=2,... k.

Parai =k +1,...,1 tenemos h;(£(0)) = h;(z*) > 0. Dado que tanto h; y £
son continuas, se sigue que existe n* > 0 tal que para n € [0,7"*), también
podemos asegurar que
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hi(€() >0 i=k+1,...,L

Finalmente, al reducir el valor de n* si es necesario, podemos evidentemente
asegurar que £(n) € U para todos n € [0,7*). Por lo tanto, hemos encontrado
n* > 0 tal que &£(n) € D para n € [0,7*).

Ahora, dado que £(0) = z* es un maximo local de f en D,y £(n) esta en el
conjunto factible para n € [0,7*), se deduce que para n > 0 y suficientemente
cerca de cero, debemos tener

por lo tanto

para todos n > 0 y lo suficientemente pequeno. Hablando en términos de
limite como 7 — 0 obtenemos:

de donde

como queriamos.

3.7. Aplicaciones a la economia.

En esta seccion, presentamos dos ejemplos extraidos de economia, que ilus-
tran el uso del procedimiento para encontrar soluciones a problemas de op-
timizacion restringidos por desigualdad. El primer ejemplo, considera un
problema de maximizacion de la utilidad. El segundo ejemplo describe un
problema de minimizacién de costos.

Esta seccion tiene un doble propdsito:
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1. Explicar el proceso de verificar la condiciéon de cualificacion de restric-

cion en presencia de multiples restricciones de desigualdad. A diferencia
del caso con problemas de igualdad, donde este proceso es relativamen-
te directo, existe la complicacion adicional de que la cualificacion de
la restriccion depende del subconjunto preciso de restricciones que son
efectivas en el punto 6ptimo desconocido. Por lo tanto, la tinica ma-
nera, en general de verificar que la restriccion de la cualificaciéon se
mantendré en el punto 6ptimo es tomar todas las posibles asignaciones
del punto y demostrar que la condicién se mantendré en cada una de
estas ubicaciones.

. Describir un método por el cual los puntos criticos de la funcién Lagran-

gena L pueden identificarse a partir de las ecuaciones que definen estos
puntos. Este proceso es mas complicado que la situaciéon correspondien-
te en problemas de optimizacién con restricciones de igualdad, ya que
una parte de las ecuaciones (es decir, las condiciones complementarias
de exactitud) no se especifican en forma de desigualdades.

3.7.1. Aplicacién a la teoria del consumidor.

En esta subseccién, consideramos el problema de maximizar la funcion de
utilidad u(zq,x2) = 1 + 22, donde x; y x2 son las cantidades del producto 1
y 2 respectivamente y el conjunto de presupuesto estd dado por

P(p,I) = {(z1,22)|] — pray — powa > 0,21 > 0,29 > 0}

donde I es el ingreso, p; y po son los precios que son términos estrictamente
positivos. Notemos que hay tres restricciones de desigualdad que definen este
problema:

hy(xy,x2) = 21 >

Y

ho(x1,x9) = 9 >

I

hs(z1,22) = I — p11 — paxs > 0.

Por las condiciones anteriores se tiene hy > 0y hy > 0.

Para resolver el problema de maximizacion con las restrcciones anteriores
hy, ho y hs, veremos que se cumplen las condiciones del Teorema de Kuhn y
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Tucker. El conjunto presupuestario P(p, I) es un conjunto cerrado y acotado,
es decir, compacto esto por las respectivas resticciones hq(z1,xs), ho(z1,x2)
v hs(xy1, z2), por otra parte los precios y los ingresos son todos estrictamente
positivos, v la funcién de utilidad es continua en este conjunto. Se sigue del
Teorema de Weierstrass produce la existencia de un maximo de u(x, z2) en
P, por lo que se satisface uno de los dos requisitos del Teorema de Kuhn y
Tucker.

Primero identificamos todas las combinaciones posibles de restricciones que,
en principio, pueden ser efectivas, (h;(z) > 0 es efectiva para el punto z* si
la restriccion se cumple con la igualdad en x*, es decir, si h;(x) = 0 ) en el
nivel 6ptimo. Como hay tres restricciones de desigualdad, hay que verificar
un total de ocho combinaciones diferentes:

1. hy =0, hy =0y hz =0.
h1 =0, ho >0y hy > 0.
hy >0, hy =0y hy > 0.
hi1>0,hy >0y hg =
=0, hy =0y hy > 0.
hi=0,hy >0y hy =
hi1>0,hy =0y h3 =
8 h1>0,hy >0y hs > 0.

N o e W N
>
=

Dado que la funciéon de utilidad es creciente en ambos argumentos, todos los
ingresos disponibles deben agotarse en el punto 6ptimo, entonces tendriamos

h3:O.

Por lo tanto, solo hay tres combinaciones posibles para el conjunto A de
restricciones efectivas en el 6ptimo, a saber, hg : (hy, hg) que corresponde a
la combinacion 6 de arriba, hg = (hs, h3) que corresponde a la combinaciéon 7
de arriba, y hg = h3 que corresponde a la combinacion 4 de arriba pues hy y
ho no pueden ser amas cero. Mostraremos que la cualificacion de restricciéon
se cumple en cada uno de estos casos.
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Si el 6ptimo ocurre en un punto donde la tercera restriccion es efectiva, es
decir, hg = (h3) tenemos:

Dhg(x1,x2) = (—p1, —p2),

donde el p(Dhg(xi,22)) = 1, en cualquier (z1,x2), ademas en este caso
|E| =1y la cualificacion de restrccion se matiene en dicho punto.

Si el 6ptimo ocurre en un punto donde sélo la primera y tercera restricciones
son efectivas, es decir, hg = (hq, h3), tenemos:

1 0
DhE(xbﬂfz) = {—pl _pJ )

en cualquier (z1,x2). Como p; y ps son estrictamente positivos por hipotesis,
esta matriz tiene rango completo, es decir, p(Dhg(z1,x2)) = 2y como |E| = 2
la cualificacion de restriccion se mantiene.

Un calculo similar muestra que si el 6ptimo ocurre en un punto donde solo
las segundas y terceras restricciones son efectivas, se cumplira la cualificacion
de restriccion.

Por lo tanto, la condicién de cualificacion de restrccion del Teorema de Kuhn
y Tucker también se cumple, y los puntos criticos del Lagrangiano deben
contener los maximos globales del problema.

La funcion Lagrangiana para este problema es:
L(z,A\) = x1 4+ 29 + Mz + Aoxo + A3( — prry — poza),
para encontrar el punto critico tenemos

(1, 1) + )\1(1, 0) + )\2(0, 1) + )\3(—])1, —pg) = (0, 0)

Los puntos criticos de la funcion Lagrangiana son las soluciones (1, T2, A1, Ao, A3)

al siguiente sistema de ecuaciones:
1. 1—|—)\1—>\3p1:07
2. 1—|—/\2—/\3p2=0,

Ademas se deben de cumplir las condiciones del Teorema de Kuhn y
Tucker.
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3. M20, x>0, Mz =0,
4. Xy >0, x92>0, Axg =0,
5. X320, I —pix1 —paxe >0, (I —prxg — poxy > 0) = 0.

Para resolver todos los puntos criticos de este sistema, adoptamos el siguiente
procedimiento.

Consideremos un subconjunto C' de {hy, ho, h3} en el que solo las restric-
ciones en el conjunto C' se mantienen con igualdad y examinamos si hay
puntos criticos . Luego, variamos C' sobre todos los subconjuntos posibles de
{h1, ha, h3}, y asi obtenemos todos los puntos criticos.

Ademas, como también se menciond, el caso C' = {hy, ho, hg} no tiene so-
luciones porque hy = hy = 0 implica hz > 0. Por lo tanto, solo hay que
considerar tres casos: {hs}, {ha, h3} y {h1, h3}. Examinamos cada uno de los
casos.

Caso 1: {h3}

Ya que solo se supone que la restriccion 3 se cumple con la igualdad en
este caso, debemos tener x1 > 0y x5 > 0. Por las condiciones de la holgura
complementaria, esto implica que también debemos tener Ay = Ay = 0. Sus-
tituyendo esto en las dos primeras ecuaciones que definen los puntos criticos
de L, obtenemos

Azpr = A3p2 = 1.
Lo cual implica que p; = ps.

Si p1 y pa son iguales a un valor p > 0, debemos tener A3 = 1. Ahora se ve
facilmente que, cuando p; = po, = p, hay infinitos puntos criticos de L, que
satisfacen x; > 0y x5 > 0. De hecho, cualquier punto (x1,x2, A1, A2, A3) es
un punto critico si

A=A =0, /\3:% siz; € (0,1/p) v x2=(I—px1)/p.

Observemos que en todos estos puntos criticos, tenemos u(xl, :EQ) =T1+Ty =
I

P
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» En resumen: cuando hz es una restriccion efectiva se obtiene todo un
conjunto de puntos criticos

I
{(351,952)\1’1 + Ty = E,xl > 0,29 > O}.
Caso 2: {hy, h3}

Como hy = hy = 0 se traduce a x5 = 0y I — pyx; — poxrs = 0, debemos
tener x; = pil > (. Por lo tanto, por la condicién de holgura complementaria,
debemos tener, A\; = 0. Por supuesto, también debemos tener \y > 0. Substi-
tuyendo estos en las dos primeras ecuaciones que definen los puntos criticos
de L, obtenemos

Azpr =1 < 1+ A = Agpo.
Por lo tanto, ese punto critico solo puede existir si p; < po, ademas se obtiene

A3 = —, de donde \y = b2 _ 1. Por lo tanto el inico punto critico de L en
P1 yZi
el que ho = hy =0 es

I 1
(21, 22, A, Aoy Ag) = (—,0,0,72 - 1,—) .
D1 D1 D1

El valor de la funcion objetivo en este punto critico viene dado por u(xq, z9) =

I

p_l.

» L tiene solo un tinico punto critico en (z1,z3) = (—,0). Ademas p; < ps.
b1

Caso 3: {hy, hs3}

Esto es similar al Caso 2. Es un punto critico de L s6lo si p; > ps. El
iinico punto critico de L en este caso esta dado por:

I 1
L1, T2y A1y A2, A3) = y Ty — L, Y, ™
( A A2 As) (o P10 )

P2 P2 D2

El valor de la funcién objetivo en este punto critico viene dado por u(xy, ) =
1
p2’
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» Hay exactamente un punto critico de L en (z1,x2) = (0, —). En este caso
D2
P12 Da-

Los puntos criticos de L deben contener la soluciéon del problema. Como L
tiene un punto critico tinico cuando p; > p9, se deduce que este punto critico
es el maximo global del problema para esta configuracion de pardmetros; es
. . : I
decir, la solucién unica al problema cuando p; > py es (x1,25) = (0, —).
Del mismo modo, la tinica solucion al problema cuando p; < py es (x1,22) =

1
(—,0). Finalmente, cuando p; = ps = p, hay infinitos puntos criticos de L,
P

= 1~

pero en todos estos tenemos u(xy, xs) =

Por lo tanto, cada uno de estos valores de (21, x2) define un maximo global
del problema en este caso.

. o hy
.
e D hy
Pr:) 7 hy

Figura 3.4: Representacion geométrica del conjunto de restricciones para el
ejemplo de la teoria del consumidor.

Para ver més ejemplos relacionados consultar [1], [9] v [10].

3.7.2. Aplicaciones a la teoria del productor

El problema que consideramos en esta seccion es el de minimizar f(x,zo) =
wyx] + weTe, donde x; representa la cantidad del producto 1 y x5 la can-
tidad del producto 2 y w; y ws los costos de produccion de cada producto
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respectivamente, con un costo presupuesto y > 0, sobre el conjunto factible
D = {(z1,22) € R2 [z} + 23 > y}.

El conjunto de restricciones de este problema se define a través de tres res-
tricciones de desigualdad, a saber

h1($1,$2) =x; >0,

ho(21,22) = 29 > 0,
hg(&?l,ﬂfg) = I’% —|—SL’§ ) > 0.

Como el problema anterior, supondremos que todos los parametros del pro-
blema, wy, ws y y son estrictamente positivos.

Una vez mas, comenzamos nuestro andlisis con una demostracién de que
ambas condiciones del Teorema de Kuhn y Tucker se cumplen.

Para comprobar que la cualificaciéon de la restriccion se cumple, primero
identificamos todas las combinaciones posibles de las restricciones que, en
principio, pueden mantener la igualdad en el nivel 6ptimo.

Como hay tres restricciones de desigualdad, hay que verificar un total de
ocho combinaciones diferentes:

1. hy =0, ha =0y hy =0.
hy =0, hg >0y hg > 0.
hi >0, ho =0y hg > 0.
hi >0, hg >0y hy=0.
h1 =0, hy =0y hg > 0.
hi=0,hy >0y h3=0.
hi >0, ha =0y hg =0.
hi >0, hg >0y hg > 0.

e B A

De estos, el primero puede descartarse ya que hy = hy = 0 implica, 22 + 23 =
0, mientras que el conjunto de restricciones requiere x2 + x5 > y. También es
evidente que, como w; y wsy son estrictamente positivos, debemos tener hy = 0



3.7. APLICACIONES A LA ECONOMIA. 47

en el valor 6ptimo (es decir, la produccion total 23 + 22 debe ser exactamente
igual a y), o los costos podrian reducirse disminuyendo la produccion.

Esto significa que solo hay tres posibles descripciones del conjunto hg de
restricciones efectivas en el 6ptimo: hgy = hs, hg = (hy,hs) ¥y hg = (ha, hs).
Mostraremos que en cada caso, la cualificaciéon de restriccion se mantiene.
Primero, considere el caso hg = (hy, hs). Como h; y hs son efectivos, tenemos
z1 =0y z} + 23 =y, entonces xy = /y. Por lo tanto,

10 10
Dhig(y, 22) = [2331 2:102] - [o 2@} '

Asi el pDhg = 2. Como se cumple la cualificacion de restricciéon, se sigue
que el 6ptimo ocurre en un punto donde hy y hs son las tinicas restricciones
efectivas.

El caso hg = (hg, h3) es andlogo. Para el caso hg = hs tenemos

Dhg(xq,x2) = (221, 219),

de donde pDhg = 1.

En resumen, el 6ptimo debe ocurrir en un punto donde hy = 0, pero no
importa en qué parte de este conjunto se produzca el 6ptimo, se cumplira la
cualificacion de restriccion. Se deduce que el conjunto de puntos criticos del
Lagrangiano debe contener la(s) solucion(es) del problema.

El Lagrangiano L en este problema tiene la forma:
L(SEl, X9, )\1, )\2, )\3) = —W1T1 — WaXxo + )\1%1 -+ )\ng -+ )\3(3)? + SL’% — y)

Utilizando el Teorema de Lagrange para encontrar el punto critico tenemos

l
Df(xl,xg)—i-Z)\iDhi(xl,xg) = 0,
i=1

(—wb —’LUQ) + )\1(1, O) + )\2(0, 1) + /\3(21’1, 21’2) = (O, O)

Hemos establecido implicitamente el problema como un problema de maxi-
mizacion, con la funciéon objetivo —wix; — waxo. Los puntos criticos de L son
las soluciones (x1, 22, A1, A2, A3) al siguiente sistema de ecuaciones:
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1. —w1 + )\1 + 2)\31’1 =0
2. —Wq + /\2 + 2)\31‘2 = 0.

Ademés se deben de cumplir las condiciones del Teorema de Kuhn y
Tucker.

3. )\1 Z 07 T Z 0./ )\1$1 =0
4. )\2 Z 07 ) Z 0./ )\2.%‘2 =0
5. A3>0, 224+22—y>0, XM(z?+23—y) =0.

Ahora tomamos los subconjuntos C' de {hq, ha, h3} vy buscaremos el conjunto
de todas las soluciones posibles para las ecuaciones anteriores.

Como hemos mencionado, hs debe ser eficaz a un nivel 6ptimo, por lo que
basta con encontrar todos los puntos criticos de L a los que hy = 0. Se des-
carta el caso C' = {hy, ho, h3}, ya que hy = hy = 0 viola la tercera restriccion
que es hz > 0. Esto da como resultado los posibles subconjuntos, C' = {hs},
C = {ha, hs} y C = {h1, hs}. Analizaremos cada uno de estos a su vez.

Caso 1: C = {hs}

Como debemos tener x; > 0 y x5 > 0 en este caso, las condiciones de holgu-

ra complementarias implican \; = Ay = 0. Sustituyendo estos valores en las

primeras dos ecuaciones que definen los puntos criticos de L, obtenemos
2A371 = wy,

2)\31’2 = Wsy.

Dividiendo la primera ecuaciéon por la segunda, obtenemos

wn
1=\ — | Z2.
w2

Por hipétesis, también tenemos hz = 0 0, % + 23 = y. Por lo tanto, tenemos

1/2 1/2 1/2
= \"5, .3 ) 2=\ "5 3 ’ Ag=|—"
wi + Wy wi + wy Y
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Combinado con \; = Ay = 0, esto representa el tinico punto critico de L en
el que hy > 0, hy > 0,y hg = 0. El valor de la funcioén objetivo —wix7 — wax
en el punto critico es

—W1T — Woly = _(w% 4 w§)1/2y1/2.
Caso 2: C' = {hy, h3}

En este caso, tenemos x; > 0 y de hecho, xy = |/y, ya que si hy = h3 =0
entonces 5 = 0y 22 + 23 —y = 0. Por lo tanto, por las condiciones de
holgadura complementaria también debemos tener A\; = 0. Sustituyendo lo
anterior en la primera de las ecuaciones que definen los puntos criticos de L,
obtenemos

2)\3$1 — W1 = 2)\3\/5 — W1 = 0,

de donde A3 = w;/2,/y. Finalmente, sustituyendo z, = 0 en la segunda
ecuacion que define los puntos criticos de L, obtenemos Ay = wsy. Por lo
tanto, el tinico punto critico de L. que satisface hy = hy = 0 es

(x17x27)\17)\27)\3) = (\/§707O7w27w1 2/\/§)

El valor de la funcion objetivo (—wix; — waxs) en este critico es
1/2
—wi Ty — Wwaws = —wyy'/’.

Caso 3: C' = {hy, h3}.

Esto es lo mismo que el Caso 2, con los cambios obvios. El tinico punto
critico de L que cae en este caso es

(.1'1, T2, )\17 )\27 )\3) = (07 \/@7 Wi, 07 w2/2\/§)7

y el valor de la funcion objetivo (—wyz1 — waxs) en este punto critico es
1/2
(—w1m) — waxy) = —way /

Obtuvimos que, L tiene tres puntos criticos, y los valores que toma la funcién
objetivo en estos tres puntos son —(w%—{—w%)lﬂylm, —w1y1/2 y —wzyl/z. Ahora
solo resta comparar el valor de la funcion objetivo en los tres puntos criticos.
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Dado que w; > 0y wy > 0, siempre es el caso que (w? — w3)

tanto, que

12 > wy, por lo

—(w} 4+ w3) Pyt < —wiy' 2,

Como consecuencia, podemos descartar el primer valor de la funcién objetivo
v el punto que representa. Comparando el valor de la funcion objetivo en los
dos puntos restantes, se puede ver que

» Cuando w; < w,, entonces el mayor de los dos valores es —w,y'/?, que
lo alcanza en (z1,73) = (y'/2,0). Por lo tanto, el problema tiene una
solucion tinica cuando w; < wsy, es decir (y'/2,0).

» Cuando w; > ws, entonces el mayor de los dos valores es —wyy'/?,
que surge en (z1,22) = (0,52). Por lo tanto, el problema tiene una
solucién tinica cuando w; > wsy, es decir (0, y*/?).

= Cuando w; y ws tienen un valor comtin w > 0, entonces estos dos
valores de la funcion objetivo coinciden. Por lo tanto, si w; = wy, el
problema tiene dos soluciones, concretamente (y'/2,0) y (0,y'/?).

Conclusién

Del ejemplo se tiene que los puntos donde la funcién alcanza su minimo
estan dados en funcion del valor constante y, es decir, el minimo costo de
produccion depende del presupuesto inicial .

Para ver méas ejemplos relacionados consultar [7], [9] v [10].



Capitulo 4

Programacion Convexa.

La programacion convexa (PC) se refiere a la minimizacion de una funcion
convexa de una o varias variables en un conjunto convexo. El conjunto con-
vexo a menudo se define en términos de desigualdades que involucran otras
funciones convexas.

Sean f:C - Ry g, : C — Rconi=1,..1, funciones convexas definidas
en un subconjunto convexo cerrado no vacio C' de R

El problema principal en la programacion convexa es el siguiente:
minimizar f(z) sujeto a condiciones g;(z) < 0 para i =1,...,1[. (P)

Para mayor comodidad de notacion, definamos g(z) = (g1(z), ..., qi(x)), de-
notemos g(z) <0, si g;(z) <0 para toda i = 1, ...,[, entonces el problema es
equivalente a

minimizar f(z) sujeto a la condicion g(z) < 0.

Definicion 4.1. FEl conjunto factible para el problema principal, es el con-
junto

F={x € Clg(z) <0}

= N{elgi(x) < 0}

ol
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Los elementos de I serdn llamados puntos factibles.

Definicion 4.2. Se dice que el problema es consistente si F' es no vacio,
y es superconsistente si hay x en F con g;(x) < 0 para todo 1 =1, ..., 1, tal
punto se llama un punto Slater.

Definicion 4.3. Para cada z en R! sea
MP(z) = inf {f(@)| € C, () < 2},

en particular denotemos M P = M P(0).

Recordemos que la desigualdad g(z) < z denota que se cumple g;(x) < z para
cada i = 1,...,]. También denotaremos como P(z) al problema de minimizar
la funcion f(z) para x en C con la restriccion g(z) < z, con esta notacion
P = P(0), lamaremos a P(z) el problema perturbado.

El conjunto factible para P(z) es
F. ={z]g(z) < z}.

Analizaremos las propiedades de la funcion M P(z), en particular, como se
comporta la funcion M P(z) cuando z tiende a 0.

El siguiente ejemplo muestra la relaciéon de M P(z) cuando z tiende a 0.

Ejemplo. Sea f : R — R definida por f(x) = %, sabemos que el minimo
ocurre en x =0, y f(0) =0 es el valor minimo global.

Consideremos el problema perturbado, es decir, minimizar f(x) = x* restrin-
gido a x < z. Siz <0,como x < z, entonces f(z) < f(x) asi f(2) es minimo
local. Para z > 0, el minimo del problema perturbado es el minimo global,
que estd en x = 0, se concluye que M P(z) = 0. El minimo global de M P(z)
también ocurre en z = 0.

Teorema 4.1. Si P es un problema convezo y si P(2) es la perturbacion de
P por z € RY, entonces la funcion M P(z) es convera y su dominio es un
subconjunto convexo de R'. Si P es superconsistente, entonces z = 0 es un
punto interior del dominio de M P(z).
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Demostracion.

Como el dominio de M P es el conjunto de puntos z € R! para los cuales
F, # (). Sean 2, 2" que pertenecen al dominio de MP(z) y 0 < A < 1,
Notemos que Az’ + (1 — )z es factible para P(A2' + (1 —))2"), ademas 2,
2" son factibles para P(z') y P(z") respectivamente, en efecto

g\’ + (1= N)z") < Agla') + (1 — N)g(z")
<A+ (1=N)z2"

Por lo tanto el dominio de M P(z) es un subconjunto convexo de R™. Ahora

veamos que M P es una funciéon convexa, supongamos que M P(z) es finita,
entonces

MP(O)Z + (1 —X\)z2") =inf {f(z) iz e, glz) <Az +(1— /\)z”}

=inf {f(ac) cz =Xz’ + (1 — \)z"’ donde 2’, 2"’

€Cyg(x) <A+ (1 -}

<inf {f(ac) sz =2z’ + (1 — Nz donde 2, 2" € Cy Ag(z’) + (1 — Ng('') < Az + (1 — Az")}
<inf {f(a’ + (1= Na") 12’ 2" € Cy g(’) <27, g(a”) <2}

<inf M)+ Q- Nfe") 2 €Oy o) <2 g@") <=}

<inf{Af@) 2’ € Cya@) <2} +inf {A-NFE") 2" € Oy g(a”) <=}

=AMPG)+ (1 - NMP(Z").

Por otro lado, si M P(\z' +(1—\)z") = —oo entonces claramente M P(\z +
(1—X)2") < AMP(z) + (1 = A\)MP(2") en consecuencia M P(z) es convexa
en su dominio.

Ahora supongamos que P es superconsistente, es decir, existe un w € R”, tal
que g;(w) <0 coni=1,..,1. Sea

r=min{—g(w):1<i<I[}>0.
Para la bola abierta con radio r y centro 0, B,.(0) C R!, podemos encontrar
z=(21,...,2) tal que —r < z; < r para todo i, de modo que
gi(w) < —r<z i=1,..,1L

Por lo tanto, P(z) es un problema consistente para todas las B,(0), esto
demuestra que es un punto interior del dominio de M P(z).
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Por el Teorema 1.8, si el problema es superconsistente, entonces hay un vector

u tal que
MP(z) > MP(0) + (u, z — 0).

De hecho si el problema es superconsistente, podemos demostrar que u < 0.
Supongamos sin pérdida de generalidad que existe iy € {1,...,{} tal que
u;, > 0y u; <0 para todo i # 7p. Como z = 0 estd en el interior del dominio
de M P(z), existe r > 0, tal que F, es no vacio para toda z con ||z|| < r en
particular para z = 0. Sea w; = 0 para j # ip y w;, = r/2, entonces F,, es
no vacio y Fy C F,, de la definicién de M P se tiene M P(0) > M P(w). De
la ecuacion

MP(z) > MP(0)+ (u,z—0)

= MP(O) + (u1w1+, e +ulwl)

tenemos M P(w) > M P(0) + guio > M P(0). Esto es una contradiccion, por
lo que u < 0.

La ecuacion
MP(z) > MP(0) + (u, 2 — 0),

la escribimos como
—(u,z—0) > MP(0) — MP(z).
Si ahora denotamos A\* = —u en lugar de u. Para cualquier z tenemos
(A*,z) > MP(0) — MP(z),
para z > 0 tenemos M P(z) < MP(0), y
(\*,2) > MP(0) — MP(z) > 0.

El nimero (\*, z) mide la razén de cambio de M P(z) a medida que aumenta-
mos z lejos de z = 0; por esta razon, \* se llama el vector de sensibilidad,
asi como el vector de los multiplicadores de Lagrange.

Definicion 4.4. Definamos la funcion de Lagrange para el problema P

L(x, A) = f(x) + Z Aigi(x) = f(z) + (A g(2))

para todas las x en C' y A > 0.
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Definicion 4.5. Para cada x fijo en C, definimos

F(x) = supysoL(z, ).
Si x es factible para P, entonces

I
ﬂ {r eC:gi(x) <0} £0Dy Ngi(z) <O parai=1,..,1,
i=1

por lo que f(x) > L(x, \) para todo A > 0, de modo que f(z) > F(x).

Como f(x) = L(x,0) y por definicion de F(x), se tiene que L(z,0) < F(x), se
tiene que f(z) = F(z) para todo punto factible x en C. Si x no es factible en
C, entonces \;g;(x) > 0 de donde F(z) no es acotado para valores adecuados
de X por tanto F(z) = +oo.

De lo anterior se deduce que, minimizar f(z) en un conjunto factible en C
es equivalente a minimizar F'(z) sobre todas las « en C, es decir, se elimina
la restriccion de que x sea factible para P.

Teorema 4.2. Si el problema P tiene un vector de sensibilidad \* > 0 y es
superconsistente, entonces

MP(0) =infrecL(z, \").

Demostracion.

Para cualquier z fijo y t € C, consideremos el conjunto factible

Fywy = {tlg(t) < g(z)},

sit = x se tiene g(z) < g(x), es decir, x € Fy,). Recordemos que si P es
superconsistente entonces (\*,z) > MP(0) — M P(z) > 0 para cada z € R,
en particular para z = g(z),

MP(g(x)) + (N, g(x)) = MP(0).
Como z € Fy,), tenemos

f(x) > MP(g(x)),
de donde
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f(@) 4+ (A7, g(x)) = MP(0).

Por lo tanto,
infrec (f(z) + (A", g(x))) = MP(0). (1)
Por otro lado

infaec (f(2) + (A", 9(2))) < infaccg@=<o (f(x) + (A", 9(2)))

Z-nfft:GC,g(:E)SO (f(l') + <)‘*7 g(iL’))> < infoC,g(I)SOf(x) = MP(O)

que junto con (1) se obtiene el resultado.

Para mayor informacion ver 3|, [5] y |6].

4.1. FEl Teorema de Karush-Kuhn-Tucker.

Comenzamos con condiciones suficientes para que un vector z* pueda ser una
solucion al problema de Programacion Convexa (PC). Bajo ciertas restriccio-
nes, como lo especifica el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, estas condiciones
también son necesarias. Seguiremos denotando C' C R™ al conjunto convexo.

Teorema 4.3. Sea x* un elemento de C. Si existe \* > 0 tal que, para cada
x € C y cada vector X > 0, se cumple

L(z*, \) < L(x*, \*) < L(x, \")
entonces x* es factible y x* resuelve el problema de PC.

Demostracion.

Como L(z*,\) < L(x*, \*) entonces por definicién de funcion de Lagrange
se tiene

f@®) + Z Aigi(e®) < f(a") + Z Aigi(z7)

l l
Do Ngiat) < ) ANal),
=1 i=1
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es decir,

l l
S hga) — Y Mala) <o,
=1 =1
l

Z()\i — A)gi(z*) < 0. para cada A > 0.

i=1

Sea j € {1,...,1} fijo, definamos

N Af sid# g
‘ Af+1 sii=7.

Entonces A} > 0. Como

l

=1

por lo tanto g;(z*) < 0 de modo que z* es factible para P.

Por otro lado, como
L(z*, \) < L(x*, \")

esto también implica

es decir

f(a) < L(a*, X) = +ZA*gZ (2"),

pero A* > 0y g;(z*) <0 parai=1,...,l de modo que

Y = Aala) = Z LA = A)gi(@) + (A = A)gil@) +

37
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l
Fla)+Y Na(z) < fla),
i=1
Lz*, ") < f(a)
por lo que
f(z*) = L(z", \")
Aplicando propiedades de infimos

infeecf(x*) = infeecL(x™*,\*) <inf{L(x,\"):x € C},
<inf{L(z,\"):xe€C,g1 <0,...,q <0},

I
:mf{f(x)—l—Z)\;"gz(x) 2€C,g1<0,....,q0 < 0}7
i=1

=MP.
Por lo tanto f(z*) = M P,

Asi z* resuelve el problema

Corolario 4.1. Sea z* € C y \* > 0 tal que L(x*,\*) < L(x, \*) para todo
r € C y Ngi(z*) = 0 para todo i = 1,...,1, entonces x* es factible y x*
resuelve el problema de PC.

Demostracion.

Como L(z*, \*) < L(z, \*) aplicando la definicion de funcion de Lagrange se
tiene

f@®) + Z Agi(z®) < fla) + Z Aigi(),

notemos que Afg;(z*) = 0 para todo i = 1, ..., [, aplicando propiedades de los
infimos se tiene

”foGCf(m*) = L($*, )‘*) = infxECL<x’ A*)’
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0 bien
F(5*) = L@*, X*) < inf {L(5,\") : 3 € C},
<inf{L(x,\"):z€C,q1 <0,...,9, < 0},

!
—inf {f(x) +) Ngi(x) 2 €Cgr <0, < o} 7
=1

<inf{f(z):x€C,g1<0,...,9, <0},
= MP.

Por lo tanto z* es un punto factible para P tal que f(z*) = M P, es decir,
x* es una solucioén para P.

4.2. Algunas versiones del Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker.

4.2.1. La forma de punto silla del teorema.

Esta forma del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) no requiere que las
funciones involucradas sean diferenciables. La forma de silla de montar del
Teorema de KKT es la siguiente.

Teorema 4.4. Sea P el problema principal de PC superconsistente. Entonces
x* resuelve P si y solo st hay un vector \* tal que
1. \* > 0.
2. L(z*, \) < L(z*,\*) < L(x, \*) para todos los x € C' y todos los A > 0.
3. Xgi(x*) =0, para todo i =1, ..., 1.
Demostracion.

Dado que P es superconsistente y x* resuelve P, sabemos por el Teorema 4.2
que hay A* > 0 tal que

f(fL'*) = infxeCL(x> )‘*)
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Como
f(@") < L(z*, A7) = f(2") + (A, g(27))

y dado que A\* > 0y g(z*) < 0, también tenemos

f@@™) + (A% g(@7)) < f(a7).

Ahora podemos concluir que f(z*) = L(z*, \*) y (A\*, g(z*)) = 0. Se deduce
que Afg;(z*) =0, para todos i = 1, ..., . Entonces, para A > 0,

1 l
L") = Lia X) = f@7) + D Ngila”) - (f(x*) +y Aigi<x*>)
= Z Argi(z®) — Z Aigi(T")
= — Z Aigi(x")

también tenemos

L(z", A) < L(z", X%),

para todos A > 0.

A la inversa, supongamos que z* y \* satisfacen las tres condiciones del
teorema. Primero, mostramos que x* es factible para P, es decir, g(z*) < 0.
De la misma forma que el teorema anterior, definamos un j € {1,...,{} fijo,
tal que

N Af st # .
TN sii=

Entonces nosotros tenemos A > 0.
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Del punto 2 de la hipotesis

0 < L{z", ") = L(z", A) = f(z7) + Z Aigi(z") = (f(af*) + Z )\igi(m*)>

i=1 i=1
l
=D (O = A gila”)
i=1
j—1 l

Por definicion de la funcion Lagrangeana sabemos que L(z*, \) = f(a*) +
(A\*, g(z*)), haciendo A = 0, tenemos

f(z*) = L(z",0)
< L(x" A7) = f(z") + (A", g(27))
pero (M, g(a*)) = 0, por Io que
f(a%) = L(2",0) < L(z*, X") = f(z")

asi que

f(z*) = L(z*, X") < L(z, \"), (4)
pero por el corolario 4.1 también tenemos
L(z*, \*) <infeec (f(z) + (N, 9(2))) < infoecgm<of(x) = MP0).  (5)
Por lo tanto por las ecuaciones (4) y (5) tenemos f(z*) = L(z*, X*) = MP(0).

Concluimos que f(z*) = M P(0), y como z* es factible para P, z* resuelve
P
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(=A%)

Figura 4.1: Representacion grafica de la funcion Lagrangeana para las con-
diciones Teorema de Karush-Kuhn-Tucker en su forma de punto silla.

El la imagen podemos obervar que para cualquier punto de la forma (z*, \*)
donde su imagen estd dada por L(z*, A*) la condicion L(z*, ) < L(x*, \*) <
L(x, \*) pues la parabola formada de color rojo muestra todas la posibles
imagenes de x, mientras que la parabola de color azul muestra todos las
posibles imagenes de .

4.2.2. La forma gradiente del teorema.

Teorema 4.5. Sean f : C - Ry g, : C — R coni = 1,....1, funciones
convezas definidas en un subconjunto convero cerrado no vacio C' de R". St
definimos a P como el problema de minimizar a f(z) sujeto a la condicion
g(z) <0 con P superconsistente, entonces x* resuelve P si y sélo si hay un
vector \* tal que

1.3 >0,
2. Xigi(z*) =0, para todos i =1,...,1,

l
3. <V f(a*) + ; Ai v gi(r*) = 0.



4.2. ALGUNAS VERSIONES DEL TEOREMA DE KARUSH-KUHN-TUCKER.63

Demostracion.

Si z* es una soluciéon para P entonces por el teorema 4.2.1 hay un \* € R! que
satisface (1) y (2) para (z*, A*) en el punto silla de Lagrange en P, entonces

L(z*,\*) < L(z, \").

Lo anterior se cumple para todo x € C, por lo que z* es un minimo global de
(x*, X*) en C. Puesto que z* es un punto interior de C'y como h(x) = L(z, \*)
tiene su primera derivada parcial continua en C, se deduce que s7h(z*) = 0,
es decir, el gradiente de la condicion (3) se cumple.

Por el contrario supongamos que z* € C'y \* € R! que satifacen las condi-
ciones (1), (2) y (3). Si z es un punto factible para P. Entonces

f@®) + Z Agi(e") < f(a7)

para A* > 0y g;(z*) < 0 para todo i = 1,...,1. Como f y g; son funciones
continuas y dado que cumplen las condiciones del teorema 1.7, tenemos que
para la funcién f se cumple

f@) + v fa)(@—a) < flz) (4)
de la misma forma para la funcién g;
gi(x") + Vgi(z*)(z — 2*) < gi(2), (5)

multiplicando por A} y sumando para cada 1,

Z Ngi(z*) + Z A gi(@) (@ —27) < Z A gi(x)  (6)

sumando la ecuacion (4) y (6) tenemos

l l
+<ﬁ@ﬂ+§jﬁvw@ﬂ(%ﬁﬂﬁf@HZ:ﬁM@Sf@%

hw+2xmm

como A\gi(z*) =0y 7 f(2*) + Zizl A7 gi(x*) = 0, entonces
f(z%) < f(=).
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Asi 2* es un minimo global para f(x), es decir z* es una solucion para P.

Ejemplo. Definamos al problema P como: minimizar f(x,y) = 22 — 2z +
v + 1 sujeto a las condiciones gi(z,y) =2 +y <0y go(z,y) = 22 — 4 <0.

Solucion.

Notemos que la funcion f(x,y) v g(x,y) = (¢1(z,y), g2(x,y)) son funciones
convexas, para encontrar al punto (z,y) que satisface P debemos encontrar
un A = (A1, A2) que satisface las condiciones del teorema, es decir, tenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:

1. A\ >0,

2. Ay >0,

3. M(xr+y)=0,

4. X (22 —4) =0,

5. (22— 2,2y) + A (L, 1) + Ag (22,0) = (0,0).

Desarrollando la ecuacion (5) tenemos
(21’ -2+ )\1 + 2)\21’, 2’y + )\1) = (O, 0) >
es decir,

20 =24+ A + 22 =0 (6)

De la ecuacion (7) despejamos a y, asi

)\
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de igual forma. Sustituyendo a = en la ecuacion (4) y despejando a A; obte-
nemos

)\1 - 1,
1 —1 ) .
por tanto x = -y y = > sustituyendo a z, y y A1 en la ecuacion (6) y
despejando a Ay concluimos que
A2 = 0.
Por lo tanto el punto 3> _7, 1,0> es punto factible que cumple con las

condiciones del teorema.

floy)=x*-2x+y*+1
®9.xy)=x+ty
92(7(;:)’) :x2 _4

Figura 4.2: Representacion grafica.

Para conocer un poco mas podemos consultar [5] y [13].
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