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1.1 Introduccion a los vectores.



Vectores

Un vector es un segmento con punta de flecha, y se denota como:

> = o

* Una letra con una flecha en la testa, ejemplo: A4, B, C

* o simplemente una letra en negrita: A, B, C




Vectores

Un vector es un segmento con punta de flecha y tiene las siguientes
caracteristicas.

1. Origen: punto de aplicacion

Modulo: longitud o tamano del vector

Direccion: orientacion en el espacio de la recta que lo contiene
Sentido: dado por la punta de la flecha situada en el extremo del vector

S Y N

Nombre: identificacion del vector



Vectores

El vector M tiene las siguientes caracteristicas:
* Un angulo de inclinacion de 60°
* Se localiza en el segundo cuadrante

e Sudimension es de 5 unidades

= 5 unidades




Vectores

Los vectores pueden ser de dos o tres dimensiones, los cuales se distinguen acorde a
los componentes que lo integran.

Vector de dos dimensiones C= (¢, C))



Vectores

Vector de tres dimensiones: A= (A, A, A,)




1.2 Producto punto, norma, angulo y distancia.



Producto punto

El producto punto entre dos vectores es el resultado de la suma de |la
multiplicacion de los componentes de un vector (x,y) o (x,y,z), y el
resultado es un numero (escalar).

De los siguientes vectores:
A=(A,AY) y B=(8,B,)
El producto punto de estos dos vectores resulta:

-» -

A-B=AB +ApB,



Producto punto

Cuando se trate de vectores en tres dimensiones, se aplica el mismo
procedimiento.

De los siguientes vectores:
A=(A,A,A) v B =(B,B A)
El producto punto de estos dos vectores resulta:

- -

A-B=AB,+AB +ASB,



Producto punto

Ejemplo. Calcular el producto punto de los siguientes vectores
A=(2,4) y B=(5-11)

A - B = (2*5) + (4*-11)
=10 - 44

=-34

2

El resultado se expresa en las unidades de las que se esté empleando.



Producto punto

Ejemplo. Calcular el producto punto de los siguientes vectores
M=(3,-1,4 y N=(2, 7, 6)
M - N=(3*-2) + (-1*7) + (4*6)
=-6-7+24
=-13+ 24
=11
El resultado se expresa en las unidades de las que se esté empleando.



Norma de un vector

La norma o longitud de un vector, es el resultado de obtener |la raiz cuadrada
de la suma de cada uno de sus componentes elevados al cuadrado.

Para identificar la norma se coloca al vector entre dos barras, similar al valor
absoluto utilizado en algebra.

Sea el vector:
A=(A, Ay, .y AL)

Su norma se indica y se obtiene asi:

‘/ﬂ = \/(Ax)2+ (Ay)? +... (An)?



Norma de un vector

Sea el vector:

C =(3,7)

Su norma es:

€] =P+ (77
=V/9 + 49
=/58




Norma de un vector

Sea el vector:

D = (4, -3, 8)

Su norma es:

D] = (a7 + (-3 + (8)2
=V16 + 9 + 64
= /89




Angulo entre vectores

El angulo entre dos vectores es el coseno de |la razon que existe entre el
producto punto y la norma de los vectores.

A-B = |A||B|cos6

Despejando el cosf queda:

A-B .,
= cosf ; o también
|A||B]
A-B
cosO = T : finalmente tenemos:

[ AB
- -1 |
0= Cos |A||B|



Angulo entre vectores

Ejemplo: Encontrar el angulo que existe entre los vectores
A= (46)yB=(5-3)

cosf = 23
4lIE]
cos0 = DO OEI] - ___[20 18] 2 - 0.047565149

VaZ+ 62,/52+ (=3)2  V16+36V25+9 ~ V52434

Sacamos la inversa de la funciéon

6= Cos™(0.047565149)

Obtenemos el angulo

0= 87.27368901



Distancia entre dos puntos

Para obtener la distancia entre dos puntos, la segunda letra del vector
indica la parte final y es la que sus componentes se toman como
punto inicial; posteriormente se resta el componente del segundo

vector, aplicando la ley de signos algebraicos.
Sea el vector 4 = (A, Ay,A) vy B = (B,, By, Bz)

La distancia entre los dos puntos de indica:
AB =(B,~A), (B,—A), (B,—A,)



Distancia entre dos puntos

Ejemplo. Obtener la distancia entre del vector CD Cuyos
componentes son: C = (1, -3) yD = (4, 6)

La distancia entre los dos puntos es:
CD ={(4-1),[6,—(-3)]}

CD =13,(6 + 3)]

CD =(3,9)

Esto quiere decir que la distancia CD esde 3 unidades en x v9
unidades eny



1.3 Vector unitario, Vectores Ortogonales y Ortonormales



Vector unitario

El vector unitario tiene las siguientes caracteristicas:
" Es de magnitud 1

= Tienen el mismo sentido del vector

= Se denotan como A z ; y se lee: el vector unitario de A
= Para obtener el vector unitario se divide cada componente entre su norma; asi:

A—(AAA)
4] \|4]” |4]" |4]




Vector unitario

Ejemplo. Calcular el vector unitario del vector C = (6,—8)

Calculando el modulo de C, tenemos

C=./(6)2+ (-8)2 =36+ 64 =+/100 =10

~ =G (8 Z8) _(3 4
Ce _|5|_(10’ 10) _(5’ 5)
Obteniendo el médulo de Cc , tenemos:

> 3\ 2 —4\ 2 9 16 25
Ct‘\/(E) +(3) =t =da =1




Vector unitario

El vector unitario Cc = (% _?4) tiene la misma direccion que el vector C = (6,—8)

s . . - 3 —4 .
El modulo del vector unitario Cc = (E ,?) es igual a 1, con lo que se comprueban las
caracteristicas del vector unitario.

Esto mismo procede para vectores en tres dimensiones.



Vectores ortogonales

Para que dos vectores sean ortogonales el producto punto entre estos deben ser
igual a cero (por ser perpendiculares) y el médulo de ambos deben ser iguales.

Sea el vector 4 = (X, y), tal que el A | l_j,‘ entonces:

- — - -
A|=|U| y A-U=0
Para que los dos vectores tengan la misma magnitud, es necesario aplicar el

teorema de Pitagoras, dado que los vectores tienen sus componentes (X,y),

entonces.

x2 +y2 = 12

Despejando a r, tenemos:

Va2 +y? =



Vectores ortogonales

Sea el vector A = (x, y)y el vector U = (6, -8),
encontrar los vectores ortogonales.

Primero obtenemos el médulo de U, entonces:

U] =/(6)2 + (—8)2=+/36 + 64 =100 = 10

Ahora procedemos a realizar el producto punto
del vector A y U y lo igualamos a cero.

(XI y) ’ (61 _8) =0

6x—8y=0 ........ ecuacion 1

Ahora aplicamos el teorema de Pitagoras del
vector desconocido y lo igualamos con el modulo

del vector U; y tenemos:

Vvx%+ y? =10

Si elevamos ambos términos al cuadrado
tenemos:

x?+y2 =100 ... Ecuacién 2

Conjuntando las ecuaciones formamos un sistema
de ecuaciones:

6x —8y =0 ... (D)
x?+y2 =100 .....(2)



Vectores ortogonales

Despejando a x de la ecuacion 1

tenemos:
6x —8y =0
6x = 8y

8

X=gy

4 L4
X =3y .....ecuacion 3

sustituyendo el valor de x en la ecuacidn 2
tenemos:
4 2
(—y) + y2 =100
16

5 V°+ y* =100

16y2+9y?

Reduciendo el valor de y# tenemos:

=100

2
25Y" _ 100

Despejando a y tenemos

100)(9
y? =220 - (4)(9) = 36
V36
+6

y
y

Los valores de y son +8 y -8,las cuales deben de
sustituirse en la ecuacion 3 para encontrar los
valores de x



Vectores ortogonales

Sustituyendo y = 6 enla ecuacion 3: En conclusion, los vectores ortogonales a
X = %y U= (6,-8)

x =§(6) son: (8,6)y (-8, -6)

x =28

Entonces el primer vector es (8, 6)
Para comprobar que los vectores

sustituyendo y = —6 en la ecuacion 2 ortogonales, el producto punto entre estos
debe serigual a cero

x=2y a) (6,-8)-(8,6)=48-48=0

x=3(-6)

x=-8 b) (6,-8)-(-8,-6)=-48+48=0

Entonces el primer vector es (-8, -6)

: ﬁ Ambos productos son igual a cero,
entonces son ortogonales




Vector ortonormal

Un vector ortonormal es aquel que resulta como el producto
vectorial entre dos vectores que se ubican en un mismo plano.

Este vector resultante debe formar un angulo de 90° con cada vector
de origen. Entonces el producto punto de los vectores origen con el
vector ortonormal es igual a cero

Para esto, es necesario emplear |la tercera dimension e incluir el
producto vectorial (cruz) entre vectores usando el concepto de

determinante.
W= UXV



Vector ortonormal

Ejemplo:

Encontrar el vector ortonormal entre los vectores U= (1,1,2)y V= (1,1, -1)

Primero formamos el determinante con los ejes cardinales.

X y z
W=1 1 2|=(-1-2)x —(-1-2y+(1 -1z
1 1 -1

=—3x —(—3y) + 0z
=—3x + 3y + 0z

Entonces el vector ortonormal W = (-3,3,0)



Vector ortonormal

Ahora comprobemos que el producto punto de los vectores U y V con el vector ortonormal W = (-3, 3, 0)
es igual a cero.

Con el vector U = (1,1, 2)
Entonces:
(1,1,2)-(-3,3,0)=-3+3+0=0

Con el vector V (1,1, -1)
Entonces:
(1,1,-1)-(-3,3,0)=-3+3-0=0

—

Con esto se comprueba que el vector W es un vector ortonormal a los vectores Uy V.



1.4 Propiedades de los vectores y operaciones con vectores



Propiedades de los vectores

Suma

Dr. en Adm. Amador Huitron Contreras

A—A=0 Propiedad identidad

A+ B=B+A=C Propiedad conmutativa
A — B=A+ (-B) Suma del opuesto
A+B+C = (A) uE §) +C= A+ (B + C) Propiedad asociativa
A+0=A Propiedad neutro

33



Operacion con vectores

De los vectores siguientes:
K= (11 4) 2) ’ §= (11 2} '1) ’ (_:)= (21 1; 0)

Obtener:

a) A+ B
(11 41 2) + (11 21 -1) = (1+1I 4+2) 4-1) = (2, 6) 3)

b) B+ C

(1; 21 _1) + (21 11 O) = (1+21 2+1I _1+O) = (3I 3) -1)
c) A-C

(11 41 2) - (21 11 0) = (1-21 4-1) 2-0) = (-11 3) 2)



Operacion con vectores

d A+ B - C

1(1,4,2)+ (1, 2,-1D] - (2,1,0)=[1+2, 4+2, 2—1] — (2,1,0) =
(3,6,1)—(2,1,0) = =(1,5, 1)

e)§-§

(1) 2) _1) — (11 2) _1) = (1_11 2_21 -1 +1) = (OI 0) 0)

f) 2B
2(1, 2,-1) = [(2)(1), (2 (2), 2)(=D)] =(2, 4, -1)



Operacion con vectores

1,8, A
g);(B+ ()
31 [(1,2,—1) + (2,1,0)] =§(1+2, 2+1, -1+0) =§(3, 3, -1)=

3 3 1 1
G+3- =11 -3)

h) 24 +C
2(1,4,2)+(2,1,0)=[(2)(1),(2)(4),(2)(2)] +(2,1,0)=(2,8,4) +(2,1,0) =
(2+2, 8+1, 4+0) = (4,9, 4)
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