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Proposito General

Proposito General de la Unidad de Aprendizaje

Manejar los conceptos fundamentales del calculo integral y
aplicarlos en forma colaborativa en diversas areas haciendo
énfasis en aplicaciones fisicas y geométricas.

Manejar los diferentes métodos de integracion. Analizar la
importancia del teorema fundamental del calculo.
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Presentacion

|
El presente material didactico de solo visién proyectable, tiene
como finalidad, desarrollar en los estudiantes la habilidad de la
observacion, reflexion y analisis sobre:

Integrabilidad de funciones.

Dentro del enfoque por competencias se pretende desarrollar en
el estudiante la capacidad de analisis.
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Especificaciones

|
La metodologia que se sugiere para el mejor aprovechamiento

del material respecto a cada tema, se describe a continuacion,
sin embargo a los jovenes les resulta agradable el uso este tipo
de recurso didéactico, especificamente las diapositivas
considerandolas como notas de clase, para efectuar el repaso que
fortalezca su aprendizaje.
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Recursos que se utilizaran

Caifion,

N

Software: Cualquier visor de archivos pdf,

Computadora,

w

'S

Pizarrén,

i

Material impreso.
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Indicaciones de uso

|
El uso del presente material es de facil acceso:

Abra el dispositivo de almacenamiento con doble clic.
Solo de clic para dejar pasar las diapositivas.
Con la tecla ESC se interrumpe la presentacion.

Con las teclas de Redpag y Avpég puede avanzar y
retroceder las diapositiva.
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Competencias a desarrollar

De conocimientos

Funciones Integrables.
Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal.

De Habilidades
Identificacion de postulados, hipotesis y conclusiones.
Intuicién sobre la veracidad o falsedad de una afirmacion.
De Actitudes y Valores

Disciplina, orden, tenacidad, gusto por enfrentar nuevos
retos, paciencia y rigor en el razonamiento.
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Indice General

Introduccion.

Funciones integrables.

Propiedades de la integral.

Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal.

Funciones Trigonométricas
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L Introducciéon

Introduccion

;,Como surge la integral?

El 4rea de una regién se define a veces como el ntimero de
cuadrados de lado unidad que caben en la regién.

Consideremos el circulo de radio 1, su area es m, asi que
caben "7 cuadrados en el circulo de radio 1".
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Introduccion

Objetivo

Definir el area de regiones que estan limitadas por el eje
horizontal, las lineas verticales que pasan por (a,0) y (b,0) y la
grafica de la funcion f tal que f(x) > 0 para todo z € [a, b)].
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Introduccion

Iniciaremos dividiendo el intervalo [a, b] en cuatro subintervalos

[to, t1] [t1,t2] [ta,t3] [t3,t4]
donde los nameros tg, t1, t9, t3, t4 satisfacen:

a=ty<ti <ty <tg<ty=b
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donde los nameros tg, t1, t9, t3, t4 satisfacen:

a=ty<ti <ty <tyg<ty=b
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L Introduccién

Particion y suma inferior

Definicién

Sean a,b € R tales que a < b. Recibe el nombre de particiéon
del intervalo [a, b] toda coleccion finita {to,t1,to, ..., th—1,tn}
de puntos de [a, b] tales que

a=ty<t1 <tg<- - - <th1<t,=0b
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L Introduccién

Particion y suma inferior

Definicién

Sean a,b € R tales que a < b. Recibe el nombre de particiéon
del intervalo [a, b] toda coleccion finita {to,t1,to, ..., th—1,tn}
de puntos de [a, b] tales que

a=th<t1 <ta<---<tp 1<tp,=0b

Definicion

Supongamos que la funcién f esta acotada sobre [a,b] y sea
P = {tg,t1,t2,...,ty} una particién del intervalo [a, b]. Sea

m; = inf{f(x):ti.1 <z <t;}, Mj = sup{f(z):ti-1 <x <t}

La suma inferior de f para P, denotada por L(f, P), se define
por
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L Introduccién

Suma superior

La suma superior de f para P, denotada por U(f, P), se
define por

i=n

U(f,P)= ;}Mi(ti — Bl )
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L Introduccién

Sumas superior e inferior

Sean f una funcion acotada en el intervalo [a,b] y P,Q dos
particiones del intervalo [a, b] tales que P C Q. Entonces

L(f,P) < L(f,Q)
uf,p)2U(f,Q)
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L Introduccién

Sumas superior e inferior

Sean f una funcion acotada en el intervalo [a,b] y P,Q dos
particiones del intervalo [a, b] tales que P C Q. Entonces

L(f,P) < L(f,Q)
U(f,P)=U(f,Q)

Teorema 2

Sean Py y P, dos particiones de [a,b] y f una funcion acotada
sobre [a, b]. Entonces

L(fapl) SU(f7P2)
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L Introduccién

Camino a la definicién de funcion integrable

Pregunta

Si f es una funcién acotada en [a, b], ;Qué podemos decir de los
siguientes conjuntos?

{L(f,P) : P es un particion de [a,b]},
{U(f, P) : P es un particion de [a, b]}
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L Funciones Integrables

funcién integrable

Definicion

Una funcién f acotada sobre [a, b] es integrable sobre [a, ] si

sup{L(f, P) : P es un particiéon de [a, b]} = inf{U(f, P) :
{
P es un particion de [a, b]}.
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sup{L(f, P) : P es un particiéon de [a, b]} = inf{U(f, P) :
{
P es un particion de [a, b]}.

En este caso, este ntimero comiin recibe el nombre de integral
de f sobre [a, b] y se denota por

Jo £
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L Funciones Integrables

funcién integrable

Definicion

Una funcién f acotada sobre [a, b] es integrable sobre [a, ] si

sup{L(f, P) : P es un particiéon de [a, b]} = inf{U(f, P) :
{
P es un particion de [a, b]}.

En este caso, este ntimero comiin recibe el nombre de integral
de f sobre [a, b] y se denota por

Jo £

La integral f: f recibe el nombre de area de R(f,a,b) cuando
f(z) > 0 para todo x € [a, b].
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Ejemplos

Son integrables sobre [a, b] las siguientes funciones:
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4

N\

A\ 4
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L Funciones Int egrables

Ejemplos
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f(x) = ¢, donde ¢ € R fijo.

2, si zeR\Q,
1, si z€Q.

f(rv)={



Calculo Integral

L Funciones Int egrables

Ejemplos

Son integrables sobre [a, b] las siguientes funciones:
f(z) = ¢, donde ¢ € R fijo.

2, st zeR\Q,
si x€Q.

mf-{ 7
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L Funciones Integrables

Propiedades de la Integral

Teorema 3

Si f esta acotada sobre [a, b], entonces f es integrable sobre [a, b]
si y solo si para todo € > 0 existe un particion P de [a, b] tal que

U(f,P)— L(f,P) <e.
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L Funciones Integrables

Propiedades de la Integral

Teorema 4

Sea a < ¢ < b. Si f es integrable sobre [a, b] entonces f es
integrable sobre [a, c] ¥ [c,b]. Reciprocamente, si f es integrable
sobre [a, c] y [c,b] entonces f es integrable sobre [a, b].
Finalmente, si f es integrable sobre [a, b], entonces

Jof= I+ 12t
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Propiedades de la Integral

Teorema 4

Sea a < ¢ < b. Si f es integrable sobre [a, b] entonces f es
integrable sobre [a, c] y [c,b]. Reciprocamente, si f es integrable
sobre [a, c] y [c, b] entonces f es integrable sobre [a, b].
Finalmente, si f es integrable sobre [a, b], entonces

Rr=Jcr+ 7
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fabf:—fbaf,sia>b.
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Definiciones

Ja =0
fabf:—fbaf,sia>b.

Teorema 5

Si f y g son integrables sobre [a, b], entonces f + g también es
integrable en [a, b], ademés

Pf+flg=[2(f+9)
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L Funciones Integrables

Propiedades de la Integral

Teorema 6

Si f es integrable sobre [a,b] y ¢ € R, entonces cf es integrable
sobre [a, b], ademas

J2ef) =c[2(f)
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L Funciones Integrables

Propiedades de la Integral

Teorema 6

Si f es integrable sobre [a,b] y ¢ € R, entonces cf es integrable
sobre [a, b], ademas

J2ef) =c[2(f)

Teorema 7

Sean m, M € Ry f una funcién integrable sobre [a, b] tal que
m < f(x) < M para cada x € [a,b]. Entonces

m(b—a) < [P f < M(b— a).
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L Funciones Integrables

Propiedades de la Integral

Teorema 8

Si f es integrable sobre [a,b] y F' esta definida sobre [a, b] por
F(z) =[] f,

entonces F' es continua sobre [a, b].
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L Funciones Integrables

Propiedades de la Integral

Teorema 8

Si f es integrable sobre [a,b] y F' esta definida sobre [a, b] por
F(z)= [, f,

entonces F' es continua sobre [a, b].

M
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L-Teorema Fundamental del Calculo

Teorema Fundamental del Célculo Infinitesimal

Teorema 9 (Primer Teorema Fundamental del Calculo
Infinitesimal)

Sea f integrable sobre [a,b] y definase F' sobre [a, b] por
F(z) = f; f.

Si f es continua en ¢ € [a, b], entonces F es derivable en ¢, y

F'(c) = f(c)-
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L-Teorema Fundamental del Calculo

Teorema Fundamental del Célculo Infinitesimal

Teorema 9 (Primer Teorema Fundamental del Calculo
Infinitesimal)

Sea f integrable sobre [a,b] y definase F' sobre [a, b] por
F(z) = f; f.

Si f es continua en ¢ € [a, b], entonces F es derivable en ¢, y

F'(c) = f(c)-

Corolario 10
Sean f una funciéon continua en [a,b] y g una funcién tal que
f = 4. Entonces
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L-Teorema Fundamental del Calculo

Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal

Teorema 11 (Segundo Teorema Fundamental del Calculo
Infinitesimal)

Sean f una funcion integrable en [a,b] y g una funcion tal que
f =¢'. Entonces

2 = g(b) - g(a).
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L-Teorema Fundamental del Calculo

Las fuciones continuas son integrables

Sean f: ACR — Ry xzg € A. Decimos que f es continua en
xo si para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que |f(xo) — f(y)] <€
siempre que |zg — y| < §. Decimos que f es continua en A si
f es continua en cada punto de A.
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Las fuciones continuas son integrables

Definicion

Sean f: ACR — Ry xzg € A. Decimos que f es continua en
xo si para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que |f(xo) — f(y)] <€
siempre que |zg — y| < §. Decimos que f es continua en A si
f es continua en cada punto de A.

Definicién

Sea f: ACR — R. Decimos que f es uniformemente
continua en A si para todo € > 0, existe § > 0 tal que
|f(x) — f(y)| < € siempre que |z —y| < 4.
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Las fuciones continuas son integrables

Definicion

Sean f: ACR — Ry xzg € A. Decimos que f es continua en
xo si para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que |f(xo) — f(y)] <€
siempre que |zg — y| < §. Decimos que f es continua en A si
f es continua en cada punto de A.

Definicién
Sea f: ACR — R. Decimos que f es uniformemente
continua en A si para todo € > 0, existe § > 0 tal que

|f(x) — f(y)| < € siempre que |z —y| < 4.

Teorema 12

Sea f:[a,b] — R. Si f es continua en [a, b], entonces f es
uniformemente continua en [a, b].
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L-Teorema Fundamental del Calculo

Las fuciones continuas son integrables

Teorema 13

Toda funciéon continua en [a, b], es integrable sobre [a, b].
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